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POKYNY KE STUDIU

Aplikovany mechanik jako soutast tymu konstruktéra a vyvojari:

¢ast Modalni zkousky

Pro pedntt Experimentdlni modalni analyza, ktery jefazen ve 2. semestru
navazujiciho studia oboru Aplikovana mechanika gdidrzeli skriptum, které vas seznami s
teorii a praxi modalnich zkouSek. Toto skriptum armye na skriptum vydané v ramci
stejného projektu v roce 2011 a které bylo koncipmvjako navody pro tymova ceni.
Teoretické otazky, které byly vigdchozim textu pouze nastity, jsou zde probrany
komplexre.

Prerekvizity

Pro studium této opory sequpoklada znalost na Urovni absolventa bakké&ho
programu Strojirenstvi, oboru Aplikovana mechanika.

Cilem uéebni opory

Cilem je seznameni s teorii a praxi modalnich zioudoz je oblast po#me rozsahla
a nar@na jak na teoretické zazemi, tak na praktické dowstii Redpoklada se, Ze student je
z predchoziho studia dostate pripraven k néeni vibra&nich signél a k jejich zpracovani.
Po prostudovani opory bude student schopen posdkdijtieSeni technického problému
vyZaduje provedeni modalni zkouSky a bude schopgm tkousSku Hpravit, proveést,
vyhodnotit a jeji vysledky pouzit pro lad teoretickych, zejména ko¥reprvkovych
modeh. Ziskd komplexni nahled n@Seni mnoha problémse kterymi se ve své budouci
technické praxi rize setkat.

Pro koho je predmét ur ¢en

Modul je z&azen do magisterského studia oboru Aplikovana mekaastudijniho
programu Strojni inZenyrstvi, aletre jej studovat i zajemce z kteréhokoliv jiného robho
pokud spiuje poZzadované prerekvizity.

Skriptum se #8i nacasti, kapitoly, které odpovidaji logickémalehi studované latky,
ale nejsou stefnobsahlé. Redpokladana doba ke studiu kapitoly s&envyrazg liSit, proto
jsou velké kapitoly &eny dale nacislované podkapitoly aémn odpovida niZze popsana
struktura.

Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava



Pri studiu kazdé kapitoly doporuwujeme nasledujici postup:

Cas ke studiu:xx hodin

Na Uvod kapitoly je uvededas potebny k prostudovani latkyCas je orientani
a mize vam slouzit jako hrubé voditko pro rozvrzenidigtucelého pednetu ¢i kapitoly.
Nékomu secas mize zdat piliS dlouhy, ®komu naopak. Jsou studenti, #tse s touto
problematikou je&t nikdy nesetkali a naopak takovi, Kt¢iz v tomto oboru maji bohaté
zkusenosti.

s\ ]
@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budetétum

+ Popsat ...
+ Definovat ...
+ VyieSit ...

Ihned potom jsou uvedeny cile, kterych méate dosdhpo prostudovani této kapitoly
— konkrétni dovednosti, znalosti.

0] ko

Nasleduje vlastni vyklad studované latky, zavedenych pojni, jejich vyswtlenti,
vSe doprovazeno obrazky, tabulkaheSenymi piklady, odkazy na animace.

Na zavr kapitoly jsou zopakovany hlavni pojmy, které shivmate osvojit. Pokud
nékterému z nich je8tnerozumite, vride se k nim jestjednou.

B o

Pro owteni, Ze jste ddle a Upl# latku kapitoly zvladli, mate k dispozici¢kolik
teoretickych otazek.

Uspedné a pijemné studium s timta'ebnim textem Vamrgie autorka.

Alena BiloSova

Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava
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precmiuva [T

PREDMLUVA

Mili studenti, tato studijni opora mé za cil varfibpzit teorii a praxi modalnich
zkousSek. Jak uzZ jeji nazev napovida, jde o integedst toho, co byste se za dobu svého
studia ngli nawit, abyste mohli byt platnymtlenem tymu odbornik feSiciho slozité
technické problémy. S problematikou modalnich zk&u$e seznamujete vigunetu
nazvaném Experimentalni modalni analyza, ktery dyls pesrgji mél jmenovat Modalni
zkousky. Modalni zkousky provadime s cilem ziskgpeeimentalg — tedy mérenim —
modalni parametry #iené struktury. Celd zkouSka zahrnujppavu ngfené struktury,
vlastni ng&feni a zpracovani nasfenych hodnot pomoci vhodnych metod. Tato posletire, f
jejiz vysledkem jsou ziskané modalni parametryexperimentalni modalni analyzou v
pravém slova smyslu. Je analogii k modalni anafymsadné vypa@tové, nag. pomoci
koneinoprvkovych prograiin— vede jinou cestou ke stejnym vyslédk

Problematika modalnich zkouSek je amaobsahla a k jejimu dokonalému zvladnuti
je poteba integrovat znalosti ztuanych oblasti: r&eni vibraci, zpracovani sigrial
matematické zpracovani nafanych dat, kmitani systé@ns vice stupni volnosti siznymi
modely tlumeni atp. Tato skripta si nekladou zapdjednat podrokno vSech aspektech
modalnich zkousSek, ale pouze seznamit vas s tootdgmatikou natolik, abyste byli schopni
samostaté modalni zkousSky provétl s wdomim problém, které se i méreni a zpracovani
nameétrenych dat mohou vyskytnout. Mym hlavnim cilem jéveyit ve vas pogdomi o tom,
co to modalni zkouska je, &mu je dobra, a kdy bysteého jejim provedeni ve své
inZenyrské praxi uvazovat. Pozoruji, Zévéra mnohych k vysledkn ziskanym pomoci
metody konénych prvki je nekdy pxilis vysoka a Ze si nejen studenti, ale ani zkuser@nyi
mnohdy neuvdomuji, Ze i vysledky ziskané pomoci velmi sofigti&nych konéno-
prvkovych programh se mohou od reality zt@a liSit - zpravidla v dsledku toho, Ze ip
pouziti €chto program néco zanedbali neboriis zjednodusili. Proto je @&veni a gipadné
odlacEni kone&noprvkového modelu pomoci dat ziskanych experinh@htdganejvys Zadouci
a v rekterych oborech (nd&pv konstrukci letadel) dokonce nezbytné.

Zakladnim pramenem pro napséani této studijni opgltg kniha prof. Davida Ewinse
"Modal Analysis — theory, practice and applicatioRtof. Ewins fisobi na Imperial College
of Science, Technology and Medicine v Lon8ynje moZné ho povaZzovat zad¢i osobnost
v oblasti modalni analyzy v EvrépCetné pasazesthto skript jsou v podstatprekladem
vybranych kapitol z jeho knihy. Déale byly pouzityatarialy firmy Bruel & Kjeer, ktera
dodava veskerou ¢&rici techniku pro provashi modalnich zkouSek a poskytuje zakaanik
rovreZ teoretickou podporu vydavanisatnych publikaci a gadanim Skoleni.

Preji vam, abyas, ktery ¥nujete studiugchto skript, pro vas nebyhsem ztracenym,
ale aby ziskané poznatkyigpely k vaSi snaze stat se kompetentnim a znalym néinoj
inZenyrem.
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Seznam symbbl

SEZNAM SYMBOL U

*

[
a(t)
A(f)
A(w)
b

b(t)
B(f)
(B]

Fo

{F}
{f(H}

f

fo

fs
Gan(f)
Ges(f)
Gas(f)
Geal(f)
h(t)
[H]
H(w)
H(s)
Ha(f)
Ha(f)

[
[K]

M]

komplexni doplik

transponovana matice

¢asovy zaznam v kanalu A

okamzité spektrum kanalu A

inertance (akcelerance) [Kg

konstanta viskézniho tlumeni [Eq]

¢asovy zaznam v kanalu B

okamzité spektrum kanalu B

matice visk6zniho tlumeni [Kg']

tlumici sila [kghs?]

vektor komplexnich amplitud budicich sil [KgS?]
vektor budicich sil [kgS?]

vlastni frekvence tlumeného kmitani [Hz]
vlastni frekvence netlumeného kmitani [Hz]
vzorkovaci frekvence [Hz]

autospektrum kanalu A analyzatoru (jednost&gnn

autospektrum kanalu B analyzatoru (jednosténn

kiiZzové spektrum z kanalu A do kanalu B analyzatmdnstranné)

kiizové spektrum z kanalu B do kanalu A analyzatmdnstranné)

impulsni odezvova funkce

matice hysterézniho tlumenti [Isd]

frekveréni odezvova funkce (receptance, pohyblivost nebdance)

prenosova funkce

odhad frekve&ni odezvové funkce
odhad frekve&ni odezvové funkce
imaginarni jednotka
jednotkova matice (diagonalni)
tuhost [kds?]

matice tuhosti [kég?]

hmotnost [kg]

matice hmotnosti [kg]

pacet stupiti volnosti
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Seznam symbbl

p pol [s']

{p} vektor modalnich sotadnic

R reziduum [kg]

Saa(f) autospektrum kanalu A analyzatoru (oboustranné

Ses(f) autospektrum kanalu B analyzéatoru (oboustranné

Sas(f) kiizové spektrum z kanalu A do kanalu B analyzatoho(stranné)
Sea(f) kiizové spektrum z kanalu B do kanalu A analyzatoho(stranné)
t cas [s]

T perioda [s]

T(f) prenositelnost, transmissibilita [-]

{X} vektor komplexnich amplitud vychylek [m]

{x(t)} vektor vychylek [m]

{x(t}, {v(t)} vektor rychlosti [rE™"]
{x(t)}, {a(t)} vektor zrychleni [rE?

Y(w) pohyblivost [kg'S']

a(w) receptance [K§s]

> konstanta doznivani s

ol j-ty prvek r-tého vlastniho vektoru [-]

{®}' r-ty vlastni vektor [-]

[P] modalni matice (normalizovana na jednotkovou trost) [-]
Y ztratovy koeficient hysterézniho tlumeni [-]

Cinitel nalacni [-]

vlastnicislo r-tého médu [§

T ¢asova konstanta exponencialniho vahového okna [s]
v logaritmicky dekrement [-]

() budici kruhové frekvence b

Q vlastni kruhova frekvence tlumeného kmitanf][s

Q, vlastni kruhové frekvence netlumeného kmitar [s
[W] modalni matice (nenormovana) [-]

4 ponerny Gtlum [-]

v3(f) funkce koherence [-]
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Seznam zkrate

SEZNAM ZKRATEK

COP koherentni vystupni vykon (Coherence Outputd?pw

DFT diskrétni Fouroerova transformace (Discreterieod ransform)

DOF stupé volnosti (Degree of Freedom)

FDD dekompozice ve frekvéni oblasti (Frequency Domain Decomposition)
FRF frekvertini odezvova funkce (Frequency Response Function )

FFT rychla Fourierova transformace (Fast Fourr@ngform)

IRF impulsni odezvova funkce (Impulse Responsectam)

MAC kritérium modalni ¥rohodnosti (Modal Assurance Criterion)

MDOF systém s vice stupni volnosti (Multi Degrdd-ceedom System)

MIMO systém s vice vstupy a vice vystupy (Multipd@ut Multiple Output)
MSF faktor modalniho giitka (Modal Scale Factor)

OoDS provozni tvar kmitu (Operational Deflectioraph)

OMA provozni modalni analyza (Operational Modabiysis)

PSD vykonova spektralni hustota (Power Spectrakig

SDOF systém s jednim stugn volnosti (Single Degree of Freedom System)
SISO systém s 1 vstupem a 1 vystupem (Single I8mgle Output)

SIMO systém s 1 vstupem a vice vystupy (Singleiifpultiple Output)

SSi identifikace v podprostoru (Stochastic Subspdentification)

SVD rozklad do singularnich hodnot (Singular Valecomposition)
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Ovod

1 UvOD

V Gvodu se stren¢é dozvite, co to je modalni zkousSka a jak poznakkegré se teprve
méate doz¥dét, souviseji s tim, co uz vite. grntu Vibracni diagnostika jste se dosoili
mnohé z oblasti vibraci. Na tyto znalosti navazepnetoze i modalni zkousky jsou zaloZzeny
na netreni vibraci. Z dalSichipdnméti mate vice nebo mérucelené znalosti o dynamickych
charakteristikach systém(stroji, konstrukci) a problematiku vibraci jste zvladlpkedmetu
Technické kmitani. O modalni analyze jste zaseeflysramci metody koriych prvk.
Tyto vSechny dosavadni poznatky vyuZijeme a datejéfime s cilem propojit dovednosti v
oblasti vyp@tové a experimentalni mechaniky. Také se v Uvodmvitl®, pr& modalni
zkousky provadime ademu se daji experimentalni vysledky vyuZit.

Cas ke studiu:3 hodiny

=\ , o _
@ Cil: Po prostudovani této kapitoly budetedm

+ Popsat rozdil mezi analyzou sighal analyzou systéin
+ Definovat pojem modalni zkouska
+ Definovat frekvegini odezvovou funkci

+ Popsat Gel modalni zkouSky

) wie

Diive nez pistoupime k oblasti samotného modalniho zkouSenihpdné seznamit se
S riznymi @istupy k ngteni vibraci. Z metodického i praktického hledislea jhodné
rozliSovat dvaitizné experimentalniifstupy zabyvajici se vibracemi:

1) Urceni povahy a arovnvibracnich odezev analyza signati
2) Ziskani nebo osfeni teoretickych modela pedpoklad - analyza systéni
Témto dwma gFistupim odpovidaji i dva typy sfeni:

ad 1) M¢ti se vibr&ni odezvy za provoznich podminek stroje nebo zkaoéma
struktury. Touto oblasti se zabyva viémadiagnostika.

ad 2) Struktura nebo s@ast je rozkmitana znamymi budicimiéiriky, ¢asto mimo
své pracovni progdi. Tento proces je podstatou modalnich zkou&ekejmé,
Ze @i tizenych podminkach jsme schopni ziskdaespjSi a detaildjSi
informace o nifeném systému neZigpouhém ndeni odezev.

V nasledujicim textu se budeme podrdlrabyvat druhym ipstupem. Provedenim
tzv. modalni zkousky jsme schopni ziskat modalnaipetry systému a na tomto zakiadsit
mnohé problémy vyvolané strukturalnimi vibracemirol®émy strukturnich vibraci
piedstavuji vyznamné riziko a omezeitii ipavrhu Sirokého rozsahu strojirenskych produkt
Mohou byt @ic¢inou poruSeni strukturalni integrity (rfamlomeni turbinové lopatky), nebo
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mohou snizovat vykon strojniho izzeni. Nadmrné vibrace vzdy zsobuji minimalg
nadn&rnou hlnost a nepohodlifpprovozu.

Modalni zkouska :
"Procesy aplikované na testovanédsii nebo struktury

s cilem ziskat matematicky popis jejich dynamickéhovani."

1.1 Aplikace modalnich zkouSek

Duvoda pro provedeni modalni zkouSkya#ie byt rgkolik. Zde budou s@zeny podle
naroki na gresnost a podle miry vztahu s teoretickou analyzou:

a) Zjisteni modalnich paraméir(vlastnich frekvenci, vlastnich t¥grprip. modalniho
tlumeni) bez navaznosti na teoreticky model. Tak tap. zjistit, zda nadrrné
kmitani za provozu je Zisobeno rezonanci a jak vypada vybuzeny vlastni tvar

b) Zzjisténi modalnich paraméir s cilem srovnat experimentdinziskana data s
odpovidajicimi daty ziskanymi pomoci MKP nebo jieéretické metody. Cilem je
zde ovieni teoretického modelugd dalSimi vyp&ty, nag. odezev natizna zatizeni.
Pro toto patebujeme:

- presné weni vlastnich frekvenci

- ur¢eni vlastnich tvdr s takovou pesnosti, aby mohlo byt provedeno jejich
srovnani s vypd&tenymi vlastnimi tvary - fitazeni odpovidajicich si
vlastnich tvai.

c) bod b) + Oprava teoretického modelu tak, aby l&@owidal namsfenym hodnotam -
obvykle se to &a metodou pokusu a omylu, apnirnou zndnou materialovych
parametit nebo zahrnutim modalniho tlumeni do teoretickébdetu.

d) Korelace experimentalnich a teoretickych vysfedkdw mnoziny dat jsowiselrg
porovnavany s cilemipsré identifikovat gic¢iny nesouladu mezi vygtenymi a
nanefenymi vlastnostmi. To vyZaduje dalekdeprgjSi meteni vlastnich tvar, nez
kdyz je chceme pouze zobrazit pomoci animace §a&ru v bodech a) az c)).

e) Pouziti modalnich zkouSek k ziskani matematickébdetu sodasti, ktera mze byt
zarazena do sloAijSi struktury. Tento fistup setasto pouziva pro teoretickou analyzu
slozitych struktur. VyZaduje to ziskategné hodnoty vlastnich frekvenci, modalniho
tlumeni a vlastnich tvar Musi byt zahrnuty vSechny mdédy, neni mozné model
"ptipasovat” na &kolik jednotlivych vlastnich frekvenci. Nezahrnutédy ovliviiuji
dynamické chovéni celé struktury ve sledovanémviainim rozsahu. Tato aplikace
je nar@ngjSi nez vSechnyipdchozi.

f) Vytvoreni modelu, ktery fi¥e byt pouzit pro fedpovidani vlivu strukturnich
modifikaci pivodni testované struktury. Jde o mensémynnez v pipact substruktur,
proto zde jsou odto niZzSi pozadavky nargsnost nez vipdchozim fipad. Presto u
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obou tchto gipadi nastavaji komplikace s obvykle n&mnymi rot&nimi stupni
volnosti.

g) Pouziti modelu ziskaného pomoci modalni zkouSkydeni budicich sil. Je mozné
srovnat odezvy, Aysobené budicimi silami s matematickym popisefnpsovych
funkci struktury a pomoci toho odhadnout budigi. sil

Uspedné zvladnuti modalnich zkou$ek vyZzaduje spojehitd i znalosti a dovednosti:

- teoreticky zaklad
- presné niteni vibraci
- realistické a detailni zpracovani dat

V této avodni kapitole uvedeme pouze zaklachto i pozadavk, které budou v
dalSim textu podrokirozpracovany.

1.2 Struéné o teorii modalnich zkouSek

Zkoumany systém je mozné popsat pomoci

tii raznych tyg modefi, z nichz kazdy je dan —————
systémovymi maticemi.

o fyzikalni model

- [M[ ... matice hmotnosti 4;_» fl;*_ 4;»
- [K] ... matice tuhosti - ﬁ%%]jjﬁg
- [B] nebo [H] ... matice viskdzniho

nebo hysterézniho tlumeni

Matice maji rozrar NxN (N = paiet stupiu volnosti = péet pohybovych rovnic).

« modalni model

S 3 mad
4 2. méd

1. mod

- [A? ... spektralni matice, diagonalni, na diagonals

b1
jsou vlastniisla ’ ] T NT .
- [®] ... modalni matice, sloupce tifvlastni vektory

w =...Hzn=.. %
* odezvovy model — Yo
- [H(w)] ... matice FRF (frekvamich odezvovych funkci : |] Y1T21

nag. pohyblivosti Y(v)) nebo IRF

¥
(impulsnich odezvovych funkci), symetricka ! Il /\A/‘/\(
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Pri teoretické vibraéni analyze systéin postupujeme od fyzikalniho modelu k
odezvovému veéchto krocich:

1. sestaveni pohybovych rovnie fyzikalni model
2. analyza volného kmitant> modalni model
3. analyza vynuceného kmitanii parmonickém buzent odezvovy model

Pri experimentalnivibraéni analyze systéinpostupujeme oggaé v téchto krocich:

1. zmeteni vhodné mnoziny frekvénich odezvovych funket> odezvovy model
2. analyza narrenych dat= modalni model
3. dalSi vypdty = fyzikalni mode(tento posledni krok uz se obvykle neprovadi)

Frekverni odezvovou funkc{FRF - Frequency Response Function), ktera je
zé&kladem odezvového modelu, je mozno viifgeko:

H(w) = vystup _ DOIhyb: odezva,
vstup sila buzeni

Rozeznavame 3 zéakladni typy frekéeith odezvovych funkci podle toho, zda je
odezvovym parametrem vychylka, rychlost nebo zieht viz tab.1.1.

Prvek aj (w) predstavuje harmonickou odezvu v mistx;

zpusobenou osarélou harmonickou silou pasobici v jiném misg fy.

Presna definice jednoho prvku matice frekseich odezvovych funkci (pro matici
receptanced(w)]):

r r

a (w)= F—‘ ZN:)\ (1.1)

r=1

kde A - vlastnicislo r-tého modu (vlastni frekvence + modalni timime
@} - j-ty prvek r-tého vektoru vlastnich téaf®}, tj. relativni vychylka v j-tém

bod pii kmitani na r-tém tvaru
N - patet modi

Pozn.: Bi experimentalnim postupu je obvykle det zjiS€nych modi N mensSi nez
pocet stumi volnosti, coZz je dano omezenym frek¥eim rozsahem, ve kteréméime.
Model, ktery @i experimentalnim postupu ziskame, je tzv. nelupimydel, na rozdil od
uplného modelu ziskaného vyfovym postupem, u kteréhotieme teoreticky ziskat tolik
modi vibraci, kolik je stupt volnosti.

Vyraz (1.1) je zdkladem modalnich zkouSek - ukapiimé spojeni mezi modalnimi
vlastnostmi systému a jeho odezvovymi charakt&gsti. Z Cist¢ teoretického pohledu
poskytuje efektivni progtdek k vypdtu odezev, zatimco z praktického hlediska uhogpZ
urcit modalni vlastnosti z pohyblivosti ziskanydfinpym mefenim.
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Pokud pouzijeme znalosti teoretického vztahu mezkéemi receptance a modalnimi
parametry, je mozné ukazat, ze "vhodnd" mnozirgenych receptanci musi obsahovat
pouze jederfadek nebo jeden sloupec matice pohyblivcﬁs(iw)]. V praxi to znamena, Ze
bud’ budime strukturu v jednom b®d nmétime odezvy ve vSech bodech neb&ime odezvu
v jednom bod a strukturu budime ve vSech bodech. Prvni moZsegtouziva f buzeni
budicem, druh& p buzeni razovym kladivkem nebo jinym bezkontaktbinicim z&zenim.

buzeni budiem—= méti se jeden sloupec matice FRF

buzeni razovym kladivkem> méii se jederfadek matice FRH

1.3 Ruzné typy frekvenénich odezvovych funkci

Pokud se odkazujeme na FRF bez specifikace odezgopa@rametru, zrda se
obvykle jako H¢v). Pokud chceme odezvovy parametr specifikovat¢izea jednotlivé FRF
razre (viz tab.1.1).

Tab 1.1 - Rzné typy frekvemich odezvovych funkci podle odezvového parametru

Frekvenéni odezvova funkce

Odezvovy parametr . .
yp Standartm% Inverzni F
r
displacement receptance dynamic stiffness
admittance

dynamic compliance
dynamic flexibility
a(w)

receptance
vychylka X admitance dynamicka tuhost
dynamicka poddajnost
dynamicka pruznost

velocity mobility mechanical
Y (w) impedance
pohyblivost
rychlost V mechanicky odpor
acceleration inertance apparent mass
accelerance
Al(w)
inertance
zrychleni A akcelerance zdanliva hmotnost

Casovy ptibéh vychylky je v komplexnim tvaru vyjéen jako:
x(t) = Xe'™* (1.2)
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Potom je mozné jednoduSe derivaci ziskat vztahyymiaost a zrychleni:
v(t) = X(t) = iwXe™ (1.3)
a(t) = x(t) = —w’Xe (1.4)

Frekverini odezvova funkce receptance s odezvovym parametyehylkou je
definovana:

a(0) =é (1.5)

A opet derivaci ziskame dalSi typy FRF:

ni> T

Vi)=Y = ioo% ~ joat () ... pohyblivost (1.6)

A(w) == = -wa(w) ... inertance (1.7)

1.4 Stru¢né o méricich metodach
Pro zajis¢éni vysoké kvality narenych dat jefeba zvazit:

a) mechanické aspekty uloZeni a spravného vybustenitury
b) spravné snimani n&enych velkin - vstupni sily a pohybové odezvy
) zpracovani signalu vhodné k pouzitému typu zkgu

Zpuasoby ulozeni

Zpusob ulozZeni rrené struktury je dantedevsim gelem, pro ktery modalni zkouSku

provadime, fipadré omezenimi pramenicimi z provoznich podminek. \adasozliSujeme 3
zpasoby ulozeni:

- volné (na velmi ntkkych pruzinach) - Jde o nejjednodussisagb uloZzeni aiednosts
jej pouzijeme vzdy, kdyZz budeme chtit prostkiorelaci experimentalniho a vy§ového
modelu.

- vetknuté - pevné uchyceni v &itych bodech - Je sloZjBi, protoze dokonalého
znehybrni nelze nikdy prakticky dosahnout. Rozdily mezipesmentalnim a
vypoétovym modelem pak mohou pramenit z velkésti z nestejnych okrajovych
podminek. Nicmé&¥ nekdy je nutné tento Zysob pouzit (nap pri zjiStovani modalnich
parameti turbinovych lopatek).

- in situ - na mist (v provoznich podminkach) - Pouzijeme zejména yeHdlyz

pottebujeme modalni parametryi pealnych podminkach a nebudeme pratdarelaci s
teoretickym modelem.
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Zpasoby buzeni

Zpusob buzeni grené struktury je oft dan gedevSim Gelem, pro ktery modalni
zkousku provadime, pozadavky n&egnost a frekvamim rozsahem, ve kterém zjieme
modalni parametry. Zisoby jsou v zas&ddva a u kazdého z nich je jge$hozné dalSirtdeni
podle typu signalu:

- buzeni dynamickym budiem vibraci

harmonickym signalem
ndhodnym signalem
jinymi typy signalu (viz kap. 4.2.1.1.3)

- impulsni buzeni

razovym kladivkem
nahlym uvolrgnim z deformované pozice

Snim&e

Snimd&e pouzité pro snimani sily i odezvy musi co nefnéviiviiovat strukturu a
jejich innost musi byt adekvatni rozsahéieni a vychylkdm. Dnes se ta$gji snima
odezva ve form zrychleni a pouZivaji se piezoelektrické snienaily i zrychleni. Blize viz
kap. 4.2.1.2.

1.5 Struéné o analyze

Analyza nansienych dat je proces, kdy narané frekvetini odezvové funkce jsou
analyzovany tak, aby byl nalezen teoreticky moktdry nejrnéji odpovida dynamickému
chovani skuténé testované struktury. Tétsti modalni zkouSky s#ka experimentalni
modalni analyza, i kdyZasto je tento pojem n#&gsré pouzivan pro celou modalni zkousku.
Proces analyzy dat sélddo dvou stadii:

1. Uréeni vhodného typu modelu (visk6zni nebo hysteréanieni). Tato volba jéasto
vV praxi omezena softwarem, ktery pro modalni analygouzivame. WSina
softwarovych balik pracuje s jednim z typu tlumeni a nedava uzivatehyker.

Ur¢eni vhodnych paramétrvybraného modelu (aproximaceéivek, curve-fitting).
Touto problematikou se podrobmabyvéa kap. 4.3.
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modalni zkouska

modalni model

fyzikalni model

odezvovy model

modalni parametry
frekvertni odezvova funkce
receptance

pohyblivost

inertance

E Otazky

Co je to modalni zkouska?

Pra: provadime modalni zkouSky (jmenujte alesBaaplikace)?
Jakymi temi typy modeal mizeme popsat dynamicky systém?
Co jsou to modalni parametry?

Jaka funkce je zakladem modalnich zkousek?

Jak je v principu definovana frekvéri odezvova funkce?

Jakymi vztahy jsou spojeny funkce receptance, amed a pohyblivosti?

© N o g bk~ w DN PR

Jaké znéte Zyzoby ulozeni rrené struktury  modalni zkousce?
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2 DVOUKANALOVA ANALYZA

V této kapitole se seznamite skterymi pojmy, se kterymi se fip provadni
modalnich zkouSek setkate a které&ipadd oblasti zpracovani sigrial

Cas ke studiu:8 hodin

e\ ) o _
@ Cil: Po prostudovani této kapitoly budetedm

+ Popsat deskriptory systému - frek¢aha impulzni odezvovou funkci
+ Definovat pojmy autospektrumyikové spektrum a koherence
+ Poznéte vliv Sumu na naiené funkce

+ Poznate Uskali digitalniho zpracovani signalu

) o

Zatimco u Uloh spadajicich do vibra diagnostiky, tedy u analyzy sighal
vyuzivame principialé jednokanalova gfeni a analyzu (i kdyz séasré zpracovavanych
kanah miaze byt vice), u Uloh spadajicich do analyzy systgta v principu o dvoukanalovou
analyzu. Zakladni schéma dvoukanélového FFT analyzde na obr. 2.1.

Pri simultanni analyze signalv alespdé dvou kanalech uz nejsou v gegi zajmu
signaly samotné, ale vlastnosti fyzikalniho systeamdpowdné za rozdily mezi nimi. Metody
mohou byt teoreticky roz&ny na libovolné mnozZstvi karial ale v podstat jsou
analyzovany vzdy dva soasré. Dale si rozebereme jednotlivé funkce, které Seapalyze
systénd vyskytuji.

2.1 Autospektrum

Autospektrum je funkci, se kterou¢am¢ pracuje i analyza signél Okamzité
(Fourierovo) autospektrum je definovano jako:

Sw(f)=EAl) %)= Elat)alst]=  [R.(] (2.1)

= ioa(f)
Al A(f)=|A(f) e (2.2)

e ne AOEROERO @3
\% - Su ()= EJAQ) A" () ° | =E|AI° (7)) (2.4)

Al
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o - e
; Fourierovo auto- N auto-
—»|  cas |:> spektrum :> spektrum V| korelace
kandl A
a(t) A(f) Gan () Raa(T)
-1
:> frekvenéni F A impulsni
—_> odezva 4 odezva
h(t
H () .
F
__> vzajemné N| vzéjemna
—ﬁ spektrum V| korelace
Gas () Ran(T)
_ﬁ‘> :> koherentni
koherence vys,tupm
—_> vykon
Y () Y (f) [Ges(f)
. o e -1
kanal B . [ Fourierovo auto- S N auto-
tas :> spektrum L_> spektrum V| korelace
b (1 B (f) Ges (f) Roo(T)
N J \ J N J — )
Y o Y A gl
nahravani, Fourierova pramérovani zpracovani
vzorkovani transformace

Obr. 2.1 - Schéma dvoukanalové analyzy

SttZejni novou funkci je vzajemneé t(kove) spektrum, vygbené z okamzitych
spekter v obou kanalech. VSechny ostatni funkceagrdmu jsou pomoci postprocessingu
vypoéteny na zaklagldvou autospekter a vzajemného spektra.

2.2 K¥izové (vzdjemne) spektrum (cross spectrum)

Na zaklad komplexnich okamzitych spekter A(f) a B(f) je vadiné spektrum 83 (z
A do B) definovano jako:

Se(f)=EA ()mBF)]= Ea-t)v]= [RLO @5

Am A(f ) =| ( X &) (2.6)
A(f) B(f)
Bl e B(f )=|B(f )|Ee (2.7)
" (95 ()-0a(f))
“J(FB' (7 E“A | (e ] (2.8)

AX(F)B(f)

Amplituda vzajemného spektra je danacoem amplitud, faze je dana rozdilem fazi
(z A do B). Vz4jemné spektrumsS(z B do A) tedy bude mit stejnou amplitudu, aledoyea
fazi. Faze vzajemného spektra je &mre fazi systéemu.

Autospektra i vzdjemné spektrum mohou byt defingvjako oboustranné (ozéeni
Saa, BBy Sas, S5a) nebo jednostranné (oztemi Gaa, Gge, Gas, Gsa). Jednostranné
spektrum se ziska z oboustranného takto:
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Gag(f)

5%

f

Gas(f) =

0

Saa(f)
258(f)

prof<0
prof=0 (2.9)
prof>0

Vz4jemné spektrum nema velky vyznam samo o¢sale pouzivd se k vyptu
dalSich funkci. Amplituda |§s| udava, do jaké miry spolu dva signaly korelukiojdunkce
frekvence, fazovy uhellGag je mirou fazového posunu meziddva signaly jako funkce
frekvence. Vyhodou vzajemného spektra je, Ze j&mr pimérovanim redukovan vliv Sumu.
Je to proto, ze fazovy uhel spektra Sumu nabyvadralth hodnot, takze séet nikolika
téchto nahodnych spekter se blizi nule (viz obr.2J2).vidt, Ze ngéfené autospektrum se
rovna sodtu skuténého autospektra a autospektra Sumu, zatimgené vzajemné spektrum

se rovna skutmému vzajemnému spektru.

skute&ny vstup

H(f)

skute&ny vystup

b
M(f) @ A(f)
autospektrum kanalu A:

autospektrum kanalu B:

vzajemneé spektrum:

Sum na vstupu meéteny vstup

Sum na vystupu meétreny vystup

Re

N(f)

Sp =E[U+M) U +m)]=E[u” )]+ U]+ E[MsQU] + M ]| = 5, +S,
S =l o) v el ) el D el =, +s.

Spe = E(U+M) v+ N)|=E[(U" v )]+ (OGN + M )] + E[MPQ)] = s

Im SU'IM; - 0

L.
O— o

Obr. 2.2 - Odp#imerovani Sumu ve vzajemném spektru
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2.3 Koherence

Funkce koherence udava miru linearni zavislostiindezma signaly jako funkci
frekvence. Utuje se pomoci dvou autospekter a vzajemného spakivatahu:

vA(f)= |GAB (f )|2 (2.10)
G (f) Ges (f)
Koherence mize byt na kazdé frekvenci chapana jako koeficiemellace (umoaimy
na druhou), ktery vyjadje stupé linearni zavislosti mezi éma pron¢nnymi, kde hodnoty
autospekter odpovidaji variancirgchito dvou promdinnych a hodnota vzajemného spektra
odpovida kovarianci.

Hodnota koherence se pohybuje od 0, znamenajigigterci zavislosti mezi vstupem
A a vystupem B, po 1 znamenajici dokonalou lineaéwislost (bliZze viz obr.2.3).

0<y(f)<1 (2.11)
Na obrazku 2.3 vyjadije:

a) dokonale linearni vztah mezi vstupem A a vystupem B

b) dostaténé linearni vztah s mirnym rozptylem visledku Sumu
c) nelinearni vztah

d) Zadny vztah

B A B A
°® 5 — '. ® o 5
O « wr @ 5w
> A > A
B A B A
° ® ° ¢ _
@ .o e®® yiB<1 @ . ° .. yiB—O
o. . ® e
° g °
.‘ e . ° R
T A A

Obr. 2.3 - Analogie koherence s koeficientem kaeela

Funkce koherence poskytuje uZiteu informaci pouze tehdy, pokud spektra. (),
Ges(f) a Gag(f) jsou odhady, tj. spektra fimérovana z vice zaznamPro jeden vzorek (bez
pramérovani) plati:

G (F) =AY TBE) = Gan () B () O yi(f)=1 (2.12)

Koherence je vtomto iffpact vzdy rovna 1. Pokud jsou jednotlivé vzorkyads
ovlivnény Sumem a je provédo pfimérovani, zfisobi odchylky ve fazovych uhlech to, ze
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vyslednd velikost |&s| bude menSi nez by byla beitpmnosti Sumu (viz obr. 2.4). Podobny
vliv m& i piitomnost nelinearit.

Pokud jsou signaly nahodné nebo obsahujitawr miru Sumu, ziska se spolel|ii
odhad spekter pomocitpnérovani. Obectmize byt vysledek zatizen &wa typy chyb:

- systematicke (bias) chyby ,/;*. \
- nahodné chyby '\°_ ™\ nahodna chyba
\Systematické chyba

skute&na hodnota

Systematick& chyba se u lineérnich systém vzajemném spektru neobjevuje, pokud
je analyza provégha s dostatanym rozliSenim (viz kap. 2.6.2).

se Sumem bez Sumu
2 _ 2 _
ZGABi<Z|GABi| =Y <1 ZGABi—ZlGABil =Y =1
Im Im
GAB4
G
AB4 GAB3 z GABi
GABZ
> |Gasil Gay Z |Gasil
Re Re

| ABll |GABZ| |GABS| |GAB4| |GABl| |GABZ| |GABS| |GAB4|

Obr. 2.4 - Vliv Sumu na koherenci

e

NejdalezitejSi aplikaci funkce koherence je kontrola platnastiSich funkci a @eni,
zda jsou ovliviny Sumem nebo vyskytem nelinearit. Nizka koheremacgomaticky
neznamena, ze bydieni bylo neplatné, aleckdy je znamenim, Ze jéeba provést mnoho
praméra, abychom dostali platny vysledekiidy pro snizenou koherenci mohou byt tyto:

- obtizna ngteni:
Sum na mifeném vystupnim signalu
Sum na mifeném vstupnim signalu
jiné vstupy, které nejsou ve vztahu &femym vstupnim signalem
nelinearity v systému
- Spatna msreni:
chyba Unikem
systémy pror®nné vcase
rozptyl (“chwni*) stupré volnosti (i buzeni kladivkem, kdyz neutime vzdy
do stejného mista)

Koherence se také pouziva k ziskagktarych odvozenych funkci, které maijizné
uplatréni. Jednou z nich j€oherent Output Powdkoherentni vystup):

COP= y? [G,(f) (2.13)
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COP udava, jak velkdast neéireného vystupniho autospektra je zcela koherentni se
vstupnim signalem reprezentovanym autospektram(th

COP Ize pouzit, pokud je nizk& koherencésgbena zngsténim vystupniho signalu
Sumem. V pipact zne&isténi vstupniho signalu Sumem neb# pyskytu nelinearit nema
vyznam.

DalSi funkci odvozenou z koherence $ggnal-to-Noise Ratigodstup signalu od
Sumu):
2

SIN=—Y_
1-y

(2.14)

Zde je Sum v rfreném vystupu povazovan za jediny faktor aulijici koherenci.
Potom koherentni vystup (&my y?) udavd miru signalu obsaZeného ve vystupu a
nekoherentni vystup ((dmy 147 udava miru Sumu ve vystupu.

2.4 Deskriptory systému

Pokud signaly A a B reprezentuji vstup a vystugki§iniho systému, pouziva se k
popisu vztahu mezgmito dwma signaly ve frekvemi oblasti frekvedni odezvova funkce
H(f), v ¢asové oblasti impulsni odezvova funkce)hiz obr.2.5). Jsou to tzv. deskriptory
systému a jsou nezavislé naastrénych signalech.

buzeni M / odezva b(t)

meéreny systém

h(r)
IH()]
cas \A/\l‘j\

frekvence
a(t) o) b(t) A(f) HE) B(f)
Konvoluce: Nasobeni:
b(t) = Th(r)@(t —1)dt = h(t)* alt) B(f) = H(f)A(f)

Obr. 2.5 - Deskriptory systému
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2.4.1 Frekvenéni odezvova funkce (FRF - Frequency Response Funmh)

Hlavnim divodem, pré se FRF pouzivaji, je jednoduchost, s jakou lIze gadmich
popsat odezvu realného systému. Podrobné odvozRRigfo systém s jednim stujmn
volnosti (viz obr. 2.6) bude provedeno v kapitold.3de pouze uvedeme, Ze pro idealni
fyzikalni systém, jehoz vlastnosti mohou byt popségstémem linearnich diferencialnich
rovnic 2fadu, vede pouziti Laplaceovy transformaceidvpdeni &chto diferencialnich
rovnic na algebraické rovnice v Laplacéopromnné s. ReSeni &chto rovnic nize byt
popsano ve forfhprenosovych funkdil(s), které vyjatlji pomer odezvy v misti na vstup
v mist j. Typickd fenosova funkce pro systénm stupni volnosti mze byt vyjadena jako:

Hy(s)= Z[ Ty R } (2.15)

k=1| ST PSPy
kde: ... poly - globalni vlastnost pro vSechnigposoveé funkce systéemu
Rik ... rezidua - jsou specificka pro kazdaemosovou funkci

Kazdyc¢len v sung predstavuje odezvu systému s jednim stéaprolnosti s pélem
P = Ok + 1Qx (2.16)

Realnacast gedstavuje tlumeni k-tého modu a imagin&fast vlastni kruhovou frekvenci
tlumeného kmitani.

Idealni fyzikalni systém: l F(t)
- hmotam je hmotny bod
- pohyb pouze v jednom simu (x) m l
- tlumi¢ b a pruzin&k jsou nehmotné X(), V(1) a)
- pruzinak a tlumg b jsou linearni K |::| b
- m, k ab konstantni wase T T

Obr. 2.6 - Idealni systém g folnosti

realna slozka amplituda
I(HNI
e R R
His)=——+
s HE= e
p=9+iw
p*=-0-iw
1

2imQ

Obr. 2.7 - Fenosova funkce
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Prenosova funkce je prostorova a pro systém s jedhiprém volnosti je zobrazena
na obr. 2.7. Dosadime-iiw za s (tedy provedeme vyhodnoceni podél imaginarni osy),
dostaneme frekveni odezvovou funkci [{iw), coz je vlastd fez genosovou funkci podel
imaginarni osy. Stefnjako geenosova funkce, i FRF se da povaZovat zaetoslozek,

Z nichz kazda odpovida odeézsystému s jednim stugm volnosti. Globalni vlastnosti a
Qi mohou byt v zasadziskany z libovolné z naftenych H, zatimco rezidua iR definuji
vlastni tvar®y a jsou specificka pro kazdoy; H

FRF pro systém s°lvolnosti dle obr. 2.6 je zobrazena na obr. 2.8zri¢ formy
zobrazeni budou podrobprobrany v kap. 3.1.2.2 a 3.1.3.1.

Systém s 1volnosti (nebo mdéd systému s vice stupni volngstgopsan 3 parametry:
Kk

- netlumena vlastni frekvence Q, =,/— (2.17)
m
- pomerny Gtlum 4 :L :i (2.18)
2Vkm  Q, '
- reziduum R:,i (2.19)
2imw

Hiiw)=——+ R
Iw—-p iw-p
0=35+i0 O H(iw)

Obr. 2.8 FRF systému s’¢olnosti

2.4.2 Impulsni odezvova funkce (IRF - Impulse Response gtion)

Impulsni odezva systému je vystupni signél syst@ka odezva na Dirdw impuls
(jednotkovy impuls, delta funkce) na vstupu. Je itoerzni Fourierova transformace
frekvertni odezvové funkce, a takto se taky ziskava v Rialyaatoru:

ht) = {H(H} (2.20)

Impulsni odezva systému s jednim stmpnvolnosti je jednostranna tlumena

sinusovka (viz obr. 2.9) dana vztahem:

h(t) = 20R| @™ Bin(Qt) (2.21)
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h(t)

2RI /

Obr. 2.9 - IRF systému s’Yolnosti

Stejre jako FRF je moZno povazovat za euodezewn systéni s jednim stupim
volnosti, je i impulsni odezva systému s vice styminosti sodtem impulsnich odezenm
systéni s jednim stup¥m volnosti. Sétenim vSecim modi dostaneme obegsi vztah:

hy () = Y 20R,, | @™ Bin(Q,t) (2.22)
k=1
Praimérna konstanta doznivani této impulsni odezvyZzen byt pouzita k weni

pramérnych tlumicich viastnosti systému.

Pokud zobrazime amplitudu impulsni odezvy v logaidkych sotadnicich, je
obalkou funkce fimka, jejiz sklon udava tlumeni systému. Vyjdemelefinice
logaritmického dekrementu:

x(f(i)T) -oT

Amplituda poklesne e-krat za dobyt je tzv.¢asova konstanta systému):

v=In

(2.23)

In e =4
1 =0T
0=1h
Prevod e na dB: 20loge =8.7dB

|h(t)| [dB]
2(|RH

8,7 dB

Obr. 2.10 - Urovani tlumeni z impulsni odezvové funkce
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Pokud je na svislé ose amplituda impulsni odezviom&ce v decibelech, tzeme
odeiist doburt, za kterou amplituda poklesne o 8.7 dB a z @it konstantu doznivard (viz
obr. 2.10). Tento postup je shodny jak préemi konstanty doznivani systému°svblnosti,
tak pro uteni paimerné konstanty doznivani systému s vice stupni wino

2.5 Vliv Sumu na FRF

Frekvergni odezvovou funkci riveme také definovat jako s$mici primky,
charakterizujici zavislost vystupu na vstupu udimmého systému. Pokud systém neni linearni,
dostaneme iip pouziti Fourierovy transformace linearni aproxainaelinearniho systému.
Stejre tak vliv ndhodného Sumu je linearni aproximaaheiovan (viz obr. 2.11).

bézny stav - systém se Sumem nelinearni systém
1B . o 1B()| /oot
&+ H( -nejlepsi o
. S linearni »27 H() - nejlepsi
JAC aproximace o’ linearni
Jo e Ky aproximace
|A)] |A()|

Obr. 2.11 - Linearizace

Frekverini odezvova funkce je definovana jako gomystupu ke vstupu.iPpouziti
dvoukanalového analyzatoru mame k dispozici 3 méiterni odhady FRF, které jsou
definovany pomoci autospekter a vzajemneho speldm to:

H (f) GAB(f)

w (f
(

(2.24)

vv

(2.25)

= | BB()%G JH.(F)H, () (2.26)

Funkci koherence potomirheme nadefinovat jako:

V()= Cuol)” _ M) (2.27)
G () Beo(f) H.(F)

Ktery z €chto ti odhad je lepSi pouzit, zaleZzi na tom, zda se vyskytuje 8a vstupu
nebo na vystupu. Pméieni FRF pomoci rdzového buzeni byva vstupni sigiséy, bez
Sumu, zatimco vystupni je modifikovan odezvou syst@ zejména v antirezonancich byva
znehodnocen Sumem. Naopak méieni FRF pomoci budé vibraci byva zviastu malo
tlumenych struktur Sumem znehodnocen vstupni sigr@{oli rezonanci. Struktura totiz
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funguje v okoli rezonanci jako zkrat a vstupnig@lospektrum méa nizké hodnoty, i kdyz
signal vstupujici do bude je bily Sum. Vystupni signal je relatiévéisty. Pokud pdtbujeme
co nejffesr¥jSi hodnoty amplitud FRF, je nejlepSimSenim vzit rezonani Spitky z funkce

H, a zbytek z funkce H
a(t) h(r)
. v(t _V(f)
— Ly [T 0=
N(t)=—E)— b(t)
Gm =G
Gyo =Gy Hy =28 = S g
Gm G
Ggr =Gya szGBB :GW+GNN :H[€1+GNNJ
c;BA GVA GVV
G =Gy + Gy Hyff = S = Cw *Om =|H|2[€“GNNJ
G G G
2 H 1 2=0proG,, =G 2=1 proG,, =0
V—H— G Yy =0proGyy =Gg y =1proGy =
2 1+ NN
GVV
Obr. 2.12 - Vliv Sumu na vystupu
H(f) Hery = B(F)
m(t) a(t) u(f)
GAA :GUU +GMM
Gae =Guy H, = Cre = Cue =HEG !
GAA GUU +GMM 1+GMM /GUU
Gen =Gy H, == = S
c;BA GBU
Gos =Cos =g = =
GAA GUU +GMM 1+GMM /GUU
2o 1 2=0proGy, =G 2=1proG,, =0
y _H - G y - pro MM T AA y - pro MM T
2 1+ MM
GUU

Obr. 2.13 - Vliv Sumu na vstupu

Faku
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Vliv Sumu na vystupu je podrobmozebran na obr. 2.12, vliv Sumu na vstupu na obr.
2.13 a vliv Sumu na vstupu i vystupu, coZ §ry pripad, na obr. 2.14.

U(t) h(T) V(t)
H(f) V(f)
m(t) a(t) n(t b(t) H(f) = ulf)
G
En = GMM Eout = GNN
uu w
Hl:GAB:H ]—1 yzzi: 1
Gan 1+ey H, (1+€IN)[¢I'+SOUT)
H, == = H,<H<H,
Gga 1+eour
G +e
|H3 2 _ GBB =|H|2 o out
AA Ein

Obr. 2.14 - Vliv Sumu na vstupu i vystupu

2.6 Digitalni zpracovani signalu

Zakladni funkci spektralniho analyzatoru je proveédé&ourierovy transformace
signah, které jsou dodany na vstup. Je vhodn8pgmenout vztah mezi dwma
nejvyznamgjsSimi verzemi zakladni Fourierovy transformace, mé&sovou a frekveimi
doménou. Ve své nejjednodussi férta vyjaduje, Ze funkce(t), periodicka waseT, mize
byt vyjadena jako nekorima posloupnost:

X(t) = % + i(a mo{Zth b Etir(@n (2.28)

n=1

kdea, ab, mohou byt vypéteny ze znalosti(t) pomoci vztah (2.29) a (2.30):

24T 2mt
a, == [jo x(t) H:o{ = jdt (2.29)

2 [ 21t
b, = [jo x(t) E‘Blr( = jdt (2.30)

V situaci, kdy jex(t) diskretizovana a trva kotiey ¢as, takZe je definovana pouze na
mnozireé N jednotlivych¢asovych okamzikty (k=1,N), mizeme napsat kotisou Fourierovu
radu:

x, (=x(t,)) %+Nz/2(an Ed:o{zrrtk}+bn Bin(zr_'ptk D - k=1N (2.31)

n=1
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Koeficienty a, a b, jsou Fourierovy neboli spektralni koeficienty fekk(t) a ¢asto
jsou zobrazovany ve tvaru amplitudya fazeq,:

c,(=X,)=ya +b? a ®, :arctg{—%j (2.32)

n

Toto je tvar Fourierovy transformace, ktery se paspraktickych aplikacich teorie
pouzivané v oblasti modalnich zkouSek tyka aisietlku diskretizace vstupnich signdke
snima&u sily a z akceleromdty je nazyvanadiskrétni Fourierova transformacéFT -
Discrete Fourier Transform).

Vstupni signal je tedy A/Dipvodnikem digitalizovan a zaznamenan jako mnoRina
diskrétnich hodnot s pravidelnyrédsovymi rozestupy v intervalli, béhem rghoz je n&feni
provedeno. Potom je zaqupokladu, Ze je vzorekdaseT periodicky, vypdtena konéna
Fourierovatiada (transformace) podle vztahu (2.31), jako odpadadované Fourierovy
transformace. Plati zde zakladni vztah mezi délkmarku T, pastem diskrétnich hodnati,
vzorkovaci (neboli digitalizmi) frekvencifs a rozsahem a rozliSenim frek¢aiho spektra.
Rozsah spektra je @y, kdefnax je Nyquistova frekvenca rozliSenicar ve spektru jéf,
kde:

P =% =% h (2.33)
Af =fﬁs =$ (2.34)

Jelikoz pro dany typ analyzatoru je velikost tramsface (N) obvykle pewndana, a je
to obvykle, i kdyZz ne vzdy, mocnina 2, tj. 512,240atd., je pokryty frekvemi rozsah a
rozliSeni spektralnictar dano jedia délkou trvani kazdého vzorku.

Zakladni rovnice, ktera se proteni spektralniho sloZetrési, je odvozena z rovnice:

x,] [05 cod2n/T) a,

x,| |05 cod4m/T) ...| |a

X, =[05 cod6rm/T) ...|Qb, neboli {x.}=[C]da,} (2.35)
: 05 : :

Xy] |05 cod2NT/T)

K uréeni neznamych spektréalnich neboli Fourierovych ikéefti obsazenych \a, }
tedy pouzijeme:

{a}=[c]™{x} (2.36)

V 60.letech 20.stoleti byl vyvinut optimalizovanjgaritmus feSeni rovnice (2.36),
kteréemu sefika rychla Fourierova transformacéFFT - Fast Fourier Transform). Tento
algoritmus vyZaduje, abil bylo cel@&iselnou mocninou 2. Obvykle se pouZzivaji hodnoty
mezi 256 a 4096.
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Digitalni Fourierova analyza ma mnoho tryskteré, pokud nejsou spravoseteny,
mohou vést k chybnym vysletik. VSeobec# vzato jsou dsledkem diskretizace a nutnosti
omezit délkutasového signalu. V nasledujicich kapitolach buddisleutovat specifické rysy
aliasingu, chyby unikem, vlivu oken, frekvam lupy a pémerovani.

2.6.1 Chyba typu aliasing

S digitalni spektralni analyzou je spojen problémang "aliasing”, ktery plyne
z diskretizace fvodre spojitého¢asoveého signalu. Pokud je vzorkovaci frekvenceatahu
k frekvertnimu obsahu signalufiiS mala, niize byt gitomnost vysokych frekvenci
v pavodnim signalu  tomto diskretizanim procesu Spakrinterpretovana. Ve skuteosti se
tyto vysoké frekvence objevi jako nizké frekvencebo spiSe budou od skétgch
nizkofrekvernich slozek nerozeznatelné. Na obr. 2.15 j&tyide digitalizace signalu s
nizkou frekvenci (natle) dava pesre stejnou mnozinu diskrétnich hodnot jako vysledek
téhoz procesu aplikovaného na signal s vyssi éegiv(dole).

\./_, nizkofrekvetni signal

’llk’r\“r‘\’q /\ /\ /\ vysokofrekvetni signal
VAYAVAY, V‘\LMV(\'_'

Obr. 2.15 - Zobrazeni vysoké frekvence jako nizké

Je-li vzorkovaci frekvence,fpak signal frekvenct a signal frekvencef£f) jsou po
diskretizaci nerozliSitelné, a tato sktrtest zfisobuje zkresleni spektra n&®ného pomoci
DFT, i kdyzZ je vyp@et proveden fesrE. V popisu DFT bylo uvedeno, Ze nejvyssi frekvence,
ktera mize byt ve spektru (transformaci) obsaZzendy/f a ziskané spektrum by se&lmna
této frekvenci zastavit, bez ohledu na&etodiskrétnich hodnot.

Signal, ktery ma skutay frekverini obsah zobrazeny na obr.2.16 nahse v DFT
objevi jako zkresleny tvar zobrazeny na obr. 2.tk .dZkresleni sgrem k hornimu konci
platného frekvetniho rozsahu rize byt vysétleno faktem, Zecast signalu, ktera ma
frekvertni slozky nad 42 se objevi zrcadlena v rozsahus2-f Tyto vysokofrekvetni slozky
se tedy tv#, jakoby byly (alias) nizkofrekveni a vytvdi se skuténymi nizkofrekvetnimi
slozkami nerozliSitelnou s¥s.
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skut&né spektrum signalu

fe
spektrum ziskané z DFT
O 28 zrcadleni vysokofrekvemich slozek
""" [
f42 fs

Obr. 2.16 - Princip chyby typu "aliasing”

Resenim tohoto problému je pouZiti anti-aliasingdwiittri, které podrobi fvodni
¢asovy signal nizkopasmovému filtru s ostrou sesiugmranou s charakteristikou ukazanou
na obr. 2.17. Vysledkem toho je, Ze se do analygaiostane poz#mény casovy piibéh.
ProtoZze pouzité filtry samégjmé nejsou Upld dokonalé a maji korkay sklon sestupné
hrany, je nutné odstranit spektralniéieni ve frekvednim rozsahu blizkém Nyquistév
frekvenci £/2. Typicky se odstrauje frekverni rozsah od 0,8/R az {/2. Z tohoto dvodu
neni vysledkem 2048 bodové transformace Uplné &@@wé spektrum, které by se zobrazilo
na obrazovce analyzatoru: typicky se zobrazuje @quznich 80Gar, protoze ty vySSi jsou
nachylné ke zn#steni v disledku nedokonalého anti-aliasingového procesu.

nefiltrované spektrun

anti-aliasingovy filtr

filtrované spektrum

]
fs

Obr. 2.17 - Princip anti-aliasingoveého filtru

Zawr je tedy takovy, Ze jiziied vstupentasového signalu do A/Digvodniku musi
byt zaazen anti-alisingovy filtr, a proto tyto filtry t¥bnedilnou sotast kazdého analyzatoru.
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2.6.2 Chyba unikem (leakage)

Chyba unikem je problém, ktery jéimym disledkem nutnosti pouZésovy vzorek
konané délky spolu sipdpokladem periodicity. Tento problém je nejlép@a#in na dvou
piikladech zobrazenych na obr. 2.18 na&hdkde jsou dva sinusové signaly s frekvencemi,
které se trochu liSi, a které jsou podrobeny téprozesu analyzy. Vifpact vlevo je signal
v ¢asovém ok& T dokonale periodicky a vysledné spektrum je grgstina cara - na
frekvenci sinové viny. V fipadt vpravo neni fedpoklad periodicity sptm, takze dochazi k
nespojitosti na konci vzorku. Vysledkem je spektrua kterém neni indikovana pouze ta
jedna frekvence, kterou mé&yodnicasovy signal, a dokonce tato frekvence neni v kyjuic
spektralnichtarach ani skuta¢ reprezentativni. Energie "unikne" do mnoha spéfkich car
blizkych skuténé frekvenci a spektrum je rozpriasio Fes rékolik ¢ar. Tyto dva piklady
piedstavuji nejlepsi a nejhor&ipad. Problém je zava&8i pi nizSich frekvencich signal

Chyba unikem fedstavuje v mnoha aplikacich digitalniho zpracosgnalu wetn
meéieni FRF vazny problém. Zpohi, jak chyl® uGnikem pedejit nebo ji alespo
minimalizovat, je gkolik:

- Zména délky trvani rreného vzorku tak, aby vyhéa zakladni periodicitsignalu, nap
zmeénou doby ndfeni T tak, aby pojalaipsny pd@et cykli méieného signalu. | kdyz tento
zpusob reSeni nMiZze zcela odstranit chybu Unikem, lze jej provéstizgotehdy, kdyz
analyzovany signél opravdu je periodicky - ca@sSinou neni pravda - a kdyZ periodu
signdlu lze Wit - coz jecasto obtizné a tike to byt prvnim cilem analyzy. Navidip
pouziti FFT analyzatdrnelze n&nit dobu n&eni T zcela libovol& ale jen v utitych
krocich v navaznosti na frekvém rozsah réteni (viz vztah 2.33).

- Prodlouzeni doby #teni T, takZe rozdil mezi spektralnigd@rami - frekvenni rozliSeni -
je jemrgjSi (viz vztah 2.34). Tim se vliv chyby Unikem netrdni, ale jeho zavaznost se
snizi.

- Pridani nul na konec #ieného vzorku ("vycpani nulami"fimz secast&né dosahne
piedchoziho efektu, ale bez poZadavku na vice dat.

- Modifikace ziskaného vzorku signalu tak, aby sev \dhyby Unikem snizil. Tomuto
procesu se&ika "uzaveni do oken" nebmkenni transformace jeho pouZzivani jeip
zpracovani signali modalnich zkousSkactasté. Okenni transformace znamena polozeni
piedepsaného profilu w(t) naasovy signal tive, nez se provede Fourierova
transformace. Analyzovany signal je potom @oem pivodniho signalu a profilu okna
(viz obr. 2.19). Vlivc¢asto pouzivaneého Hanningova okna na Fourierovisfisamaci
signélu je ukazan na obr. 2.18 dole. DalSi typynokeeré se f modalnich zkouskach
¢asto pouZivaji (fzchodové a exponencialni okno), jsou diskutovarkapitole 4.2.1.1.
DalSim znamym typem okna je tzv. okno s plochynheno, které se pouzivdixalibraci
snima&u.

Na obr. 2.19 je ukazano, jak se projevi omez@asoveho signalu ve frekvamm
spektru. U digitalniho signalu je frekwam rozliSeni spektra rovnagvracené hodnétdélky
c¢asového zaznamu. Znamena to,éida chceme mit lepSi frekveémi rozliSeni (pi stejném
frekvertnim rozsahu), tim delSi musi byt dob&emi. A obrace& ¢im delSi je doba giteni,
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tim vicecasu ma pechodovy signél na to, aby poklesl k nule, a tirm&hge chyba Unikem (a
soutasrt lepsSi frekvenni rozliSeni). Chybu Unikem Ize tedy eliminovat giouZzenim doby
meteni.

periodicky signal neperiodicky signal
a(ty b(t)}
\ANANAANAN
cas UVVVVVUVU cas
T T
.

Jlgﬁvﬁvﬂvﬂvﬂvﬂvﬁvﬂvﬁu_ ANAAANAAN
obdélnikové AL
okno ¢ A B(f),

(zadne vazeni
HHH'HHIHHHH
frekvence frekvence

Hanningovo
okno <

1- co{ ij A(f) B(f)
U
IH

Obr. 2.18 - Vliv periodicity signalu a vliv vahovyoken na chybu tnikem

frekvence frekvence

Podob#r jako ve spektru se chyba unikem projevuje i vévieexni odezvoveé funkci -
tam se této chybiika chyba rozliSen{resolution bias error. Vlivem této chyby mze byt
nantiena hodnota amplitudy FRF v rezonancich nizSi antrezonancich vyssSi nez je
skut&na hodnota (viz obr. 2.20). Tato chyba se vyskypukud je frekve&ni rozliSeni
meieni Af mnohem hrubsSi, nez frekvami rozliSeni systémifs, tedy nez takové frekveéni
rozliSeni, které by funkciipsreé postihlo. Odpovida tofezani¢asového signalu, tedy tomu,
Ze doba réreni T je mnohem kratSi, nez je skirnté doba odezvy systémuy:. T

T<<Ts = Af>>Afs

Prodlouzeni doby giteni je mozné u FFT analyzalobud’ tak, Ze z@tSime pdet
frekvertnich ¢ar, se kterymi Fourierova transformacelipd (viz kap. 2.6)¢imz se zlepsi
frekvertni rozliSeni bez zemy frekvergniho rozsahu gfeni. Pokud nechceme &sovat
pocet frekvernich ¢ar analyzatoru nebo pracujeme s typem analyzatétery to
neumo#uje, existuje dalSi moznost, jak frek¢ah rozliSeni zjemnit, a tou je zmenSeni
frekvertniho rozsahu gfeni. Ri méfeni v zakladnim pasmu (od 0 Hz dg,J to znamena
omezit frekvetini rozsah shora. Pokud lezi rezonance, které nmaa ve vySSich
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frekvencich, je nutné zvolit jiny postup. Tim jeuddi frekvergni lupy. Rozsah gteni je

potom fnin @Z fhax (bliZze viz kap.2.6.3).

spojity signal
a(t
@ cas
witf———
@ cas
a(t)w(t)
IV\ Vf\V/\VA —
v cas

G

AN

Z

M \/\/

7

F A(ﬂ*b\

digitalni signal - namérena data

a(t)w DFT A(f)‘
V'
gas I|||||||||..
[

¢asové omezeni <—> anik

@, frekvence

f) @ frekvence

frekvence

Af =L frekvenct

Obr. 2.19 - Vztah meZasovym omezenim signalu a chybou unikem ve spektru

v

S| Af

hyba rozliseni

i

-

\ /(skute“:né FRI

e

Af

nanmetené hodnoty

ylaf

Obr. 2.20 - Chyba unikem ve FRF - chyba rozliSeni

Vztah mezi skut&nou FRF a jejimi alternativnimi odhady; d H, pri vyskytu chyby
Gnikem ukazuje obrazek 2.21. Amplituda skuote FRF je v rezonancich vzdy vySSi a v
antirezonancich vzdy nizSi nez oba odhady, niéniéitie ke skuténosti je v rezonancich H

a v antirezonancich
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rezonance.
[H| > [Ho| > |Hyf

/ skute&na FRF

antirezonance;
[H| < [Hi| < [H

Obr. 2.21 - Chyba tnikem v alternativnich odhadeBi

2.6.3 Frekvenéni lupa (zoom)

BéZnym reSenim pdeby jemrjSiho frekverniho rozliSeni je "zaosni na detail”
frekvertniho rozsahu, ktery nas zajima a stedhi vSech spektralnictar do uzkého padsma
mezi foin a fmax (namisto mez0 a fax  jako dosud). Existujitizné zmisoby jak tohoto
vysledku dosahnout, ale asi nejlépe je fyzikapochopitelny ten, ktery pouziva proces
frekventniho posunu spolu gizenym aliasingovym Z&enim.

Predpokladejme, Ze sign&(t), ktery budeme analyzovat, ma spektr¥w), které je
zobrazeno na obr. 2.22 n&hpa Ze se zajimame o detailni (zoom) analyzu Vi ckahé a
tieti SpEky - mezif, a f,. KdyZz na signal aplikujeme pasmovy filtr (obr. 2.2ole) a
provedeme DFT mefl a (,-f;), pak v disledku aliasingového jevu popsaného v kapitole 2.7
se frekvemni slozky mezif, a f, objevi aliasovany v analyzovaném pasuaz fo-fy,

s vyhodou jemgSiho rozliSeni.

N M
! [

o
—h

i
—h

N

o
—h

i
—h
N

Obr. 2.22 - Frekvedni lupa realizovana pasmovym filtrem

Toto neni jedina cesta, jak dosahnouteni s frekvetini lupou, ale slouzi k ilustraci
principu. Ostatni metody jsou zaloZeny n@naém posunuti frekveémiho paéatku spektra
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pomoci vynasobeniipodniho casového signalu funkci casf) a odfiltrovanim vyssi ze
dvou takto ziskanych slozekidelpokladejme ndjklad, Ze analyzovany signal je:

x(t) = A 5in(ot)

Jeho vynasobenim casit) dostaneme:
x(t) = A Gin(wt) Eogt) = g (sin(co— e, )t + sin(co+ e, )t) (2.37)

a kdyz potom odfiltrujeme druhou slozkujstane nam jvodni signal posunuty ve
frekvertnim rozsahu ddl o wy. Modifikovany signal je potom analyzovan v rozsdhaz
(tp-ax), ¢imZ ziskame wieni pivodniho signalu s frekveéni lupou meziw; a wy,. U této
metody jsoucasové vzorky nasobeny faktoreméBeni lupy (%, 4x atd.), doba r&eni je
tedy ndsobkemtwodni doby ndfeni a vzorkovani se provadi pomaleji (take & atd.), coz
je dano novym platnym frekvénim rozsahem.

KdyZz pouzivdme frekvami lupu k méfeni FRF v Uzkém frekvénim pasmu, je
dulezité zajistit, aby vé frekvertniho pasma, které nas zajima, bylo co nefmébracni
energie. To znamena, Ze kdykoliv je to moznélonby byt buzeni dodavané do struktury
omezeno na pasmo, ve kterém bude provedena andlgutn problém je blize diskutovan v
kapitole 4.2.1.1.

2.6.4 Pramérovani

V této kapitole pojedname o dalSim rysu digitalpéldralni analyzy, ktery se tyka
zvlastnich pozadavk na zpracovani nahodnych sighal(dosud jsme se zabyvali
deterministickymi daty). KdyZz analyzujeme n&hodriéraéni signaly, nestd jen vypdist
Fourierovu transformaci -fpsré vzato, tato ani pro ndhodny proces neexistujenisio toho
musime ziskat odhady spektralnich hustot a keémédh funkci, které se pouzivaji
k charakteristice tohoto typu signalu. | kdyZ jsowio vlastnosti vypéteny z Fourierovy
transformace, jeiéba vzit v Uvahu dalSi okolnosti tykajici séegnosti a statistické
spolehlivosti a w¥novat jim pozornost. Obeénlze fici, Ze je nutné provést proces
pramérovani, ktery zahrne &kolik jednotlivych ¢asovych zaznatn neboli vzorki, nez
dostaneme vysledek, kteryage byt s @vérou pouzit. D¥ hlavni okolnosti, které duji
pocet pozadovanych pméra jsou statisticka spolehlivost a ods&ahnahodného Sumu ze
signah.

Existuje rékolik moznosti, které je mozné si vybrati pastavovani analyzatoru do
maodu pamérovani. Analyzatory &né nabizeji tyto mody imérovani:

- drzeni Spiky - pouziva se spiSe ve vibra diagnostice b pouZziti sniman vychylky
- exponencialni - pozgBi vzorky maji ¥tSi vahu nez idvéjSi vzorky
- linearni - vSechny vzorky maji stejnou vahu

Pfi modalnich zkouskach se pouziva linearrinpirovani, a to bd bez gekryti nebo
s pekrytim. Chceme-li gimérovat m vzorki, kazdy o délce trvanil, znamena to ip
pramérovani bez pekryti celkovou dobu gfeni nxT (viz obr.2.23 nah@). Vypaetni
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kapacity modernich analyzatovSak dokazi DFT sgitat v extrémn kratkémcase a to ma
za nésledek, Ze nova transformac&enbyt vypétena dive, nez se sejme novy kompletni
vzorek dat. V tomto ffipact je nekdy pohodiné provést druhou transformaci co fieg a
pouzit gitom poslednich N datovych bodi kdyz rekteré z nich uz mohly byt pouzity
v predchozi transformaci. Tento postup je znazoma obr. 2.23 dole. Je jasné, Ze 100 takto
provedenych @meéri nemiZze mit stejné statistické vlastnosti jako 100 zawaavislych
vzorka. Nicmérg, tento postup je dinn¢jSi, nez kdyz se kazdy datovy bod pouZije pouze
jednou, coz toto zpracovani navic prokazuje timyyitedari hladsSi spektra, nez bychom dostali
v pripad, Ze by byl kazdy datovy vzorek pouzit pouze jedntuto dano tim, Ze&ippouziti
Hanningova okna jsou vzorky na sventd@iu a konci potl&eny k nule a p praimérovani
bez gekryti by byly¢asti signalu nevyuZzity.

pramérovani
bez gekryti | | '

pramérovani | m !_Mﬁ (\“ﬁf EYE M M A
s prekrytim
-2 |

3
A
¢as zpracovan

Obr. 2.23 - Typy pimerovani
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autospektrum

vzajemné spektrum
koherence
dvoukanélova analyza
deskriptory systému - FRF, IRF
pienosova funkce

Sum

Fourierova transformace
Fourierovy koeficienty
aliasing

chyba unikem
Hanningovo okno
frekvereni rozliSeni
frekvereni lupa
pramérovani

E Otazky

Jak je definovano autospektrum?

Jak je definovano vzajemné spektrum?

Jaky je rozdil mezi jednostrannym a oboustrannyekem?

Ve kterém spektru se odpnéruje Sum?

Jak je definovana koherence?

Jaké jsou deskriptory systémutasové a frekvami oblasti?

Jaky je vztah mezitpnosovou funkci a frekvéni odezvovou funkci?

Co je to spektrum a jak ho ziskame?

© ©® N o 00~ w0 NP

Popiste podstatu chyby typu aliasing. Jak ji phazet?
10. Popiste podstatu chyby unikem. Jak ji ltedechazet?
11.Co je to frekvedni lupa?

12.Prai se provadi grmérovani?

13.Jaké typy pimérovani znate?
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3 TEORETICKE ZAKLADY MODALNI ANALYZY

V této kapitole se podroknseznamite s teoretickymi zaklady modalni analyzy.
Odvodime si frekveini odezvové funkce pro systém s jednim i vice stupimosti. Budeme
postupovat od jednodusSiheikladu netlumeného systémiieg sloZikjSi piipad systému s
proporcionalnim tlumenim az po nejsl@é@t pripad s obecnym tlumenimyfipemz budeme
uvazovat dva modely tlumeni - visk6zni a hysteréPoznate modalni parametry - vlastni
frekvence, modalni tlumeni a vlastni tvary, dozgieo ortogonalnich vlastnostech vlastnich

vektor i o jejich normovani.

Cas ke studiu:20 hodin

s\ , o _
@ Cil: Po prostudovani této kapitoly budetedim

+ Popsat systém s jednim i s vice stupni volnosti

+ Definovat fizné modely tlumeni

+ Odvodit frekveni odezvové funkce jednotlivych systém
+ Zobrazit frekverini odezvové funkce

+ Normovat vlastni tvary

) o

SlozZita struktura rize byt povazovana za mnoZzstvi hmot, spojenych panii a
tlumicimi prvky. Tlumici sily ve skut@é struktiie nemohou byt ani zdaleka odhadnuty
S presnosti srovnatelnou s pruznymi a setmyani silami a pesnad matematicka simulace
tlumicich vlivi je nemozna. iesto, aby bylo mozné vzit disipativni (nekonzema)i sily ve
strukture v Uvahu, jeieba pijmout néjaké gedpoklady o povaze tlumeni ve struleitak,
abychom dostali v praxi co nejlepSi odhad tlumicédh M¢lo by to vést na jednoduchy
matematicky tvar, zvl&Stvhodny pro linearni pohybové rovnice - tlumiciysjbou i

harmonickém buzeni ro¥a harmonické. Dva vhodné modely tlumeni jsou:
- viskozni tlumeni - tlumicidinek unerny rychlostiF, = b v
I . - . L, , kI
- hysteréezni tlumeni - koeficient tlude negimo anerny frekvenciF, = <y v
w

3.1 Systém s jednim stup#m volnosti (SDOF)

| kdyZz je pouze velmi malo praktickych struktur,ef¢ mohou byt realisticky
modelovany systémem s jednim stépnvolnosti, vlastnosti takovehoto systému jsou velm
dulezité, protoze vlastnosti sloZjgiho systému s vice stupni volnosti (MDOF - MiDegree
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of Freedom) mohou byt vzdy vyjihy jako linearni superpozice mnoha SDOF (Single
Degree of Freedom) charakteristik.

V zakladnim modelu SDOF systémuf{®) obecnacaso¥ promeEnna sila ax(t) je
vychylka jako odezvova veina. Fyzikalni model se sklada z hmotnasta pruzinyk a (v
piipadt tlumeného systému) bz viskdzniho tlunitie b nebo z hysterézniho tluse h.

f(t)
V této kapitole popiSemé typy modelu systému: l
_ , m ||
netiumeny , X(1), v(t), a(t)
- s viskdznim tlumenim
- s hysteréznim (strukturnim) tlumenim K |::| b
7. 7

Obr. 3.1 - Systém s 1° volnosti (SDOF)

3.1.1 Netlumeny systém s dvolnosti
Fyzikalni model netlumeného systému se skladaatyim a pruzinyk.

Pro modalni modelipdpokladame vlastnosti systéemu bezjsinsily, tj. f(t)=0 a pro
tento gipad plati pohybova rovnice:

ma+kx =0 (3.1)
po dosazeni za=" x

mX +kx =0 (3.2)
PredpokladanéeSeni této rovnice je:

x(t) = Xe' (3.3)
Po dosazeni do pohybové rovnice vede k pozadabiu, a

k-w'm=0 (3.4)

Modalni model se tedy sklada z jedinéfe$eni (modu vibraci) s vlastni frekvenci danou
vztahem

0, =K (3.5)
m

Pro frekverni odezvovou analyzu uvazujeme buzeni ve tvaru

f(t) = Fe“ (3.6)
a predpokladameéeseni ve tvaru

x(t) = Xe'™ (3.7)

kde X aF jsou komplexni, aby mohly zahrnout jak amplituthk fazi. Nyni ma pohybova
rovnice tvar
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(k - w’m)Xe'™ = Fe“* (3.8)

ze kterého dostaneme pozadovany odezvovy modebmwe ffrekvertni odezvoveé funkce
receptance:

= = a(w) (3-9)

Tato funkce, stefhjako ostatni formy FRF, je nezavisla na buzeni.

3.1.2 Systém s 1 volnosti s viskdznim tlumenim

3.1.2.1 Volné kmitani

Kdyz pridame viskézni tlundib, zméni se pohybova rovnice volného kmitani na tvar
mla+blv+kix=0 (3.10)
miX+blx+kix=0 (3.11)

PredpokladameeSeni v obedfjiSim tvaru § je komplexni, ne imaginarni jako u netlumeného
systému):

x(t) = Xe® Potom derivace:  X(t) = Xse®
%(t) = Xs%*
Po dosazeni do pohybové rovnice dostaneme chastitieou rovnici:
ms +bs+k =0 (3.12)

Reseni charakteristické rovnice:

—b++/b* —4km

= 3.13
¥ o (3.13)
< b, (Lj _k (3.14)

oo2mm\2m) m '
S, = —0+iyQ) -8 =-8%iQy1-? (3.15)
S, =—0%iQ (3.16)
Kde: Q,= \/% ... Vlastni netlumena frekvence
:i ... konstanta doznivani (3.17)
2m
o b b
(=—=—F—+~—==— ... porgrny Utlum 3.18
0.~ 2dkm b, porgrny (3.18)
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Q=,/Q2-8 =Q,1-0° .. vlastni tlumena frekvence (3.19)

Koteny charakteristické rovnice zavisi na hodnpbmerného Gtlumud. Pro tzv.
kladné tlumenid = 0) mohou nastat JFipady, a tedy i 3izné druhy pohybu (viz obr.3.2):

- ( =0 netlumené kmitani
S a $ jsou imaginarnéisla

- (<1 tlumené kmitani
S a $ jsou komplexa sdruzengisla (viz obr. 3.3)

- (=1 aperiodicky pohyb
S a $ jsou realn&isla (pro=1: 5= = -9)

Pokud je redln&ast kadenu charakteristické rovnice kladna (tZn< 0), jde o tzv.

zaporné tlumeni a dochazi k samobuzenému kmitanobr. 3.3 vpravo).

§=0 §<<1 <1 §>>1

Qdud—é%

Obr. 3.2 - Poloha pa@ v zavislosti na hodnéponerného utlumu

raizné hodnoty frekvence
+Hw +61+|Q

e(_52+i92)t e(+51+i92)t +Ita +5z+'Q
-5, +iQ) )t i)t gt +61+'Q - +62+|Q

razné hodnoty tlumer)i

Obr. 3.3 - Odezva systému v zavislosti na hatvlastni frekvence a tlumeni
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iw
_---1%Q0 ... netlumena vlastni frekver
=9+ -7 , .
p=-2 Sar CEEEER Q ... tlumena vlastni frekven
/
S
/ 1
1 1
A 5
l Ve /
) 0... ko/nstanta doznivé
\\ V4
/7
\\ 7
; 5
*=_-i N ;o
pr=-0-ia" { =cosd =5 pon#rny Gtlum
By 0

Obr. 3.4 - Komplex#isdruZené kieny charakteistické rovnice v Laplacésavine

3.1.2.2 Vynucené kmitani

Je-li pohyb zfisoben fisobenim harmonické sily, m& pohybova rovnice systém
s visk6znim tlumenim tvar:

mx(t) + bx(t) + kx(t) = f (t) (3.20)
kde f(t)=Feé* ... harmonicka budici sila

x(t)= Xe'™ ... predpokladanéeSeni a jeho derivace:

x(t) = icoXe'™

%(t) = —wPXe'™

Po vydileni rovnice (3.20) hmotnosti a dosazeni viat§B5) a (3.17) a fiedpokladaného
feSeni do pohybové rovnice dostaneme:

- WX +2I0IQ X + Q7 [X :QE,[-E (3.21)

Odtud je komplexni amplituda vychylky:

HES
K

X= 07— + 2000, E =Xg4 .. staticka vychylka
F
X= Zk Qi =n ... Cinitel naladni
1—(] +i2z 0¥ 0
0 0
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1

= 3.22
1-n*+i2n (8.22)

st

==
Ja-n2) +(22n)?
Nyni provedeme odvozeni ustalenébdeni pohybové rovnice:

_ 1
T 1-n?+i2n k

X| =X, ... velikost komplexni amplitudy (3.23)

... komplexni amplituda vychylky

_ 1 _
x(t) = Xe' :—E-Ee"*’t ... dasovy pfibéh vychylk
Q) 1-nZ+iztn k yp ychylky
Je vidtt, Ze vychylka je imo un®rna pisobici sile, icemz konstanta Uénnosti je:
1

. 3.24
1-n?+i2(n (3.24)

H(n) =

coz je tzvfrekverni odezvova funkce receptar(®ebezroznirném tvaru).

Jelikoz je vychylka komplexnéislo, mizeme ji rozdlit na realnou a imaginarni
sloZku (tim, Ze vynasobindgatel i jmenovatel komplexnim dajdem jmenovatele:

x(t) = 1-n° - 2cn i | T g :
(t) ((1—n2)2+(21n)2 (1‘r]2)2+(2Zr])2 Jk (3.25)

Je vidtt, Ze vychylka mé jednu slozku

—_ 1_n2 ljf jot
R = 3.26
) L-n?) +(@zn) ) o

ktera je ve fazi s budici silou a druhou slozku

Im(x) = 2‘221” _fev (3.27)
L-n?) +(2tn) k
kterd se o 90 opoal'uje za budici silou. Na obrazku (3.5) zndizgir vektory OA a OB
realnou a imaginarni slozku vychylky. Vektor O@gstavuje amplitudu vychylky danou

vyrazem,/Re?(x)+Im?(x) , tedy:

x(t) = L e (3.28)

Jo-n2f +(2zn) &
Vychylka se opoduje za budici silou o Uhél dany vztahem:

0= arctgiz—zg (3.29)
-n

Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava



Teoretickeé zaklady modalni analy

Ustalen&eSeni pohybové rovnice Ize tedy psét ve tvaru:

«t) = 1 I il-9) .
T | o

Vyraz v hranatych zavorkach je absolutni hodnotmiexni frekvesni odezvy.Rika se mu
také faktor zesilend ma vyznam bezroztmého pordru mezi amplitudou vychylky X a
statickou vychylkou F/k.

H(n) = = (3.31)

Ja-n?) +(@2ny

Im(x)
O y A Re(x)
1- nz dieicot

B ZZFI EEeiwt ‘
(1— n2)2 +(28n)? k Ix(t) = 1 f e

Im(x) =

B C

Obr. 3.5 - Vztah mezi komplexni vychylkou a busili@il
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Re (HQ))
re

Sa
n
~
1
H =
/ W 1-n®+i2qn
Obr. 3.6 Prostorovy graf frekveni odezvoveé funkce

Frekverini odezvova funkce dle vztahu (3.24) je komplexisogasre je to funkce
frekvence (respiinitele naladni). Znamena to, Ze ji nelze zobrazit v jednom deamirném
grafu. Jeji prostorové znazémi je na obr. 3.6Cervena kivka plati pro tlumeny systém,
zelena pro netlumeny systém (v tomtppct lezi cela kivka v rovine dané osamn a
Re(H(n)).

Projekce této prostorovéilky do jednotlivych rovin je uvedena na obr. 3léwo a

piedstavuje dva z moznych igohi zobrazeni FRF - s@asné zobrazeni zavislosti realné a
imaginarni slozky FRF na frekvenci, resp. &iaiteli naladni (vlevo naheée), nebo tzv.
Nyquistiv diagram ktery je zakreslen v rovn [Re(H[N));Im(H(n))] - vievo dole.
V Nyquistow grafu je informace o frekvenci skryta - graf jekvgslen od pééateini po
koncovou frekvenci ve sénu hodinovych rdgicek, gricemz nejetsSi ¢ast kruznice znaztuje
oblast kolem rezonance (podr@prviz kap. 4.3.1.2). Rzné barvy kivek jsou pro #izné
arovre tlumeni - od zelené pro netlumeny systém po fialos kritickym tlumenim{=1).
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Re (Hf)) |(H(n))|
3 T 6k T
2 realna slozka 5[ 7
1 4 ]
R amplituda
0 o 3r ]
-1 2 ]
-2 1 ]
_ I I I ' | | I ==
0 05 1 15 2 2.5 v %% 0.5 1 1.5 2 2.5 "3
1 Im (H(n)) O(Hn)) .
[ I T I | | o] ' ' ' -

0
| w 7 | faze

-180°
—4— — 0 1 2 K

Bodeho graf

Nyquistav graf

-3 2 -1

m (H()

Obr. 3.7 - Rzné zpisoby zobrazeni FRF - systém s visk6znim tlumenim

Velmi ¢astym z@sobem zobrazeni FRF je tzv. Bodeho graf, coz jecasme
znazorrni amplitudy FRF a jeji faze, oboji v zavislosti finrekvenci €initeli naladni) - viz
obr. 3.7 vpravo.
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3.1.2.3 Ur&eni rezonaéniho naladni

Rezonanci mizeme definovat jako stav, kdy amplituda FRF je mmtni. Z grafu
zavislosti amplitudy FRF nd&niteli naladni je vidit, Ze rezonaimi vrchol je pro netlumeny
systém pi n=1 a se vistajicim tlumenim v systému se posouva&rem doleva. Pro deni
rezonakniho cinitele naladni st&i derivovat vztah (3.31) podléinitele naladni a tuto
derivaci polozit rovnu nule.

=0 = Ne=41-20° (3.32)

Potom rezonami budici frekvence je:
W, =Q, {/1-2C7 (3.33)
Amplituda FRF v rezonanci a vychylka v rezonanoujs

1

H Wres) =
(@) P

X

(3.34)

1
res = Ko e (3.35)
20/1- 72

Pro malé tlumeni¢(< 0.05) jsou kivky témét symetrické podle svislé osy prochazejieil.
Spitkova hodnota |H()| je v bezprosedni blizkostn=1 dana vztahem

H(w,,) = 2_1Z =Q Q ... faktor kvality (3.36)

3.1.2.4 Urcéovani tlumeni z graffrekvertni odezvoveé funkce
a) Urceni tlumeni z grafu zavislosti realné slozkyyH{a 7

Nasledujicim postupem odvodime, pro jaké nalard; an; a jim odpovidajici budici
frekvencew, a u» se vyskytuji lokalni extrémy ve futiki zavislosti realné slozky FRF na
frekvenci. Tyto hodnoty frekvenci se daji z gra#dnoduSe oaést a pomoci nich Ize vyjdid
pomeérny utlumd.

_ 1
H(n)_l—n2 +i2¢n
1-n? 2N .
H(n) = . —+ . i
L-n?) +(@n)  -n?) +(2n)

Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava



Teoretické zaklady modalni analy

1-n
ReH(n) =
y L-n2) +(2ny
dRef(n)_ =0 N
dn !
N, =y1+2
w =Q,Q/1-2 (3.37)
w, =Q, 0/1+2¢ (3.38)
@, VT2
VT2 Re (H()
w, ’ _1+2¢
W, 1-2¢ @
|
&2[61—21):“2( le .
w,
2 2 Qo
© —(&j 2(-1-2C =0 Obr. 3.8. - Urovani tlumeni z Re (ldj)
w, w,
2
HE
27 =A% (3.39)

b) Urceni tlumeni pomoci bdd polovinim vykonem
Body s polovtnim vykonem fjalf-power points jsou body na grafu amplitudy funkce

H(w), ve kterych amplituda poklesne na hodn?%[ﬂ-lres, tedy nai Spickové hodnoty.

V2

Ve vykonovém (power) spektru by to byla 1/2&pvé hodnoty - odtud ndzev half-power
points.

Je-li graf H{) zobrazen v logaritmickych stadnicich, jsou tyto body tam, kde
Spickova amplituda poklesne o 3dB:

HI’ES - \/E

halfpower

H

200ogH ., — 20ogH = 200bg~/2 =3

halfpower
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H,.—H =B

res halfpower
Ozna&ime-li tyto bodyP; a P, a jim gislusné frekvencay, a wy,, pak rozdil ve
frekvencichuwy-wy se nazyv8dB pasmo systémBro malé tlumeni plati:
Ay =@, —w, =200 1Q,
kde Auwsgg je 3dB pasmo. Dale dostaneme:

W, —0, _
—<——=2=2 3.40
0, ¢ (3.40)
Nyni dokazeme, Ze frekveno® a wy, jsou pro malé tlumeni rovny frekvencim, které
jsme ziskali v pedeSlém odstavcifphledani extréra v grafu realné slozky FRF. Budeme

piedpokladat, Ze tomu tak je a do vztahu (3.40) dasadztahy (3.37) a (3.38):

W~ _ o 20og |(H@))|
Q

0 1
3dB
Q,Q1+27 -Q,01-27 = Q, R P P2

1+2¢ - 201+ 20) - 27) +1- 27 = 4¢? /

2-2\1-47% =47 25
—A72 =1_972 w
V1-4C° =1-2C @, Op (o
Pro malé tlumenig(< 0,05) plati tedy : Obr. 3.9. - Urovani tlumeni z 3dB pasma
1=1

Pro ugovéani tlumeni u malo tlumenych systénze tedy s vyhodou pouZzit itip
odeiitani z grafu realné slozky FRF zjednoduSeny vi8#0). Aby byl tento vztah platny,
musi také platit:

w, —w, =20 (3.41)
Jelikoz graf amplitudy FRF je v okoli rezonance stmicky, plati dale:

w =Q,-5 (3.42)

W, =Q, +d (3.43)

3.1.3 Systém s 1 volnosti s hysteréznim (strukturnim) tlumenim

3.1.3.1 Vynucené kmitani

Sledovani chovani skuteych struktur nazr@o, Ze model s visk6znim tludem,
pokud se pouZije na systémy s vice stupni volnos&tgdpovida zcela skudteosti. Realné
struktury vykazuji frekvetni zavislost, ktera neni standardnim viskéznim item popséana.
Je zapdtbi tlumg, jehoz tlumici dinek je nepimo anerny frekvenci, tj.:
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ez

(3.44)

el=

kde yjeztratovy faktorstrukturniho tlumeni

Pozn.: V literatie se ztratovy faktor strukturniho tlumeni ozuja znakemm, zde ale
pouzijeme znaly, aby nedoSlo k za&#n¢ s¢initelem naladni.

Tento hysterézni model umafe jednodussi analyzu systém vice stupni volnosti,
ale naopak je obtiznérgsné ieSeni volného kmitani. Proto provedeme potegeni
vynuceného kmitani.

Pohybova rovnice systému ma tvar:
mX(t)+gD((t)+kx(t):f(t) (3.45)

kde f(t)=Feé* ... harmonicka budici sila

): Xe'™ .. predpokladanéeSeni a jeho derivace:

Po dosazeni vztahu (3.44) @&g@pokladanéheéesSeni do pohybové rovnice (3.45) dostaneme:

“me? X +ioBY X + KX = F (3.46)

W

(- mo? +iky + k)X = F

Po vydleni tuhosti k a dosazeni vztahu (3.5):
2
(l— % + ij X = E
Q; k

Potom komplexni amplituda vychylky:

1
X=—— 3.47
1-n*+iy k (3:47)
1
X = 42 4y, st
1-n°+1y
X[ =X B ! ... velikost komplexni amplitudy (3.48)

Vi-n?) +y?
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e ()

realna slozka

=\

0 0.5

Im (H(n))

1

o 05 1 15 2 25
o - Re (HQ)
. |
b |
4 |
4 Nyquistav graf n
i |
T — - L L
-Im (H(n))

I(H(rl)l)l

A

amplituda

0 0.5 1 15 2 2.5 3
n
0(Hn))
O T 1 1 1
ﬁ faze
il \_
-180° : :
0 0.5 1 18 ? 2E 3

Bodeho graf

Obr. 3.10 - Rzné zfisoby zobrazeni FRF - systém s hysteréznim tlumenim
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DalSi postup je analogicky postupu z kapitoly 32 f&o systém s visk6znim tlumenim.

. 1 .
f)=Xe“=— T g ... dasovy piibsh vychylk 3.49
x(t)=Xe Ty e gasovy piibsh vychylky (3.49)
_|_1-n y F et
x\t)= - I |—L[e
Y {(1-n2)2+v2 (1-n2)2+v2}k
1 i
Ix(t) = —— %e‘*‘ (3.50)
-nf +y
0= arctgl_—2 ... fazoveé zpozehi vychylky za budici silou (3.51)
-n

X(t)= ! ERNC) (3.52)
\/(1_ n2)2 +y? k
Vyraz v hranatych zavorkach je @mbsolutni hodnota frekvéni odezvy, tedy faktor

zesileni a ma a@p vyznam bezroz#rného pormdru mezi amplitudou vychylky X a statickou
vychylkou F/k.

H(n) = ! (3.53)
J=nf +y?

Na obr.3. 10 jsou ap uvedeny @izné zmsoby zobrazeni FRF se stejnou mirou
tlumeni, jako tomu bylo na obr.3.7. U systému gdngznim tlumenim se rezoram vrchol v
grafu amplitudy FRF s nastajicim tlumenim neposouva doleva, alstava stale na nalé&ai
n=1. Naopak fi vzriastajicim tlumeni graf nezma na hodn&t amplitudy 1 odpovidajici

statické vychylce, ale na hodsamnensSi. Podobné rozdily jsou patrn& ysech zfisobech
zobrazeni.

3.1.3.2 Ur¢ovani tlumeni z graffrekvereni odezvové funkce

Stejnym postupem jako v kapitole 3.1.2.&iore tlumeni z grafu zavislosti realné
sloZzky Hf) naciniteli naladnin.

-1 Re (Hw))
H(n) 1-n®+iy

_ 1-n’ y
H(n)= - i ‘
(ﬂ) (1_n2) +V2 (1_n2) +y2 | I(bz

1-n? G W “
ReH(n)= Y !
0
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Uréeniw; awy ;

dReH(n)
dn

>
N
11
=
+
<

w =Q,4/1-y (3.54)
w, =Q,Q/1+y (3.55)

Stejnym postupem jako u systému s viskdznim tlumetdstaneme:

HE
SN VA (3.56)
(“’2] +1
W,

Pro malé tlumeni platitiplizné:

20 =y (3.57)

Y

3.1.4 Ruzné formy FRF pro systém s dvolnosti

Pro vSechnyit typy systéni - netlumeny, s viskdznim a hysteréznim tlumenjeme
odvodili frekvergni odezvovou funkci ve fortnreceptance, tedy s odezvovym parametrem
vychylkou. Ri modalnich zkouSkach vSaktéinou ntfime odezvu akcelerometrem, takze se
setkhvamecastji s FRF ve fornd inertance, tedy s odezvovym parametrem zrychlenim.
V kapitole 1.3 byly probrany vztahy mezi jednotimiyformami FRF a fakt, Ze ve frekvéam
oblasti dostaneme formy FRF odvozené z receptamglymn nasobeninw, viz vztahy 1.6 a
1.7. Na grafech zavislosti amplitudy FRF na frelorese da poznat, o kterou formu FRF jde,
pouze pi zobrazeni v logaritmickych seéadnicich (viz obr.3.8). V ostatnich grafech je patr
vzdy posun o 9 takZze nap Nyquistiv graf je u FRF pohyblivosti v pravé poloro¥ia u
FRF inertance v horni poloroviratp. VSechny detaily v tomto textu nebudeme raagbi
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Obr. 3.11 - Rzné zgsoby FRF podle odezvoveého parametru

3.1.5 Geometrické vlastnosti Nyquistova grafu

Velmi vyhodnym zpisobem zobrazeni frekvem odezvové funkce procal ziskani
modalnich paramatrje Nyquistiv graf, protoZze podrolénvykresluje oblast kolem rezonance
za sowasného potkgeni mimorezonamich oblasti. Nyquisty diagram vypada pro vSechny
typy FRF giblizn¢ jako kruznice. Resnou kruznici vsak vykresli jen ve dvatigadech:

- pohyblivostsystému wiskéznintlumenim

- receptancesystéemu $iysterézninlumenim
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To je teba vzit v Gvahuipextrakci modalnich paraméte nangienych dat (u metody
aproximace kruznicgircle-fit).

3.1.5.1 Pohyblivost systému s visk6znim tlumenim
Pohyblivost systému s viskdznim tlumenim ma tvar:

iw _ wb+in(k - w'm)

V(W) =iea(w) = ——= == (k- w'm)?® + (ab)®

Vyjadiime zvlas realnou a imaginarni slozku a zavedeme substituecV:

Re(Y) = 2(*)2:) : Im(Y) = co(i(—gozm) .
(k—w'm)” + (wb) (k—w'm)” + (wh)
- _1 =
U—(Re(Y) ij V = (Im(Y))

Pak Ize odvodit, ze:

U7 2 = (K= 6'm)® + (wh)*)? :(LT
4b?((k — w?m)? + (wb)?)2 | 2b

Z toho je Zejmé, Ze graf Re(X)) vs. Im(Y(w)) pro w O {0;0) vytvoii kruznici o polondru
1 se stedem v bod i;O (viz obr. 3.12 vlevo).
2b 2b

Im
Im
Re
| 1.1
1 Re 2ky
2b
pohyblivost, viskdzni tlumeni receptance, hysterézni tlumeni

Obr. 3.12 - Geometrické vlastnosti Nyguistova grafu

3.1.5.2 Receptance systému s hysteréznim tlumenim

Stejnym zjisobem jako v fedchozim odstavci je mozné odvodit rovnici kruZrpee
receptanci systému s hysteréznim tlumenim:

1 _ (k-w’'m) —iky

A = Fmriky (k= o?m)? + (ky)?
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Vyjadiime ot zvla¥ realnou a imaginarni slozku a zavedeme substituV/ :

Re(@) = k2— ufm > Im(Y) = 2_ky2 2
(k —w'm)” +(ky) (k—w'm)” +ky
_ _ 1
U =Re() V= (Im(a) + 2ky]

Lze odvodit, ze:

U?+Vv?2= (ij
2ky

Z toho je Zejmé, Ze graf Re((w)) vs. Im@(w)) pro w [ (0;») vytvori kruZnici o polondru
1 se stedem v bod O;—i (viz obr. 3.12 vpravo).
2ky 2ky

3.1.6 Odvozeni rezidua

V kapitole 2.4.1 byl uveden vyraz, ktery definugziduum. Nyni uvedeme postup,
ktery k tomuto vyrazu vede. Vyjdeme z vyrazu pirensovou funkci (rovnice 2.15):

H(S):X(s): 1 _ 1/m __R R’
FS) ms+bs+k (s-p)(s—-p) s-p s-p

Vyjadiime R a s jako komplexudisla a poly dle rovnice 2.16 a dosadime do (2.15):

R =A +Bi s=a+hi p =0+ iQ
R* = A - Bi p*=-0-1Q
Dostaneme:
1/m _ R R’

= + .
(s-p)(s-p) s-p s-p
Provedeme dalSi Upravy:

%= Rs-p*)+R [s-p)

=(A +Bi)fa+bi-(-5-iQ)]+ (A - Bi)Ja+ bi - (- 3+iQ)|

1
m
i =2Aa + 2Abi + 2Ad-2BQ
m

Porovname reéln&sti a imaginarnéasti:

1

Re: —=Aa+Ad-BQ Im: 2Ab=0
2m
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Z takto ziskané soustavy dvou rovnic vyjate neznamé A a B:

1
2mQ

A=0 ; B=

Dosadime z§t do (R = A + Bi) a dostaneme:

R=—ii neboR:# : R*:ii
2mQ 2mQi 2mQ

Velikost rezidua pak je:
RI=5

T 2mQ

3.2 Systém s vice stupni volnosti (MDOF)

Skut&né struktury maji mnoho stiip volnosti a pro jejich analyzu je zapebi
mnoho rovnic. Proto je pro popis systému s vicerstuolnosti idealni maticovy zapis, ktery
umoziuje mnoZstvi rovnic zapsat jedinou maticovou roinic

3.2.1 Netlumeny systém s vice stupni volnosti

Pro netlumeny MDOF systém N stupni volnosti ma vlastni pohybov& rovnice v
maticové forng tvar:

[MEx(} +[KEx®} ={f 0} (3.58)

kde [M] a [K] jsou matice hmotnosti a tuhosddu NxN a{x(t)} a {f (t)} jsou vektory
¢asow promennych vychylek a sitAduN.

3.2.1.1 Volné kmitani

Abychom utili modalni vlastnosti systému, budeme rgjd uvazovateSeni volného
kmitani tim, Ze polozime

{tm}={o
V tomto pipad miZzeme pedpokladateSeni ve tvaru

{x(®} ={x}e* {} = -w{x]e"
kde {X} je vektor Nk1 ¢asow nezavislych amplitud. Tofpdpoklada, Zze cely systém je
schopen kmitat na jediné frekvenai

Dosazenim homogennikieSeni do pohybové rovnice dostaneme:

(]-o*[m]fx} ={o} (3.59)
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Jediné netrividlnfeSeni je:

det[K]-w?[M] =0 (3.60)
Zavedeme

W’ =\ (3.61)
Potom:

def[K]-A[M] =0 ... charakteristicka rovnice systému

Charakteristicka rovnice e byt rozepsana do tvaru:
d A" +d AV +..+d, =0 (3.62)

Resenim této charakteristické rovnice je moznéitzjishodnoth;, coZ jsou tzvvlastnicisla,
a netlumené vlastni frekvence se z nich ziskagi:jak

Q.2 =\ (3.63)

Dosazenim kterékoliv z nich &pdo rovnice (3.59) ziskame odpovidajici mnozirlatrenich
hodnot{X}, tj. {¥},, tak zvanylastni tvarodpovidajici fislusné vlastni frekvenci.

UpInétedeni niZze byt vyjadeno dwmi maticemi NxN:
[QSrJ ... spektralni matice (matice vlastnidkel) - diagonalni

[W] ... matice vlastnich tvar(modalni matice), ma tvar

{eh {wh, . {w} .. {w}]

kde Q2 je r-té vlastnicislo, neboli kvadrat viastni frekvence {#} je r-ty vlastni vektor,
ktery popisuje fislusny vlastni tvar.

Existuji mizné postupy, které z fyzikalniho modelu popsanéladiaami [M] a [K]
vytvoii modalni model reprezentovany matichmﬁrJ a [LIJ]

Spektralni matice je jeditira, ale matice vlastnich téameni. Zatimco vlastni
frekvence jsou neémné hodnoty, vlastni tvary podléhaji ngtelnému ngritkovému faktoru,
ktery neovlivni tvar médu vibraci, pouze jeho armyalu. Vlastni tvar je tedy definovan jako

pone¥r mezi amplitudami kmitani v jednotlivych bodechugtury, pokud je struktura buzena
na své vlastni frekvenci. Tedy, vektor vlastnictmniv

1

N

3
znazofiuje presre stejny mod vibraci jako 3 atd.
0

o

Tim, co utuje, v jakém jsou vlastni vektorysdiitku, neboli jak jsounormalizovany
jsou z velk&asti numerické postupy, které nasledujtesenim vlastnicbisel.
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Skute&né amplitudy kmitani zaviseji na g@einich podminkach a naipobistich a
amplitudach budicich sil.

Postup B uréovani vlastnich¢isel a vlastnich vektar priblizime na pikladk
netlumeného systému seédva stupni volnosti (viz obr. 3.13).

f1(t) fioft

k]_ 1_’I k2 Z(L k3

W]
le XZW

Obr. 3.13 - Systém s& f2olnosti

S
R

TR

1\\\\\%

Pohyboveé rovnice tohoto systému maji tvar:
m1X1+(k1 + kz)xl —kyx, =1, (3.64)
mzxz_kle"'(kz +k3)X2 =f, (3.65)

coZ lze matico¥ zapsat:

m;, 0 |[X; +k1+k2 —ko x| T (3.66)
0 m,|(X, -k, k,+k,||x,] |f, '

Zvolime hodnoty:
m; =5 kg m =10 kg k=k,=2N/m k=4 N/m

Dosazenim do rovnice (3.66) pro volné kmitanif(§0 a $=0) dostaneme:

5 07](%, J4 2o

0 10||%,] |-2 6 ]|x,] |0
4 =2 Y 5 0}[X;] _|O
-2 6 0 10|/|X,[ 1o

4-50 -2 X, 0

-2 6-10A]|X,]

4 -5\ -2
-2 6-10A

-

(4-51)(6-100)-(-2)(-2)=0

50\ —70A +20=0

AM=04¢ Qo1 = /04 &
)\2:132 902215'1
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Zpétnym dosazenim dostaneme:

4-5004 -2 (X,
ProQo:: =0
—2  6-10004]|X,
2X,—2X, =0
! 2 ... Sté dosadit do jedné Z¢hto rovnic.
~2X,+2X, =0
= X, =X,

1
Vlastni tvar prdQo; je tedY{q’}l = {1}

4-501 -2 (X,
PTOQozi =0
-2 6-1001]|X,
~X,-2X,=0
= Xzz—ﬁ
2

1
Vlastni tvar prdp;je tedy{‘P}z = {_ 1/2}

CeléreSeni je tedy dano maticemi:

AR W= L)

Vlastni tvary jsou zobrazeny na obrazku 3.14. Jé#tvize hmoty se pohybuji

navzajem bd ve fazi nebo v protifazi. Jelikoz dosahuji maximéh vychylek sotasrg, jsou
uzlové bodybody, které jsou nehybné) jastefinovany.

X2

— il
i Q4 =404 o -
f/ \\ ‘
X
/ ! \\ ‘7
N 7
N )
W 7,
'\-./
- 105 — g

,1_"\\/
\

N\ 4
~ 7
-

le—635—p

Obr. 3.14 - Znézorni vlastnich tvai systému se &/olnosti
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3.2.1.2 Ortogonalni vlastnosti vlastnich vekior

Resenim rovnice([K]-A[M]{x} ={0} jsme tedy dostaliN viastnichcisel a jim
odpovidajicich vlastnich vekinrPro jednotlivyr-ty mod plati:

[KE{w}, = [Mfw}, (3.67)
Po vynasobeni jinynmsftym) transponovanym vlastnim vektorem:

{Whkw) =2 {wkmfw}, (368)
Podobs pro jiny mods plati (po vynasobeni transponovangstym vlastnim vektorem) :

{Wh (KWl =a{wl [mfw), (3.69)

ProtoZe [M] a [K] jsou symetrické matice, plati:

{Wh [K{w) ={wK[kEw}, a
{wh [MJw) ={w)[mMEw}

Potom po odé&eni rovnic (3.68) a (3.69) dostaneme:

0=\, =AWl [Mfw}, (3.70)
Je Zejmé, Ze pro\#\s (dvé riizné viastni frekvence) plati

{W[Mfw}, =0 atedy i (3.71)

{Wl[kfw}, =0 (3.72)

Rovnice (3.71) a (3.72) definuji ortogonalni viastt vlastnich tvar vzhledem k maticim
hmotnosti a tuhosti.

V piipad, Zeh=As, plati:

{Wh (kW) =2 (Wl Mfw),

Takze:
{HJ},T[K]{LIJ}s =K, ... zobec#n4 (modalni) tuhost mddu r (3.73)
{HJ},T[M]{LIJ}s =M, ... zobec#na (modalni) hmotnost modu r (3.74)
K
)\r :Qér = Mr (375)

r

V maticovém tvaru:
{Wy [k{w}i=[k/] (3.76)
{Wmfw}=[m ] (3.77)
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@2 ]=[m, ] dk, ] (3.78)

Vlastni tvary vypdétené v pedchozim giklack pouzijeme k ufeni zobecénych hmotnosti a
tuhosti obou maid

1 1 7[5 o]f1 1 M, O M, =15kg
= =
1 -1/2||0 10||1 -1/2 0 M, M, = 7,5kg

K,=Q% M, =0415=6N/m
K,=Q M, =175=75N/m

Potom

3.2.1.3 Normovani vlastnich tvéar

JelikoZz matice vlastnich tvarje v libovolném ndtitku, nejsou hodnotyM, a K,
jednozné&né a neni radno se odkazovat nédtau zobecinou hmotnost a tuhost jednotlivého
moédu. Tento problém se odstrani tzv. normovaninstnlah tvaf. Nékteré z moznych
zpasohi normovani jsou:

- normovani podle matice hmot (na jednotkovou hmdjnos
- nej\etsi prvek v kazdém vlastnim vektoru je roven 1
- velikost vlastniho vektoru je rovna 1

Normovani na jednotkovou hmotnost

Jde o nejbzngjSi zpisob normovani. Vlastni vektory normované na jedonak
hmotnost se za[®] a maji tu zvIastni viastnost, ze

[o]" tm] o] = 1] (3.79)
o] di]dio] = [02 | (3.80)

Vztah mezi vlastnim tvarenf}, pro r-ty méd, normovanym na jednotkovou hmotnost, a
jeho obecyjsi formou{w}. je jednoduchy:

{0} = ﬁ {w}, (3.81)

neboli

[@]=[w]dm, ]2 (3.82)
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Normovany tvar odvodime tak, Ze prvky vlastnich teek normovanych na
jednotkovou hmotnost ozdiane u; a dosadime do vztahu (3.77):

Ol =m, =
(o) ] o, -

oft Sy
)

5u? +10u2 =1

1
uw ==
15
1/15 {0}, = { VU 15}

V115

TotézZ Ize ziskat dosazenim modalni hmotnosti dahez(3.81):

S =) {%}

=it (B ||

3.2.1.4 Odezvova analyza systému s vice stupni volnosti

Budeme pedpokladat, Ze struktura je buzena sinusovym buozeminoZinou sil
majicich stejnou frekvenci, alézané amplitudy a faze. Pak :

{fo}={rle”
a tak jako pedtim budemeiedpokladateSeni ve tvaru:
{x(v}={x}e"
kde {f} a {x} jsou vektoryiadu N¢asow¥ nezavislych komplexnich amplitud.

Pohybova rovnice netlumeného systému pak budevanit t

(K]-w?[M])dx}e ={Fe (3.83)
nebo, pro vyjateni neznamych odezev:
= (] - w2 [m])" 47} (3.84)
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coz mize byt zapsano jako
{X} = [a(w)]dA (3.85)

kde [a(co)] je matice receptance systéif@ulu NkN a vytvai jeho odezvovy model. Obecny

prvek této FRF maticexjk(oo), je definovan néasledoin
X,
aik(w:?; Fm=0; m=1..N ; ¥ K
k

a jako takovy pedstavuje vztah pro jednotlivou receptanci velndgimou té, jez bylaidre
definovana pro systém § tolnosti.

Je zejmé, ze hodnoty prékmatice[a(w)] pro libovolnou frekvenci, ktera nas zajima,
muzeme uit jednoduse dosazenintigluSnych hodnot do

[a(e)] = (K] - w?[m])? (3.86)

To vSak vyZaduje invertovat systémovou matici paadou frekvenci, coz mé&kolik
nevyhod, zejména:

- pro systémy s mnoha stupni volnosti se stava pracny
- je neefektivni, pokud nas zajima jetkalik malo FRF
- neposkytuje zadnouedstavu o forréraiznych vlastnosti FRF

Z téchto i z jinych divodi se pouZziva jiny zjsob odvozeni jednotlivych FRF
parametii, ktery vyuzivd modalnich vlastnosti systému.

Vyjdeme z invertovaného vztahu (3.86):
(k]- M) =[a]
Vynésobenim obou stran zlef&]' a zpravd®] dostaneme
(o] dfk] - w?[m]) o] =[] tfa(@)] ™ o]
(@2 - )] =[o] fa(w]” fo]
odkud
[a(e)] =[]0z, - )" dol" (3.87)

Z této rovnice je i&jmé, Ze matice receptan@m(co)] je symetricka, cozipdstavuje princip

reciprocity, ktery se tyka mnoha strukturalnich releristik. Jeho pouziti v této situaci je
nasledujici :

X,
oy —?k—akj

- X (3.88)
Fi

Predchozi rovnice nam dovoluje vygst kterykoliv prvek FRF a,(w) pouzitim
nasledujiciho vztahu :
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ij(w)Zi('gjz)[( ch)_ N (rLPj)[(rLPk)

r = 3.89
r=1 r _wz r=1 mr(Qgr _wz) ( )
neboli
N A
a; (w) :Z¢ A ... modalni konstanta, reziduum (3.90)

2 2
r=1 QOr -

Na pikladu ukazeme, Ze stejnou funkugi; Ize ziskat obma zmisoby (gimou inverzi
a ze vztahu 3.89).

Pohybové rovnice netlumeného vynuceného kmitanésys dle obr.3.13 jsou:
(k, +k, —w?m, )X, +(~k, )X, = F,
(=K, )X, +(k, + ks —w’m, )X, =F,

coz dava:

2
k, +k; —w'm,

20— 700? + 500"

_ 2
(X—j - 1y (09 = 07100
F,=0

Nyni pouZzijeme sattovy modalni vzorec spolu s vysledky ziskanyifivel a dostaneme :

_ (@), (o)
= +
Q- Q-

01y, ()

ciselrs (proQoi” = 0.4 §', Qp” = 1 8', |, =4/1/15, ,®, =+/2/15):

_ 115 2/15 _ 6—10w’
11(('0)_ _ 2 + _ .2 on_ 2 4
04-w 1-w 2C-70w +5C0w

coZ je tentyZ vyraz.

3.2.2 Charakteristiky a znazornéni FRF dat s vice stupni volnosti

Tak jako u systému s jednim stédpm volnosti jsou zdeiit hlavni alternativy s
pouzitim vychylky, rychlosti nebo zrychleni jakoemby, ¢imZz dostaneme hilireceptanci,
pohyblivost nebo inertanci (akceleranci). Tyt formy FRF jsou v pesr¢ stejném
vzajemném vztahu, jak bylo popsariive, takze mizeme psat :

[ (w)] = icdor(w)] (3.91)
[A(w)] =iddY (w)] = ~w’[a(w)] (3.92)
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Podle mista a sénu buzeni a odezvy rozliSujeme 4 typy FRF:

- bodova- sodadnice odezvy a buzeni jsou totoZzné {napd¢.10)

prima- smér buzeni a odezvy jsou totoZzné (hap0X)
krizova(vzdjemna) - siry buzeni a odezvy jsouizné (nap. buzeni ve siru
10X, odezva ve s#nu 102)

- prenosova soudadnice odezvy a buzeni jsaizné

prfima(nag. buzeni v 10X, odezva ve 14X)
krizova(vzédjemnd) (nap buzeni v 10X, odezva ve 142)

Bude vhodné prodiskutovat formy, kterych FRF dathywvaji i zobrazeni viiznych
grafickych formatech. Tyto znalosti jsou nutné posuzovani platnosti a interpretaci
nantienych dat.

Zatneme s nejjednodusSintipadem netlumeného systému, pro ktery je vztah pro

receptanci dan rovnici (3.89;, (w) = Z( 2)[6 e )
r=1 QOr —(.0

KdyZz pouzijeme typ log-log grafu, imeme nakreslit jednotlivéleny fady jako
odctlené Kivky. Vyslednd FRF kvka je souet vSech jednotlivychikvek. Odvodit pesny
tvar vysledné kvky vSak neni tak Upkhjednoduché, protozeéast informace (faze) neni
zobrazena. Ve skutrosti ma v gkterych Usecich kazdé&ikky receptance kladné znaménko
a v jinych zaporné, ale na logaritmickévice to nelze nijak rozeznat, protoZze zobrazuje
pouze modul. KdyZ vSakéthme sodet jednotlivych slozek, abychomadilr Uplny vyraz pro
receptanci, jsou znaménka jednotlivgdbni znane dalezita.

Probereme &které z dlezitych rysi a pouzijeme jednoduchyiglad se déma stupni
volnosti, ktery jsme pouzili uz vipdchozi kapitole a pro ktery modalni matice je:

J1/15 2715
[(D] \/Tl5 \/2/15

a vlastni frekvence jso@,, =+/0.4s™, Q,, = 1s™.
Vytvorime dva FRF grafy: bodovou receptangj a genosovou receptandi,, (jde o gimé
receptance).
Vyrazy pro receptanci jsou :
a (w)= 1/15 N 2/15
. Qél—(,oz Qéz -’

515V 2/15 «/2/15

o (00)= 1/15 _ Ui5  1/15
“ le—wz Qéz_(’o Qél—(,oz Qéz_wz

z ¢ehoz je vidt, Ze rozdil mezi bodovou agnosovou receptanci je ve znaménku modalni
konstanty v¢itateli druného maédu. Jelikoz grafy zobrazuji poumedul, jsou k tomuto
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rozdilu zdanli¢ necitlivé. Kdyz vSak uvazime, co se stane, kdyalwa ¢leny séteme,
abychom dostali skuteaou FRF systému s vice stupni volnosti, zjistimetakosti, které
ilustruje obr. 3.15. Na tomto obrazku je zobrazeeweptance, ale nasledujici koménibati
stejreé pro vSechny formy FRF (receptanci, pohyblivostartanci).

log 011

100

101~ N

1
|

0.1~

0.01—

1:10

log 024

100

101~ N

0.01— N
3

1:10

0.1 1 10 |og w

Obr. 3.15 - Amplituda bodové a@gnosové receptance

Bodova receptance

~ v

Na frekvencich nizSich nez je prvni vlastni freksemaji obaleny stejné znaménko
a proto se &taji, ¢cimz zmsobi, Ze celkovd FRFikka je vySSi neZ jednotlivé komponenty,
ale @i pouziti logaritmické stupnice je fispivek druhého modu naédhto nizkych
frekvencich relativét nevyznamny. Vysledna FRFikka je tudiZz pouze mignnad Kivkou
pro prvni ¢len. Podobny tvod a vysledek se hodi na druhy konec nad druhastrl
frekvenci, kde je vysledn&ikka jen €sre nad Kivkou pro samotny druhy vlastni tvar. Avsak
v oblasti mezi déma rezonancemi mame situaci, kde zmé d¥ slozky maji opa&na
znaménka, takze se ddi@ji a v bod, ve kterém seiiZi, je jejich sodet nulovy, protoze tam
maji stejnou amplitudu, ale ofpga znaménka. Na tomto logaritmickém typu grafuedesk
vytvoreni antirezonaii charakteristiky, kterd je podobn& rezonanci.@egtednim vlivem
kterékoliv z rezonanci je to, zéigpsvek tohoc¢lenu, jehoz vlastni frekvence je blizko, je o
tolik vetsi nez pispevek druhéhcailenu, Ze vysledek je v podstattejny jako ten jededlen.
Fyzikalné, odezva MDOF systému prawa jedné z jeho vlastnich frekvenci je @plin
ovladnuta timto médem a ostatni mody maji velmiynwéi (u netlumenych nebo velmi méalo
tlumenych systén).

Pfrenosova receptance

Pri postupu pes frekveini rozsah mZeme pouzit podobna iebdréni, s tim
jedinym rozdilem, Ze znaménka zrigch dvoucleni jsou v tomto pipad opa&nd. Ri
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velmi malych a @i velmi velkych frekvencich lezi tedy vyslednéivka FRF &sr¢ pod

e

piitomné sloZzky stejnd znaménka a nezaznamenamegetedydy se slozky vyrusSi, coz vede
k antirezonancim v bodové receptanci. Vysledfigkk ma na frekvenci, kde se ®blozky
protinaji, amplitudu fesré dvojnasobnou nez kazda ze slozek.

Principy zde uvedené mohou byt rdesiy na jakykoliv poet stumi volnosti.
Zakladni pravidlo je to, Zze kdyZ dva nasledné mddyi stejna znaménka modalni konstanty,
bude na gjaké frekvenci mezi vlastnimi frekvencemschto dvou méd antirezonance. Pokud
rysem antirezonance je asi skimest, Ze je s ni spojena &na faze, a saasré velmi nizka
amplituda.)

Je také zajimavé si vSimnoutm je ukeno, zda jednotliva FRF bude mit kladné nebo
zaporné modalni konstanty, a tedy zda bude vykazawarezonance nebo ne. Pochopeni
tohoto problému je mozné zvazenimivpdu modalni konstanty: je to stm dvou prvki
vlastnich vektal, jednoho v mist odezvy a druhého v méstouzeni. Pokud uvaZzujeme
bodovou receptanci, tak musi byt modalni konstamtakazdy mod kladna, protoze je to
mocninacisla. To znamena, Ze pro bodovou FRF musi byt Zddwarezonanci bez vyjimky
antirezonance.

Situace pro fenosové receptance je né€kategorickd, protoZze modalni konstanta
bude rkdy kladna a &kdy zaporna. @ekavame tedy, Zef@nosova réreni budou vykazovat
smes antirezonanci a minim. AvSak tatoé&mmize byt do jisté miry f@dvidatelna, protoze
obeck je mozno ukazat, Zecim vice jsou posuzované body vzdaleny, tim je
pravdEpodobrgjSi, Ze se u jim odpovidajicich piivikvlastnich vektar zmeni znaménko, jak
budeme postupovatgs mody. Mizeme tedy éekavat, Ze fenosova receptance mezictha
misty na struktte hodr vzdalenymi bude vykazovat m&antirezonanci nez pohyblivost pro
dva body relativé blizko sebe.

Priklad této skuténosti je uveden na obrazku 3.16 pro systém se phisttolnosti,
ktery zobrazuje Uplnou mnoZzinu pohyblivosti pro énizv jednom krajnim bad

Nakonec je nutno poznamenat, Ze pokud s& dmuradnice buzeni nebo odezvy kryje
s uzlem jednoho z médtj. @[ ®, =0), tak se tento mod neobjevi jako rezonance naigraf

FRF. V tomto pipact je /A, =0, takzZe jedina odezva, ktera bude zaznamenama=Q,,
nebo blizko ni bude vlivem mimorezorafho gispivku vSech ostatnich méd

Tvar grafu FRF tlumeného systému je dost podobmafugpro netlumeny fjjpad.
Rezonance a antirezonance jsou ztupeny zahrnutimetli, a fazové uhly (nejsou zobrazeny)
uz nejsou fesrt 0° nebo 180°, nicménobecny vzhled grafu jefjpozenym roz&enim
piipadu systému bez tlumeni. To plati, pokud jsou yndaativre dokre oddleny. Tato
podminka neni spéma, pokud rozliSeni mezi sousednimi vlastnimi feglcemi (vyjadené
jako procento jejich #&dni hodnoty) je stejnéhiadu jako modalni tlumici faktory nebo
mensi, a v tomtoifpac se rozliSeni jednotlivych mdédstava slozitym.

Na obrazku 3.17 je graf receptance systémuémdvstupni volnosti (stejny jako
v predchozim fipact na obr. 3.15) sifdanym tlumenim.
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Obr. 3.16 - Grafy pohyblivosti systému stvdinosti

Stejre jako u gipadu s jednim stugm volnosti bude zajimavé se i u systému s vicenstup
volnosti podivat na to, jakého tvaru nabyva Nydwisgraf. Na obr.3.18 je zobrazen
Nyquistiv graf pro systém se® Zolnosti. Vlevo je graf bodové receptance, vprpkenosove
receptance. Plnowarou je zobrazena receptance proporcighdlumeného systému,
¢arkovanoucarou receptance neproporcionéltumeného systému (v tomtaipad jsou
modalni kruznice pooteny). Podrob& se neproporcionalnim tlumenim budeme zabyvat v
kapitole 3.2.3.4.
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Obr. 3.17 - Amplituda bodové @&mosoveé receptance (tlumeny systém)
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Obr.3.18 - Nyquistovy grafy bodové #eposoveé receptance

3.2.3 Tlumeny systém s vice stupni volnosti

3.2.3.1 Proporcionalni viskézni tlumeni

Zvlastni typ tlumeni, posiné jednoduchy na analyzu, je tzv. proporcionalni i
Vyhoda i pouziti modelu s proporcionalnim tlumeniri pnalyze struktur je ta, Ze mody
takovéto struktury jsou téh identické s mody modelu bez tlumente&Eji, vlastni tvary
jsouidentické a vlastni frekvence jsou také velmi padbllastnim frekvencim netlumeného
systému. Modalni vlastnosti proporcionéltiumeného systému je mozné odvodit pomoci
aplné analyzy netlumené verze a naslednym proveddwirekci na fitomnost tlumeni.
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PortvadzZ se tento postufasto pouzivaip teoretické analyze struktur, jgeba gipomenout,
Ze je platny pouze vifpad tohoto zvlastniho typu rozlozeni tlumeni, cozeélnych struktur
vySetovanych modalnimi zkouSkami nemusi vzdy platit.

Pokud se vratime k obecné pohybové rovnici MDORéga a pidame matici
visk6zniho tlumeni [B], dostaneme :

[MJx} + [BYx} + [K[{x} = {f} (3.93)
Probereme nejilve piipad, kdy matice tlumeni j&imo unérna matici tuhosti:
B8] =p[K] (3.94)

Je Zejmé, Zze pokud vynasobime matici tlumeni zleva e matici vlastnich vektir
netlumeného systém[lw] aplré stejnym zgsobem jako jsme to «ékhli diive pro matice

hmotnosti a tuhosti, dostaneme :

[WI'[B]w]=Blk]=[b] (3.95)

kde prvky b, na diagonéle reprezentuji zob&sé tlumeni jednotlivych mdd systému.
Skute&nost, Ze tato matice je ro¥h diagonalni znamena, Ze vlastni tvary netlumeného
systému jsou zarowei vlastnimi tvary tlumeného systému, coz je zviagys tohoto typu
tlumeni. Toto Ize snadno dok&zat. 2 flosadime tzv. modalni stadnice {}, pro které
plati

{x}=[w]t{p} (3.96)
Pohybovou rovnici vynasobime zle{#]" a dostaneme :

[m, Jcfi} +[b, Jcfio} + [k, ]} = {0} (3.97)
odkudr-t& jednotliva rovnice je :

m.p, +b,p, +k.p, =0 (3.98)

COZ je rovnice systému s jednim stépnvolnosti nebo rovnice jednoho modu systému. Tento
mod ma komplexni vlastdislop s kmitavousasti:

k 1

Q =Q, 1-0° Q2 =—r =— T =—BQ 3.99
r Or Zr Or mr Zr 2 krmr 2B Or ( )
a Utlumovouwsasti:
_ _Bn2
0, =(,Q, = ) [Qg, (3.100)

Tyto charakteristiky vedou k analyze vynucenéhot&mij u které jednoduché roiehi kroki
provedenych $ analyze vynuceného kmitani netlumeného systénue \edefinici obecné
frekventni odezvové funkce receptance jako:

[a(w)] = [K +icB - w?M]” (3.101)

nebo
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— 3 rLIJj[rLPk _ N fq)j[rq)k
oy () —;(kr —(,ozmr)+i(00br) _;Qé - +2i0Q,,,

(3.102)

ktera ma tvar velmi podobny receptanci pro netlumepstém, az na to, ze nyni je ve
jmenovateli komplexni, cozZ jeidledek zahrnuti tlumeni.

Obecné formy proporcionalniho tlumeni

Z vySe uvedeného je patrné, Ze jin4 rozloZeni thinpinesou piblizné stejny typ
vysledku a jsou spate¢ zahrnuta pod ozganim proporcionalni tlumeni. Zvi&spokud je
matice tlumeni imo Uuntrna matici hmotnosti, vyplyva z toho, Ze dostaneifesré stejny
typ vysledki. Obvykla definice proporcionalniho tlumeni je tapze matice tlumeni [B] ma
tvar :

[B]=B[K]+v[M] (3.103)
V tomto gipact bude mit tlumeny systém tato vlastfgla a vlastni vektory :
BQ y
Q, =Q,1-C ; =0+ 3.104
r Or ZI‘ ZI’ 2 onr ( )

a [Lptlumené] - [LIJ netlumenj

Obvykle se ukaze, Ze rozloZeni tlumeni vySe uvdu@ng/pu jsou #ejma z
praktického pohledu: skuteé tlumici mechanismy jsou obvykle podobné jakahostnich
prvki (pro vnitni materialové neboli hysterézni tlumeni) nebo wtmostnich prvik (pro
viskozni tlumeni). K tomu, aby ¢ghtlumeny systém stejné vlastni tvary jako jehduraeny
protejSek, existuje obegsi definice pozadovanych podminek :

(M k])dmI[8])= (M]7[B])M][K]) (3.105)

i kdyz priimé fyzikalni interpretace tohoto tvaru je obtign

3.2.3.2 Proporcionalni hysterézni tlumeni

Stejnym zfisobem jako v fedchozi kapitole fiteme postupovat i u MDOF systému
s proporcionalnim hysteréznim (strukturnim) tlumené dostaneme v podstastejné
vysledky. Pohybové rovnice systému jsou vigan jako

MK} +[K +iH[x} = {f} (3.106)
a matice hysterézniho tlumeni [H] je proporcionalni
[H]=pR[K]+y[Mm] (3.107)

Vlastni tvary tlumeného systému jsou v tomitpad opt totozné s vlastnimi tvary
netlumeného systému a vlastigla nabyvaji komplexni tvar :
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I

N, =p +-L- (3.108)

AZ :Q(Z)f(1+|r]f) Qél’ = Q(Z)r

Ko
r mr
Pozn.:n, je ztatovy faktor hysterézniho tlumeni. V kapit8lé.3.1 jsme tento ztratovy

faktor zn&ili pismenemy (a v celé kapitole 3.1. jsme pismengmn&:ili ¢initel naladni). V

dalSim textu uz bude ztratovy faktor zeam pismenenm v souladu s &n¢ dostupnou
literaturou.

Obecny vztah pro FRF ma tvar :

& er]EHJk . RURRLH
, = = A
e ((*)) ;(k, ) Ir]rk erz w2+ir]rQSr (3.109)

3.2.3.3 Hysterézni tlumeni - obecnyipad

Jak uz bylo uvedeno,iipad proporcionalniho tlumeni je zvlaStniipad, ktery se
nehodi vzdy. Je opra¥ny v teoretické analyze, protoZe je realistickytaky z nedostatku
jiného presrgjSiho modelu. Pokud vS8ak mame byt schopni inteopedta spravé analyzovat
data pozorovana na skdtg/ich strukturach, je tdezité, abychom uvazili ten nejobegsi
piipad.

Obecna pohybova rovnice MDOF sytému s hysteréziimenim a harmonickym
buzenim je:

MK} +[K[x}+i[HEx} = {F}e (3.110)
Nyni uvaZzujme nejive pripad bez buzeni agdpokladejméeSeni ve tvaru :
{x} ={x}e™ (3.111)

Dosazenim do pohybové rovnice vede toto homog&sseni na komplexni problém
vlastnichg¢isel, jehozieSeni je ve forkhdvou matic (tak jako idve pro netlumeny ifpad),
obsahujicich vlastriisla a vlastni vektory. V tomtarijpact jsou vSak ob matice komplexni,
C0Z znamena, Ze kazda vlastni frekvence a kaZzdynvltvar je popsan pomoci komplexnich
¢isel. r-té vlastnéislo budeme psat jako

A2 =Q2%(1+in,) (3.112)

kde Q; je vlastni frekvence g, je ztratovy faktor pro tento mad. Vlastni frekverf@, neni
nutrgé rovna vlastni frekvenci netlumeného systé@u, tak jako tomu bylo u propor-
ciondlniho tlumeni, i kdyzZ si tyto é\nodnoty budou obe¢rv praxi velmi blizké.

Komplexni vlastni tvary znamenaji, Ze amplitudadé@soiiadnice méa jak velikost,
tak fazi. To je pouze maly rozdil oproti netlumenepipadu, protoze i tady mame v kazdém
bod amplitudu a fazovy uhel, ktery je ale HW° nebo 180, coz oboji nize byt zcela
popsano pomoci realnycisel (0- kladna amplituda, 180 zaporna amplituda).
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Reseni vlastnickiisel tlumeného systému se vyZog stejnym typem ortogonalnich
vlastnosti jako byly ty, jeZ byly uvedeny v kapéd.2.1.2 pro netlumeny systém. Mohou byt
definovany rovnicemi :

[W' M]w]=[m,] (3.113)
[W]'[K +iH][w]=1k,] (3.114)

Zobecrgné hmotnostni a tuhostni parametry (nyni komplexpét zaviseji na normovani
amplitud vekto# vlastnich tvak, ale vZzdy vyhovuji vztahu :

A2 =—r (3.115)

a mizeme zde off definovat mnozinu vlastnich vektomormovanych na jednotkovou
hmotnost jako

{0}, =m, 2w}, (3.116)

3.2.3.4 MDOF systém s obecnym hysteréznim tlumenim - odexamalyza

Pohybova rovnice vynuceného kmitani pro zvlastfipgd harmonického buzeni a
odezvy ma tvar

K +iH - w?M[[X}e* ={F}e (3.117)

Opet je mozné pimé reSeni tohoto problému tak, Ze pouzijeme pohybovéice a gimou
inverzi dostaneme :

{x} = [k +iH - M| B = [a(w}P (3.118)

ale je to pro numerickou aplikaci &pvelmi neefektivni a proto @ pouzijeme ten postup, Ze
vynasobime obstrany rovnice vlastnimi vektory. Po Upravach dosme:

[a(e] = [@][02 - o2 )| [@] (3.119)

a z této uplné maticové rovniceizeme dostat kterykoliv FRF prveky (w) a vyjadit jej
explicitné ve tvaru sottu parcialnich zlomk

N e [1p
— rj k
Uik ((*)) rZ:l: Q% —oF +in, Q2 (3.120)
coZ lze napsat tiznymi jinymi zpisoby, nap.
N W N A
a(w)=> HH nebo a, (w)=>" ok (3.121)

Zm, (Q -’ +in,Q?) = QF -’ +in, Q7

V téchto vztazich je nyniitatel i jmenovatel komplexni, cozZ jéisledek komplexity vlastnich
vektoi. Pra¥ v tomto ohledu se ifpad s obecnym tlumenim liSi odfipadu s
proporcionalnim tlumenim.
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3.2.3.5 Systémy s vice stupni volnosti - shrnuti piané typy tlumeni

Analyzu systému s obecnym viskdéznim tlumenim v totektu vynechame, protoze je
0 poznani sloz§Si nez analyza systému s obecnym hysteréznim tiimma rozsah tohoto
textu je omezen. Uvedeme si zde pouze vysledkyyabulte 3.1 jsou shrnuty definice FRF a
"vlastnich frekvenci” pro vSechny typy tlumeni.

Zakladni definice vlastni frekvence je odvozena \ddstnich ¢isel netlumeného
systému, které davaji frekvence, na kteryciwensystém kmitat votn Tyto frekvence se
oznauji symbolemQo, a objevuji se jak ve vztazich pro volné kmitani

N .
X(t) =D X e (3.122)
r=1
tak ve vztazich pro vynucené kmitani, FRF :
NOOA
a0(w)=) —"— 3.123
@O Lo o 8129

U tlumenych systéfh je situace komplikovafjsi a vede na dva alternativni
charakteristické frekvemi parametry, které jsme definovali - oba se najgy\dastni”
frekvence - jeden pro volné kmitaf,) a jeden pro vynucené kmitafa().

Tabulka 3.1 - Vztahy pro FRF a "vlastni" frekvepce viechny typy tlumeni

VLASTNI FR.
SYSTEM ROVNICE PRO FRF C D volna vynucena
Q, Q
netlumeny N O [Ib realné 0 Q Q
—_ rj k or or
o () = ;W konst.
proporc. © N RONRGH realne | realne| Q, Q,,
P o.(w =
hysterézni ik rzzl: Q% -’ +in, Q2 konst. | konst.
proporc. N ONR realné | realné h_72| Q,
viskozni | Yk (@)= 2 2 o : konst A 0
=02 - +2i0Q,, )
obecny o (D, LD, komplex. | reané| Q, Q
hysterézni D (@)= ; Q% —f +in,Q? konst. | konst.
Qbe,cny, R, +i£DS'k komplex. | realné Q' 1-72 Q!
viskozni | (w)_i Kot () (w)
K = Q% - +2i0Q',

"Vlastni frekvence'Q, vytvati kmitavoucast charakteristiky volného kmitani, ktera je

komplexni a jako takova ma i exponencigktesajicicast. Mame tedy :

N .
x(t) =) X e
=1

(3.124)
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kde Q, se ntize a nemusi rovn&y,, coz zalezi na typu a rozlozeni tlumeni.

"Vlastni frekvence'Q,' vychézi z obecného tvaru vyrazu pro frekirénodezvovou funkci,
ktera jako kombinace vSech probranyéhpadi mize byt zapsana ve tvaru :
x C
a(w) = : 3.125
() ZQ’f—m2+iDr ( )

r=1

C; zde nmiize byt redlné nebo komplexni & j@ realné; ob mohou byt bd’ konstantni nebo
frekvertn¢ zavislé &,' je obeck rizné odQo, i Q.

V tabulce 3.1 je souhrn vSeadlznych gipadi, o kterych bylo pojednano.

3.2.3.6 Buzeni obecnym silovym vektorem

Predpokladejme aft systém s vice stupni volnosti se strukturnim #gaim.
Ptipomeaime, Ze jeho pohybova rovnice maipact harmonického buzeni tvar (3.117):

K +iH - M [x}e* ={Fe

Je-li systém buzen séasré ve vice bodech (a ne jen v jediném, coZijgau jednotlivych
FRF vyra#), jeteSeni této pohybové rovnice dano vztahem (3.118):

(X} = [k +iH -wM] (R} = a7}

ZretelrgjSi tvar tohota'eSeni Ize odvodit jako :

% {o} {F{e}
Xy = : ; 3.126
=2 o vina? (3.126)
Tato rovnice dovoluje vyp®t jedné nebo vice individualnich odezev na buzeni
sowasre nekolika harmonickymi silami. VSechny budici sily musit stejnou frekvenci, ale
mohou se liSit amplitudou a fazi.

Pozn.: Vysledny vektor odezev s&kdy nazyva vynuceny maod vibraci, netastji
provozni tvar kmit{ODS -Operational Deflection ShapePokud je budici frekvence blizka
nékteré z vlastnich frekvenci systému, blizi se provdvar kmitu pisluSnému viastnimu
tvaru, protoZze jederlen rfady (3.126) je dominantni.i€sto vSak v dlsledku pispsvka
ostatnich maéd nebude identicky.

3.2.3.7 Buzeni vektorem soufazovych sil

Jiny zvlastni pipad nastane, kdyZ buzeni je o0 vektorem monofazovych sil.
V tomto gipact mohou mit budici silyizné amplitudy, ale stejnou frekvenci i fazi. Zkusim
Zjistit, zda existuji &jaké podminky, H nichz by bylo mozné dostat podabmonofazove
odezvy (cely systém by ¢hodezvu se shodnym fazovym udhlem}e&okladejme tedy
vektory sil a odezev ve tvaru :
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{t}={Fe* (3.127)
{x} ={x]e'* (3.128)

kde {F} a {X} jsou vektory vyjadené realnymiisly, a dos&me je do pohybové rovnice.
Dostaneme:

K +iH - wMfX}e“ @ ={Fe« (3.129)

K +iH - wMfx} e ={F}

K +iH - w?M|X} fcosp — i Bing) = {F} (3.130)
Po rozéleni na realnou a imaginaréast:

(K - w*M]cosp +[H]sing §x} ={F} (3.131)

(- |K = w?M|sing + [H]cosp )X} = {0} (3.132)

Druha z tohoto paru rovnic i@e byt povazovana za problém vlastnigdkel s
"kotreny" ¢, a odpovidajicimi "vektory‘{K}s. Tyto mohou byt zgné dosazeny do (3.131),
abychom stanovili tvar (monofazového) vektoru gkloytného k vyvolani (monofazového)
vektoru odezev popsanéfe}.. Tak zjistime, e existuje mnozihamonofazovych vektdr

sil, z nichz kazdy zjsobi monofazovou odezvovou charakteristiku, polei@dglikovan na
systém jako buzeni.

Pouzité rovnice jsou funkcemi frekvence, a protbdéeSeni ziskané timto @gobem
odpovida pouze jediné specifické frekveaxci

Zajimava situace nastane, pokud charakteristickgvia posunp mezi vSemi silami a
vSemi odezvami ma bytgsreé 90°. Rovnice (3.132) se v tomtdipact zredukuje na tvar :

K - wM f[x} ={0} (3.133)

coZ je rovnice, jejizieSenim dostaneme vlastni frekvence a vilastni tvetjumeného
systéemu. DoSli jsme tedy kukzitému vysledku, Ze je vzdy mozZné najit mnoZzinu
monofazovych sil, které #gobi mnozinu monofazovych odezev, a navic, pokad igto
dvé mnoziny monofazovych parametproti sol& posunuty pesré o fazovy uhel 989 potom
frekvence, na které bude systém kmitat, je ideétiskednou z jeho vlastnich netlumenych
frekvenci a tvar vychylek je odpovidajici netlumentgstni tvar.

Tento velmi dlezity vysledek je zakladem mnohadiicich postup s vice budii
pouzivanych zejména v leteckémumyslu k izolovani netlumenych médtruktur, které se
potom daji snadno srovnat s teoretickyriedpoklady. Je téZ pozoruhodné, Ze je to jedna z
mala metod k mému ziskani netlumenych migdorotoze tér& vSechny ostatni metody
ziskavaji skuténé tlumené mody testovaného systému. Fyzikalnitptalgéto techniky je
jednoducha: vektor sil je vybran tak, abkeg® vyvazil vSechny tlumici sily,tauz jsou
jakékoli, takZe se tento princip hodi stepiolie na vSechny typy tlumeni. V literééuse s
touto metodou modalni zkouskyieme setkat pod ndzvemetoda pizpiisobeného buzeni
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SDOF, MDOF

netlumeny a tlumeny systém

pohybova rovnice, charakteristicka rovnice
pol

reziduum

vlastni¢islo

viskozni tlumeni

hysterézni (strukturni) tlumeni

3dB pasmo, body s polainim vykonem
Nyquistav graf

proporcionalni a neproporcionalni tlumeni
rezonagni nalaéni

odezvova analyza

ortogonalita vlastnich tvar

normovani vlastnich tvar

bodova a penosova FRF

rezonance a antirezonance

E Otazky

Nakreslete schéma systému s 1° volnosti a napiStegohybovou rovnici.

Zakreslete kieny charakteristické rovnice (poly) v Laplacéaaving.

Jak |ze zobrazit nattenou FRF?

Nakreslete, popiste a vy&lete Bodeho graf (amplitudo-fazovou charakteristik
Jak Ize wit tlumeni systému z natfrené FRF?

Co je to Nyquisiv graf?

N o o M NP

Jak se od sebe liSi graf amplitudy bodovéi@anpsové FRF systému s vice stupni
volnosti??

o

Jaké znate modely tlumeni?

9. Jaky je rozdil mezi proporcionalnim a neproporcinoim tlumenim? Jak se projevi
tyto typy tlumeni ve vlastnich tvarech?

10.Jak je definovan jeden prvek matice FRF? (naptahvpro netlumeny systém, systém
s visk6znim tlumenim a systém s hysteréznim tlumgni

11.Co je podstatou metodyippisobeného buzeni?
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4 MODALNI ZKOUSKA

V této kapitole se dozvite, jak prakticky modaldioasSku provést. Cely postup
zahrnuje iti az ¢tyti hlavni faze - pipravu ngérené struktury a vytweni modelu pro ®teni,
vlastni ngfeni, ziskani modalnich paramewr nangenych dat a ippadré owvéreni spravnosti
ziskaného modalniho modelu, srovnani s ¥§goym modelem atp.

Cas ke studiu:12 hodin

e\ ) o _
@ Cil: Po prostudovani této kapitoly budetedm

+ Pripravit modalni zkouSku, vybrat vhodny typ uloZstruktury, zgisob buzeni,
snima&e, vytvdit experimentalni model

+ Nanefit vSechny patebné frekvetni odezvové funkce a éfit jejich spravnost
+ Vybrat vhodnou metodu zpracovani ngenych dat
+ Prezentovat experimentélaiskany modalni model

) o

Je Zejmé, ze volbatiznych postup v jednotlivych fazich modalni zkousky do Zne
miry zavisi na tom, za jakyméélem modalni zkouSku provadime (viz kapitola 1\ }éto
kapitole si popiSeme jednotlivé moZnosti tak, abygziskali pehled o jednotlivych
moznostech a mohli se kvalifikov@rozhodovat.

4.1 Piiprava

4.1.1 Priprava méirené struktury

O zpisobech ulozZeni strukturyipméieni uz jsme se st¥o¢ zminili v kapitole 1.4. Zde o
jednotlivych moznostech pojedndme podrgbn

4.1.1.1 Volné ulozeni

Volné uloZeni je teoreticky takové uloZeni, kdgremé &leso nema zadné vazby s
okolim, je volr¢ umisgno v prostoru aip teoretické analyze takto uloZendeso vykazuje 6
modi tuhého ¢&lesa - tj. 3 posuvy ve sfru sodadnych os a 3 rotace kolem sagnych os.
VSech 6 &chto moéd ma vlastni frekvenci nulovou.

Prakticky realizujeme volné uloZerdldsa bd’ tim, Ze jej uloZime na velmi dkkou
podloZku (nap na molitan) nebo jej z&sime pomoci kkkych pruzin. Jeiejmé, Ze v tomto
piipack vlastni frekvence mddtuhého &lesa nebudou nulové, ale obégijde o velmi nizké
hodnoty. Takto realizované uloZeni povaZzujeme Zaé/qokud nejvysSi viastni frekvence
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modi tuhého tlesa je mensi nez 10% hodnoty nejnizsi defénhalastni frekvence. Tak
nag. pokud u nosniku ma jeho prvni ohybovy méd frekvdb0 Hz, ngly by vSechny médy
tuhého &lesa byt mensi nez 15 Hzii Bplreni tohoto poZadavku je ovlieni deformanich
vlastnich frekvenci uloZzenim zanedbatelné.

SpiSe nez vlastni frekvence vSakza ulozeni ovlivnit tlumeni jednotlivych mad
Pokud tedy provadime dfeni s cilem zjistit fesné hodnoty tlumeni, je mozné vliv uloZzeni
minimalizovat tak, Ze &kké zaw¥sy umistime do uzlovych badTy jsou vSak pro kazdy méd
jiné, takZze pro ziskani co négsrEjSich hodnot tlumeni bychom museliéfit kazdy maod
zvla¥ s jinym umistnim zawsa.

Volné uloZeni je jednak nejjednodussi a jednakhmwejSi, pokud chceme srovnavat
modalni model ziskany &enim s modalnim modelem ziskanym v§teon. Pouzijeme jej
tedy vzdy, pokud to okolnosti dovoli.

4.1.1.2 Pevné ulozeni

Pevné (vetknuté) uloZeni je teoreticky takové ubdZzé&dy rékteré body nadese
(stupreé volnosti) jsou zcela znehybmy pfipojenim k zemi. Toho v praxi v podstabelze
dosahnout, takze prakticky povazujeme za pevneéunidakove, kdy odezva "znehyimych”
stupa volnosti je mensi nez 10% odezvy vSech ostatrtigm$ volnosti. Tento typ uloZzeni
déla problémy pi srovnavani modalniho modelu ziskanéh&enim s modalnim modelem
ziskanym vypoétem, protoZze rozdily v obou modelech mohou bytisppeny prag
nestejnymi okrajovymi podminkami.ékdy se vSak tomuto typu uloZeni nieteme vyhnout,
pokud jde o strukturu, jejiz modalni viastnosti yolném uloZeni nemaji vyznam (ffau
turbinovych lopatek).

DalSi potiz u tohoto typu uloZeni je s opakovatsihatieni. Res veSkerou snahu
(utahovani spojeni struktury séfiti zakladnou momentovym k#m apod.) se netia
dosahnout 100% opakovatelnostéiemi, pokud provedeme demontaz a&topnou montaz
meiené struktury k rici zaklad®. ZkuSenost ukazuje, Ze vlastni frekvence jedngthv
modi se po takovém zasahu mohouénihv rozsahu a25%.

4.1.1.3 Ulozeni in situ

N 1

Tento typ uloZeni je nejjednodusSi ndppavu - Zadna neni, dfeni se provadi za
skut&nych provoznich podminek. Tento typ uloZeni volime tehdy, kdyZz ndm nic jiného
nezbyva (nap pii meéteni velmi €Zké struktury, ¥tSiho stroje apod.) nebo tehdy, kdyZz nas
praw zajimaji modalni vlastnostifipprovoznich podminkach. Jéepmeé, Ze v tomto fjppack
je srovnavani experimentalnino modelu s Wpeoym modelem jestkomplikovargjSi nez pi
pevném uloZeni.

4.1.2 Priprava experimentalniho modelu

Modelem v této kapitole budeme nazyvat geometriokydel ng&fené struktury s
nadefinovanymi body a stupni volnosti, ve kteryadéme provagt mereni, tedy nikoli
matematicky model (fyzikélni, modalni nebo odezJyoWa struktie si zvolime sibodi, ve
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kterych budeme provét me¢reni, a v kazdém bedtaké rozhodneme, ve kterych &ech
budeme niit, tedy nadefinujeme stuprvolnosti. BZzrné se n&i posuvné stuphvolnosti
(snery X, Y, Z), vyjimeené rotaini stupr volnosti, neb6 ty vyZzaduji specialni sninia a
postupy. Hustota sitmericich bodi do zn&né miry zalezi na frekvénim rozsahu rieni,
resp. na p&tu modi, které chceme vysSét - plati, zecim vysSi mod, tim je jeho vlastni tvar
slozitjSi a tim vice boil je poteba k jeho realistickému vykresleni. Volime tedy baistou
sit, abychom spolehli rozliSili vSechny zji&iné mody, ale ne zbyieé hustou, aby peet
meienych bod (stupii volnosti) nednirné nenafistal a aby se zbyeé neprodluzovala doba

méienti.

.. 127

Obr. 4.1. - Miena struktura a jeji geometricky model s vyEmm refereeniho bodu

Sit bodi zakreslime na gitenou strukturu a stejny model vytime v softwaru pro
modalni analyzu. ifklad je uveden na obr. 4.1. Musime také zvoliereini stupé volnosti,
tj. misto a snr, ve kterém je i méieni s pouzitim rdzovéeho kladivka trvale umrissnima
odezvy (obvykle akcelerometr) & pnéteni s pouZzitim bude je v im pripojen ke struktie
budi. PoZzadavky na umisti refereniho bodu jsou do jisté miry protiatiné:

+ M¢él by byt zvolen tak, aby vém byla dostaténé velka odezva ip vSech modech, aby
byl pomér odezvy a Sumu co nejlepsi.

+ Mg¢l by byt zvolen tak, abyifpevnénim akcelerometru nebo buddi byla struktura co
nejmeért ovlivnéna.

Je Zejmé, Ze tyto dva pozadavky jsou v rozporu, proteépetsSi viiv na strukturu
bude mit umisini akcelerometru nebo buei v mist, kde ma struktura nejtsi odezvu. V
praxi je tedy nutné volit rozumny kompromis meanito dwma pozadavky. Navic, pokud je
hmotnost akcelerometru vzhledem k hmotnosti stykbanedbatelna, ovlivémi struktury je
rovréz zanedbatelné.

S prvnim pozadavkem souvisi i to, Ze si musimepdaor, aby referemi bod nebyl
souwasre uzlovym bodem &kterého modu zéth, které nas zajimaji. V tomtaipact by
odezva tohoto mdédu byla nulovd a nebyli bychom pohqej identifikovat. Jednou z
moznosti, jak se této situaci vyhnout, je znéedem piblizné vlastni tvary, nap z
vypoctového modelu. Druhou moznosti, pokud vlastni tvagzname a nedokazeme je
odhadnout, je vyzkouSetigd zapoetim celé modalni zkouSky vicdiznych umisini
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refereniho bodu a sledovat, zda jecpb rezonanci v nattené FRF staly. Pokud by v
nékterém mist nékterd z rezonanci zmizela, znamena to, Ze v tonig& e uzlovy bod
piislusného vlastniho tvaru a tento bod BzenslouZzit jako referemi.

4.2 Méreni a mérici metody

V této kapitole proberemedtici metody, které se pro modalni zkouSky pouZiaji.
v vodni kapitole jsme zminili, Ze existuji dvayymeieni vibraci:

+ Ty, u kterych se ®&fti jen jeden parametr (obvykle Urdvedezvy)
+ Ty, u kterych se ®fi jak vstup, tak i odezva na vystupu

Pripomeneme-li si zakladni vztah:

ODEZVA | =| VLASTNOSTI | x | VSTUP

vidime, Ze co sedgk s vibracemi testovaného objektuizeme Uply definovat pouze tehdy,
kdyz byly namgieny dva zeit ¢lena této rovnice. Miime-li pouze odezvu, nejsme schopni
fici, zda zvla8 vysoka urové odezvy je zpisobena silnym buzenim nebo rezonanci struktury.

Modalni zkousSka se vztahuje ke druhému typiiemi, kdy se @i sowasré buzeni i
odezva, takZe je mozné pouzit zakladni rovnici koaéni vlastnosti systémuiimo
z nangienych dat. V ramci této kategorie existuje viéenych gristupi, které mohou byt
pouzity, ale tento text je zvl&tantien na metodbuzeni v jediném bedi kdyz v phabehu
modalni zkousky rive tento bod svou polohu na strulegurenit). P této metod metime
jeden sloupec nebo jedegadek matice frekvamich odezvovych funkci. Rvv principu
stejné, nicméhprece jen modifikace této metody buzeni v jedinémelsalu:

¢ SISO (Single Input Single Output) - jeden vstupz@ni), jeden vystup (odezva)

+ SIMO (Single Input Multiple Output) - jeden vstugece vystuf - patet vystupl zavisi
v podstat na tom, kolik kandl analyzatoi mame k dispozici a kolik odezev sasré
jsme schopni sejmout. Princip nasledného zpracodahije ale stejny jako u SISO
metody, pracujeme s klasickou FRF dle vztahu (1.1).

DalSim typem néeni je tzv. MIMO (Multiple Input Multiple Output) dieni, @i
kterém se provadi buzeni sasre ve vice bodech. Tento typébeni je nezbytny u modalnich
zkousek vichto gipadech:

+ U velkych struktur, které nelze celé vybudit jedmpudiem.

+ U slozitych struktur, které vykazuji tzv. lokélnidoy, pi kterych kmita jencast
struktur a které rowZ neni mozné vSechny vybudit jednim hieadn.

+ U tzv. symetrickych struktur, které vykazuji tzvicenasobné mody (dva nebo vice
modi na stejné frekvenci). Aby bylo mozné tyto médylix@t, je nutné mit tolik
referegnich bod, kolika nasobné jsou mody.

+ MIMO metoda je BZnym standardem v leteckém a automobilovétmysiu, nicmes
ma mirrg odliSné teoretické pozadi, nez je probirano v tomeixtu, takze se ji zde
nebudeme podroksji zabyvat.
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4.2.1 Zakladni sestava néreni

V sesta¥ experimentu pouzivané prosteni FRF rozliSujemetyii hlavni jednotky:

mechanismus buzeni

soustava sningé k me¢teni budici sily a odezvy
analyzator k ziskani poZzadovanych dat
vypocetni systém ke zpracovani ziskanych dat

* 6 o o

méfena struktura

snim& zrychleni

snima& sily T

razove analyzéator

kladivko

Obr. 4.2 - Sestavadreni pi pouziti razoveho kladivka

Na obr. 4.2 je zobrazeno typické uidani ndficiho systému ip buzeni razovym
kladivkem. V tomto fipact je akcelerometr trvale umést v referenim bod a strukturu
postupi budime kladivkem ve vSech bodech. Tim ziskamenjéaidek matice FRF. Na obr.
4.3 je typické usp@dani ngiiciho systémuip buzeni pomoci dynamického badivibraci. V
tomto @ipadt je snimé sily trvale umisin v referednim bod¢ a odezvu postugn(nebo
najednou, podle ptu dostupnych kan@l analyzatoru) snimame ve vSech bodech na
strukture. Tim ziskame jeden sloupec matice FRF.

snima zrychleni merena

/ struktura
/ analyzator

1]

snima& sily

budi / __________

\ vykonovy zesilova

Obr. 4.3 - Sestavadreni pi pouziti dynamického bud vibraci
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4.2.1.1 Mechanismus buzeni

Zpasoby, jakymi docilime rozkmitani ¢grené struktury, rizeme rozdlit do dvou
hlavnich skupin:

1. rAdzové buzeni

¢ pomoci razového (modalniho) kladivka - regjt&jSi zpisob
+ uvolrénim z deformované pozice - Haprettim lana

¢ Uderem padajici hmotou

+ kyvadlovym rdzovadlem

2. buzeni pomociiipojeného budie vibraci

RIS

+ elektromagnetickym budém - nejdzngjSi zpisob
+ elektrohydraulickym budem
+ mechanickym budem - excentricky uloZené rotujici hmoty

Existuji jeSt dalSi netradini zpisoby buzeni, které se pouzivaji u velkych struktur,
nag. u mosti nebo ropnych ploSin:

¢ pomoci tryskovych motdr
¢ prirozené buzenidtrem, mdskymi vinami, silnénim provozem

Posledni d¥ metody se uplatni v tzv. provozni modalni analfyze kap. 5) a vedou k
ziskani nenormovanych vlastnich tiar

4.2.1.1.1 Razové buzeni pomoci modalniho kladivka

Pouziti modalniho (rdzového) kladivka je nejjedriddon a nejrychlejSim #gobem,
jak vybudit kmitani struktury. NevyZaduje Zadn#ppavné prace a proto je velmi vhodné pro
pouZiti v provoznich podminkéach.

rdzovadlo

rukoje’
snim& sil

/ y

@hrot

Obr. 4.4 - Detaily razového kladivka
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Kladivko se sklada z hlavy, snitieasily, hrotu a rukojeti. B¥eme také pouzit tzv.
razovadlo, coZ je v podstatkladivko bez rukojeti (viz obr. 4.4). K vyb&vkladivka
standard& pati sada hrat riznych tuhosti a hlaviznych hmotnosti, pomoci nichz lze
ovlivnit frekvertni rozsah rieni a velikost vyvinuté sily. Snimaily zjiguje velikost sily
pocieéné kladivkem, o které serqupoklada, Ze je stejrvelkd a opé&ného smiru nez sila
pusobici na strukturu.

Velikost uderu je v zasa@durcena hmotnosti hlavy kladivka a rychlosti, kterou se
pohybuje, kdyZz udé do struktury. Operator ovliwje spiSe rychlost nez samotnou Utpve
sily, a tak vhodnou cestou, jak nastaad arove sily, je zména hmotnosti hlavy kladivka.

Rozsah frekvenci, ktery jec¢iané¢ vybuzen rdzovym kladivkem, j&zen tuhosti
dotykajicich se povréh a hmotnosti hlavy kladivka: na frekvenci dané heta

kontaktnituhost
hmotnoskladivka

je rezonance systému, nad kterou je obtizné dodayii do zkouSené

struktury. Kdyz hrot kladivka udliedo testované struktury, vyvola to silovy impligery ma
v podstat tvar polovEni sinusovky, jak je ukazano na obr. 4.5 vlevo. utsgohoto typu ma
frekvertni obsah ve tvaru ukdzaném na obr. 4.5 vpravoy kgeaz do utité frekvence ()
v podstat plochy a nad ni je slabSi. Pro vybuzeni vibracifrekvertnim rozsahu nad
frekvenci £ je tedy pomdrné neefektivni, takZze ptebujeme #jak tento parametr ovlitovat.
Je mozné dokazat, Ze existujinpy vztah mezi prvni mezni frekveng & délkou trvani
impulsu T. a Ze k tomu, abychom zvysili frekuari rozsah, je zapisbi zkratit délku pulsu.
Ta ma zase vztah ktuhosti (ne ktvrdostixagirenych povrcli a k hmotnosti hlavy
kladivka.Cim jsou materialy tuzsi, tim krat3i je délka trvanisu a tim vy3si je frekveni
rozsah vybuzeny uderem. Podéptim menSi je hmotnost razovadla, tim vysSi ¢endy
frekvertni rozsah. Za timdaglem, aby bylo mozné regulovat pouzitelny frekirdrrozsah, se
pouziva na kladivko sadaznych hrott a hlav. Obech Ize fici, Ze se ma pouZzit nefhkei
mozny hrot, aby veSkera vstupni energie byla dodéndrekvegnim pasmu, které nas
zajima. Pouziti tuzSiho hrotu nez je nutné vedmnkut Ze dodana energiet®obi vibrace vé
frekvertniho pasma, které nas zajima, na Ukohtkteré jsou uvnittohoto pasma.

a(t) Gaa(f)
Z.
AN
t ; f
Te ¢

Obr. 4.5 - Silovy impuls a jeho spektrum

Nevyhodou pi pouZiti kladivka je to, Ze regulace padsma bupepnimezena a&Sinou
neni mozné pouzit frekveni lupu (zoom).Cinitel vykmitu (crest faktor) je vysoky a v
dusledku vysoké Spkové hodnoty fisobici sily je nebezpelokalniho poskozeni struktury a
vybuzeni jejiho nelinearniho chovani.
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Dalsi relativni nevyhodou je nutnost pouZzit spedidlahové funkce na vstupni i
vystupni signal. Na vstupni signal se pouZik&chodové okno, které slouzi k péttai Sumu
v dokg, kdy silovy impuls nefisobi, ale probiha &eni. Aby bylo sprav&zvoleno posunuti a
délka okna, je dobré expandovat svislou osu tak,bgta vickt arover Sumu. U vystupniho
signalu casto zlepSi analyzu exponencialni vazeni, a to #ien,zmensi chybu Unikem
zpiusobenou tezanim signalu. Aby bylo optimannastaveno okno, jedba se divat na
amplitudu vazeného signalu. Délka exponencialnitragtasova konstanta) ma byt vybrana
tak, aby signal byl na konci zdznamu zeslaben maeirSumu, nebo alespoo 40 dB.
Zacatek okna by ml byt stejny jako u okna pro vstupni signél, pokoeni v systému
dopravni zpoZéhi. Nastaveni oken viz obr.4.6.

Prechodové vazeni vstupniho signalu
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Obr. 4.6 - Vahova oknafprazovém buzeni

Pouzitim exponencialniho vazenfiqgavdme do systému elektronické tlumeni. Za
téchto okolnosti bude tlumeni systému 2zj& meérenim nadsazené a chceme-li ziskat jeho
piesnou hodnotu, musime proveést korekci na vliv egporélniho okna (viz obr. 4.7).

Korekce konstanty doznivani: b(t)
6=9, -9, 1
d... spravna hodnota

Om ... Nangifena hodnota

)

w

1 .
— ... Vliv exp. okna
T

w

okenni funkce

délka zaznamu T

Obr. 4.7 - Korekce vlivu exponenciélniho okna nani

Nekteré nevyhody fb pouziti razového kladivka Ize odstranit pouZzitim. nahodného
razového buzeni. Jde o vice tdpo sok jdoucich v pitbéhu zdznamu (viz obr 4.8). V tomto
piipadt se pouziva na vstupni i vystupni signal Hanningokwoo, abychom na #Zatku a na
konci doby ngfeni signal potléli k nule a tim omezili chybu Unikem. JelikoZ okna vstupni
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a vystupni signal jsou stejna, jejich vliv se veFRR/rusi a neni nutné provédorekei vlivu
okna ¥ ur¢ovani tlumeni.

Nahodné rdzové buzeni vnese do strukturyibdhu jednohatasového zaznamu vice
energie nez jednotlivy uder @nitel vykmitu je nizSi. Ftom zistavaji zachovany vyhody
razoveho buzeni, tedy snadna pouzitelnost v praebzmodminkach. Tento #pob buzeni je
vhodné pouzit, provadime-ligteni v nizkém frekvamim pasmu nebo s pouzitim frek¢ain
lupy. V tomto gipact je doba nifeni relativié dlouh&a a fi pouziti pouze jednoho uderu by
bézre tlumena struktura kmitala mnohem kratSi dobu,mebyla doba réteni. Aplikaci vice
Gdert toto odstranime, ale staléstava nebez@é Ze &tSina energie dodané struktubude
vn¢ frekveréniho pasma, které &fime, protoZe regulace frekwariho pasma buzeni jgip
pouZziti rAzového buzeni vzdy omezena (jen tuhostutkladivka a hmotnosti jeho hlavy).

zaznamenano analyzovano

L

Obr. 4.8 - Signaly i nahodném razovém buzeni

Tm

4.2.1.1.2 Buzeni pomocipojeného budie vibraci

Asi nejbEzngjSim typem budie je elektromagneticky (neboli elektrodynamicky)
vibrator, ve kterém je fivadény vstupni signal fgvadn na stidavé magnetické pole, ve
kterém je umisina civka, ktera jeifpojena k poh&ktci casti z&izeni a ke strukie. V tomto
piipadt jsou frekvence a amplituda buzeiizeny nezavisle na sé&bcé¢imz je dana &si
pruznost ovladani - coz je zvtasizitetne, protoze &kdy potebujeme @ prachodu pes
rezonance it arover buzeni. Je vSakdba poznamenat, Ze elektricky odpmhto za&izeni
se s amplitudou pohybu pohyblivé civkymia neni tedy mozné odvodit budici silu &emi
napsti piivadéného do budie ani z mdfeni proudu prochézejiciho bddim, protoze tim
nentiime silu @isobici na samotnou strukturu, ale na celeketwy strukturou a pohonem
budice. | kdyZ se mize zdat, Ze rozdil mezi touto silou (generovantwdici) a silou, ktera
pusobi na strukturu bude asi maly, jelda si u¢domit, Ze pra¥ v blizkosti rezonance je
k vytvoreni velké odezvy zap@bi velmi mala sila a obvykle se stane to, Ze Agghom
zmenili nastaveni na vykonovém zesil@vaebo na generatoru signalu, dojde na frekvencich
blizkych vlastnim frekvencim struktury ke znatelmnéemenseni Grovnsily. To ma mimo
jiné za nasledek, zedieni sily na frekvencich blizkych rezonancim je paehna zna&steni
Sumem.
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Silu pasobici na strukturu tedy &ime co nejbliZze jejimu povrchu snitean sily,
stejre jako u razového buzeni.

Obecrt lze fici, Zze ¢im wetSi je budé, tim wWtSi silu nize pro vybuzeni struktury
vyvinout, sodasré se vak snizuje uzitey frekveréni rozsah. dinné buzeni je mozné pouze
do té doby, dokud pohyblivé&sti budée zistavaji tuhou hmotou. Poté, co frekvence vibraci
dosahne aigjde gres prvni vlastni frekvenci civky a stolu pohonuibaddojde k zavaznému
zeslabeni sily, kterd je dostupna pro pohon zkalkerobjektu a i@stoZze i nad touto
kritickou frekvenci je #jaké buzeni moZzné, r@dstavuje to firozeny limit uzit€éného
pracovniho rozsahu #iaeni. Tato frekvence jefipozere pro wtsi budée nizsi.

Ve specialnich fipadech je vhodné pouzit elektrohydraulicky Budie to tehdy,
pokud zkouSime struktury nebo materialy, jejichznméni vibra&ni prostedi je spojeno
s WtSim statickym zatizenim, kteréue docela date znenit jejich dynamické vlastnosti
nebo dokonce jejich geometrii. Elektrohydraulickydié je schopen sa@asreé s dynamickym
vibraénim zatizenim aplikovat i statické zatiZzeni, co¥ jgchto gipadech nezbytné. Jinou
vyhodou, kterou mohou elektrohydraulické higdiposkytnout, je to, Zze umi dat
relativré dlouhy uder, a tim dovoluji vybuzeni struktur mdkych amplitudach - moznost,
kterd neni dostupné se srovnatelelkymi elektromagnetickymi budii Na druhé strahmaji
elektrohydraulické bude sklon mit omezeny pracovni frek¢en rozsah a jen ty velmi
specializované dovoluji &eni vrozsahu nad 1 kHz, zatimco elektromagnetickdice
mohou pracovat az v oblasti 30-50 kHz, v zavislastijejich velikosti. Jsou také slojgi a
drazsi, i kdyz kompaktjsi a lelgi ve srovnani s elektromagnetickymiiza&nimi.

Poslednim typem bugk, o kterém je vhodné se zminit, je mechanicky hudery je
realizovan pomoci excentricky uloZzenych rotujicdichot (nevyvazk). Je schopen generovat
piedepsanou silu nazanych frekvencich, i kdyZizeni jeho pouziti je relatiénmalo pruzné.
Velikost sily je dana nevyvazkem a da se@inpouze jeho Upravou - coz neni nic, co by se
dalo udlat v pribéhu kmitani. Tento typ mechanismu buzeni je takétikek ne&inny na
nizkych frekvencich, protoZe velikost budici s@yzavisla na druhé mocrimtatek. Pokud
v8ak amplituda vibraci Zigobena budem neni filis velka vzhledem k orbitnevyvazk, je
amplituda a faze budici sily peém¢ presrt znama a nevyzaduje dalSii@ni, tak jako u
ostatnich typ budii. Tento typ budie se pouziva pro &feni velkych struktur, n&pmosti
nebo zakladovych desek turbogenenator

Ptipojeni budée ke struktie

U elektromagnetického i elektrohydraulického ledje nezbytné fipojit poharéci
z&kladnu budie ke struktie, obvykle s vestanim snimée sily. Ritom se musime vyhnout
zavedeni necBhého buzeni nebo neuvazenych modifikaci struktdrpho to prvni je asi
mezi harmonickou odezvou v migtzpisobenou jedinou harmonickou silotispbici v mist
k. Tato definice plati s vyhradou, Ze tato jedira siusi byt jedinym buzenim struktury a o
splreni této podminky musimeipmodalni zkouSce usilovat. | kdyz seéibe zdat, Ze budije
schopen fisobit silou pouze v jednom €nu - je to v podstétjednosmdrné zaizeni - je zde u
vétSiny praktickych struktur, jejichz pohyb je obécsiozZity a viceswgrny, problém. Tento
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problém spoéiva vtom, Ze kdyZ zattéme v jednom s@ru - fekréme ve smiru osy x -
odpovida struktura nejen v tomtéz&m ale i v jinych, jako napve snéru osy az a také ve
trech rot&nich snérech. Takovy pohyb je zcela vigalku a je pedpokladan, ale je mozné, ze
pokud je budi ke struktiie gripojen nespraw vznikne tim druhotna forma buzeni.

Pohyblivac¢ast budie je obvykle velmi pohybliva ve smu osy svého pohonu, ale
zcela opané je tomu v jinych srrech (tzn. je velmi tuhd). Pokud tedy struktura echc
odpovidatreknéme v Fiéném smdru stejré jako ve smdru pisobeni budie, potom tuhost
budice zmsobi vznik odporovych sil a mom@ntkteré se na strukite projevi ve form
druhotného buzeni. Snik®odezvy o tomto nic nedi a snimaji celkovou odezvu, ktera je
zpisobena nejen budici silou (kterd je znama), atahi@nymi neznamymi silami.

budici tyka

budt

Obr. 4.9 - Ripojeni budie k nerené struktie - budici tyka

Resenim je ppojeni budée ke struktie pres budici tyku nebo podobné spojeni,
které ma tu vlastnost, Ze je tuhé v jednongrsnfve snéru zamysSleného buzeni) a gasré
je relativie pruzné v ostatnichép smerech. Vhodna budici &ka, ktera je vyrobena z
pruzinoveého dratu délky cca 5 cm, je ukazdna na 48 Jeieba dat pozor, aby nedoslo
k ptekompenzovani: pokud je budictka filiS dlouha nebo {iliS pruzna, z&éina zavadt do
méteni své vlastni rezonance @&im byt velmi obtizné je z pravych dat odstranit.

snima sily
o, budic
mérena struktura /
akcelerometr v
referetnim bod |
budici tyka

Obr. 4.10 - Umigihi snimae sily gi méreni pomoci bude
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Z hlediska pesného r&eni budici sily je nutné, aby snitnaily byl co nejblize
métené struktiée. Spravné uspédani nutné k tomu, aby n&rené frekvetini odezvoveé
funkce byly co nejspolehlisi, je uvedeno na obr. 4.10.

Daéle je teba zvazit, jak ma byt buduloZen nebo ifipojen ve vztahu ke zkousSené
strukture z hlediska reakich sil od budie. Obect je moznarici, Ze bu’ budic nebo nérena
struktura musi byt uloZzeny vainNa obrazku 4.11 jsou ukazariy\thodné zfisoby a jeden
nevhodny. Na obrazku 4.11 vlevo (a téZ na obr.)4ddudt uloZen peva a pisobi na B
reakce od vgSiho uloZeni. To s€asto pouziva u malych struktur, které mohou bt p
meéteni uloZeny vola (na nekkém zavsu). Nesmi ale dochazet k rezonanci uloZenideudi
Na dvou obréazcich uprdst je budi zawsen a projevuiji se reakce od jeho setmeati. To
samozejm¢ omezuje vyvinutou silu, ale je mozné k hidiripojit pifidavné hmoty. Nrena
struktura nize byt roviz zawSena vols, ale mize byt i peva uloZzena.

Priklad na obr. 4.11 vpravo neni pro modalni zkouwdkadny, protoze re&ki sily v
uloZeni budie zavadji pridavné buzeni do struktury, které ale neni stémasily néreno.

nejlepsi uspa&adani vhodné uspeéadani nevhodné uspeadani

struktura volg

budi¢ volné
struktura ulozena von 1 I 1
7 struktura peva budi¢ pevre
budi¢ volné

Obr. 4.11 - Pipojeni budie k nerené struktie z hlediska reakich sil

4.2.1.1.3 Typy budicich signal

Pri realizaci buzeni pomocitipojeného budie vibraci mame Siroké moznostii p
vybéru budicich signdl Typy signalh mazeme rozdlit na (viz obr. 4.13):

+ harmonické (sinusovy signal) - spektrum obsahujezpgednu frekvenci sinusové viny

+ Sirokopasmové - spektrum obsahuje pasmo frekvBrdte se dli na:
o impulsni (fechodovy)
» jeden impuls (nebo raz)
= periodicky impuls
= nahodné razové buzeni
0 nahodné
o pseudonahodné
0 rozmitany sinus
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Impulsni buzeni &Sinou aplikujeme ve fortnrdzového nebo nahodného razového
buzeni s pouzitim razoveho kladivka, ale je moZréot typ buzeni aplikovat i pomoci
pfipojeného budie vibraci. V tomto fipadt by Slo nejspiSe o buzeni impulsni nebo
periodické impulsni. VSechny uvedené typy signglou obvykle dostupné v generatoru
signafi, ktery je sowasti analyzatoru. Signal z generatoru pa&spvykonovy zesilova
vstupuje do elektromagnetického btelvibraci a je fenaSen do struktury.

Pozn.: Signal rozmitaného sinu Ize vyvodit také ponmechanického but# vibraci,
o nahodny signdl jde nag pii buzeni silnknim provozem nebo niigkymi vinami.

-2

Obr. 4.12 - Prakticka realizace uloZeni struktuoné a budie pevid

sinusovy impuls
a(t a(t
‘ VVVV VIV H At t
—>l<
0 rozmitany sinus " periodicky impuls
a a
Ay (R
AARVAAA (1] s AT ' AL

nahodny raz

a(t a(t} 1
"”“""“"'" “‘ IH t | T

nahodné razy

pseudonahodny

a(ty | | | | | a(t)’||||||||
| t t

T T To T,

Obr. 4.13 - Zakladni typy budicich sigial
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Sinusovy signal

Jednoduchy sinusovy signal konstantni frekvence swdalni analyze uplatnié&.
Pokud uz takovy signal pouzivame, tak v padkibkovaného sinu v tzv. FRA analyzatorech
(FRA - Frequency Response Analyzer), které na fomedi bzr¢ pouzivanych FFT
analyzatoli neprovadji Fourierovu transformaci signalu, alémpo meii ustalenou odezvu
systému na ustalené harmonické buzeni. Frekvermmnbae kroko¥ méni a zaznamenava se
podil odezvy a buzeni. Takto postdpse vykresli cela FRF v poZadovaném frekvem
pasmu. Tento proces je velmi pomaly, ale je to dspat jedina moznost, pokud chceme
podrobré zkoumat nelinearity ve strukturach. J&ejmé, Ze frekveini padsmo miZze byt
zvoleno libovoli, takZze obvykle se tento postup pouziva v souvistofekverini lupou ke
zkoumani oblasti v okoli rezonanci.

Nahodny signal

Nahodny signal je charakterizovan vykonovou spékitddustotou Ga(f) a hustotou
pravdpodobnosti amplitudy p(a), ktera ma Gaussovo narimédzlozeni (viz obr.4.14).
Muze byt pasmoyomezen podle toho, jaky frekvar rozsah nas zajima. Stejdokie jej Ize
pouzit pro nfeni v zakladnim pasmu i proéieni s frekvetni lupou (viz obr.4.14). Signal
neni v ¢ase zaznamu periodicky, je tedy nutné (na vstupniystupni signal) pouzit
Hanningovo okno, abychom omezili chybu Unikem.¢Bsnamplitudy a faze budiciho signalu
jsou ndhodné, coZz znamend, Zé&nprovanim se odstrani vlivifpadnych nelinearit v
systému a ziskame idealni linearizovany odhad FR¥ikoz jde o nahodny signal, je
pramérovani samaejmé nezbytné Cinitel vykmitu a pondr signalu k Sumu jsou u tohoto
typu signalu docela dobré.

a(t)
p(@
t
zékladni pasmo & Y zoom
Gaa(f) Gaa(f)
— > f P f
frekvercni frekvercni
rozsal rozsal

Obr. 4.14 - Nahodny signalrasovy piibeh a spektrum

Pseudonahodny signal

Pseudonahodny signal je viastkus ndhodného signalu opakujiciho se s periodou T.
Tato perioda je rovna délce zaznamu. dslddku toho nedochézi k chyldinikem, protozZe
signal je v dob zaznamu periodicky, takze pouziti vahovych okeni matné (obdélnikové
okno = zadné okno) ary spektra se shoduji¢arami analyzatoru atipadné nelinearity v
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systému se neodpnéruji. Tento typ signalu se tedy hodi pouze na dal@dinearni
systémy. Stejh jako u ndhodného signélu, je mozné i pseudondhsamal pouzit jak na
méteni v zakladnim pasmu, tak n&ieni s frekvetini lupou.

Zvlastnim typem pseudonahodného signalu jederkot (v anglické literatie chirp).
Jde o rychle rozmitany sinus, kdy séghrod od minimalni frekvence k maximalni opakuje
kazdou periodd, a tato perioda je rovna délce zaznamu. Da seippkaistudiu nelinearit.

4.2.1.2 Snima&e k nmeieni budici sily a odezvy

Podrobné pojednani o jednotlivych typech sriimaeni gedmétem tohoto textu. Pro
piipomenuti nahlédrie do skript z Vibrani diagnostiky. Zde pouz&ipomeneme, Ze kazdy
snim& méii to, co se &e s nim samotnym. Spravnym uchycenim sgénausime zajistit,
aby to bylo totéZ, co seij@ se strukturou a co chcemeiih Dale je teba si u¢domit, Ze
kazdy snim& ma rgéjakou vlastni rezonani frekvenci, kterd zavisirpdevSim na velikosti
snimd&e, a kterd je dale vice nebo mé@vlivnéna gipevrenim snimae k méiené struktie.
U¢inné frekverni pasmo, ve kterém dleme snim& pouzit, je cca do 1/3 hodnoty této
frekvence. Mozné Zjsoby gipevreni, séazené podle toho, nakolik snizuji vlastni frekvenci
snim&e (od nejlepSich k nejhorsim), jsou:

Sroub

specialni lepidlo
oboustran# lepici paska
v¢eli vosk (jen do 40C)
magnet

* & o o

*

V¢eeli vosk je v modalni analyze velmiasto pouzivan k upewni akcelerometr,
protoZe je to metoda nendma a rychla a nijak podsta&trpouzitelny frekvedni rozsah
snim&e nesnizuje. Naopak uchyceni snéfhanagnetem neniiflis vhodné a spisSe je
pouzijeme u provoznich &eni, ale pouze do cca 2000 Hz. Pokudiime strukturu

S nerovnym povrchem, je mozné pouzit podlozku &pat zakladnou.

Snim& sily je bul’ sowéasti razového kladivka a v tonfipadt jeho gipevreni
nereSime, neboipbuzeni budiem musime snindasily k méfené struktie gipevnit, coz se
déla negastji Sroubem. Pokud nechceme nebo fizeme do réfené struktury vrtat zavit pro
Sroub, je mozné pouzit vékk, ktery ma z jedné strany hladkou plochu, ktegpacialnim
lepidlem grilepime k nétené struktie, a z druhé strany diru pro zavit, do které zdssmme
snim& (viz obr. 4.9).

DalSim aspektem, ktery v souvislosti se srinmusime vzit v Gvahu, je hmotnost
snima&e vzhledem k hmotnosti ¢fené struktury, aby nedoSlo k nathmému ovlivreni
dynamickych vlastnosti struktury snitean. UZ jsme se o tom zminili v kapitole 4.1.2 v
souvislosti s volbou referéniho bodu, kde jsme diskutovali vliv uniist snim&e na
dynamické vlastnosti struktury. Hmotnost snéméehraje roli zvlagt u lehkych struktur.
Obecrt plati, Ze by mla byt mensi nez 10% hmotnosti struktury. Z princkonstrukce
akcelerometr je Zejme, Zecim menSi je sninta tim mensi je jeho citlivost, ale vysSi
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uzitetny mefici rozsah. Problém s hmotnosti snimdoy mohl nastat u lehkych struktur, u
nichz bychom pdebovali ngfit v nizkém frekvetinim pasmu. Mohlo by se stét, Ze snima
ktery by byl dostatin¢ lehky na to, aby strukturu neovlivnil, by n&ndostaténou citlivost.

V tomto gipact pak je mozné pouzit bezdotykovy laserovy siimibraci.

4.2.1.3 Analyzator

Analyzator typu FRA

FRA — Frequency Response Analyzer. O tomto typlyaétoru uz jsme se zminili v
kapitole 4.2.1.1 v souvislosti s buzenim krokovangmusovym signalem. Tento typ
analyzatoru neprovadi Fourierovu transformaasovych signal Princip jeho prace je
nasledujiciRidici signal je sinusovy. Bteny vstupni i vystupni signal se podrobi digitalni
filtraci, pii které se z nich odstrani ty slozky, které majpyi frekvenci nezidici signal.
Vytazovani nesynchronnich slozek se zlepSuje filtrowawn delSim¢asovém uUseku, coz se
udava pomoci pau cykli fidiciho signalu, &hem rhoz se provagi vypocty. Tim
dosdhnemeiesného réeni slozky signalu ze sniftana pozadované frekvenci. FRF na
pozadované frekvenci se ziska jakidnpy podil amplitud vstupniho a vystupniho signalu.

Takto se postughmeii celé pozadované frekvém pasmo. Jde o velmiigsné a velmi
¢aso¥ nara@né neieni. BEzre se tento typ analyzatoru pro modalni zkousky nzpéu

FFT analyzator (frekvemni, spektralni analyzéator)

Princip prace tohoto typu analyzatoru uz byl popgékapitole 2 - Dvoukanélova
analyza. Provadi rychlou Fourierovu transformadtTF nangéfeného signalu. Zopakujeme
zde zakladni principy jeho prace:

*  meii sowtasre vSechny frekvetni slozky gitomné ve sloziténtasow promenném
signalu

+ vystupem je spektrum obsahujici koné mnozZstvi slozek, popisujicich relativni
amplitudy celého rozsahu frekvengitpmnych v signélu

+ vypxitava dalSi funkce, fitemz vSechny vypdy jsou zaloZeny na diskrétni
Fourierow transformaci

¢ pied vstupem signalu do A/r¢vodniku musi byt vzdy azen anti-aliasingovy filtr

4.2.2 Méreni

Po gipraw meiené struktury aifpraw geometrického modelu &i@eme s vlastnim
meienim. Ripomeneme, Zeipbuzeni pipojenym budiem vibraci je budi a snima sily
umisgn v referednim bod a snima odezvy se postugnsthuje do vSech bddstruktury
(viz obr.4.15). Pokud snimanych stipvolnosti neni vice, nez karabnalyzatoru, ktery
mame k dispozici, iizeme sejmout odezvu ve vSech pozadovanych stuprobtosti
soutasre. Timto zgisobem ziskdme jeden sloupec matice FRF.
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Obr. 4.15 - Mreni pi buzeni budiem

Pri buzeni kladivkem je v referénim bod umistn obvykle snimé zrychleni a
kladivkem postuphibudime strukturu ve vSech bodech. Tim ziskamenjiibek matice FRF
(viz obr. 4.16). Neni to vSak striktnim pravidlefokud je ndfend struktura sloZifSi a
n¢které jeji body, ve kterych chcemesitih, jsou hife dostupné, f¥e byt snazSi do nich
umistit akcelerometr nez v nich provést uder. V fpact muze byt i @i buzeni kladivkem
struktura buzena ve stale stejném ddreferenim) a snimé& odezvy se riwe sthovat.
Stejre tak, pokud ke snimani odezvy chceme pouzit trojosyn&, nemizeme jej pouzit jako
referergni, protoze referaemi je pouze jeden stupeolnosti. | vtomto fipac bychom budili
strukturu ve stale stejném hpfteferetnim) a snim&odezvy bychomigmig’ovali.

Obr. 4.15 - Mreni pi buzeni rdzovym kladivkem

Predtim, nez z&aneme vlastni keni, je vhodné provéstkteré kontroly, abychom si
byli jisti, Ze nandiena data budou spravna. U buzeni kladivkem je gnpdovést kontrolu
reciprocity. Teoreticky plati, ze Kf)=H;i(f). Zmetime-li tedy FRF fi buzeni v mist i a
odez¢¥ v mist | a poté mista buzeni a odezwglpodime, i bychom nangfit tutéz FRF.

Nejdalezit¢jSi kontrolou, kterou bychom nikdy n&in opomenout, je kontrola spravnosti
meteni v referetinim bod.
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4.2.2.1 Mégteni v referetinim bodk

V kapitole 4.1.2 bylo rozebrano, jaké jsou poZagan& tzv. referefni bod a jakym
zpisobem se voli. Kfeni je vhodné zdt praw meienim v referetnim bod a zkontrolovat
spravnost tohoto &iieni, nez budeme pokiavat v néreni vSech ostatnich bbeha struktie.
M¢jme stale na padti, Ze z nekvalitnich dat neikeme Zadnymi dalSimi postupy ziskat
vérohodny modalni model a z tohoto pohledu séep&novana poatenim kontrolam
spravnosti dat jevi jako vyhodna investice. Spraweieni v referetnim bod vypada tak, ze
(viz obr. 4.17):

+ v grafu amplitudy FRF zobrazené v dB je mezi kaZzamonanci antirezonance

+ v grafu faze FRF se rozsah fazéninpouze v rozmezi 180

+ v grafu imaginarni slozky inertance a receptances grafu realné slozky
pohyblivosti maji vSechny Sgky stejna znaménka
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Obr. 4.17 - Kontrola spravnostidreni FRF( inertance) v referénim bod
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Pro vSechna #teni, nejen v referénim bod, by pak ndlo platit, Ze koherence (vztah
2.10) se co nejvice blizi hodgdt. BéZzre se toho ale nepotiadosahnout v celém ¢feném
frekvertnim rozsahu. | # kvalitnich méfenich je obvykle v antirezonancich koherence
vyrazre mensi nez 1 (viz obr.4.15) wisledku toho, Ze Urovtesignalu odezvy je na&dhto
frekvencich srovnatelna s drovni Sumu. Naopakjiing@ilis kvalitnich n&fenich byva
koherence obvykle alesp@ okoli rezonanci rovna ténl.

Pro vSechna wieni by také rdo platit, Ze Nyquidiv graf vykresli pro vSechny
rezonanceietelné kruznicové Useky. Na obr. 4.17 dole jelvide jeden z mad(jde o prvni
maod) nevykreslil filis zietelnou kruznici. Jde o projev chyby Unikem a s simavisejiciho
nedostaténého frekvetniho rozliSeni raeni. Blize bude tentoftipad prodiskutovan v
kapitole 4.3.1.2 poté, co se seznamime s vlastmostaalni kruznice.

4.3 Identifikace modalnich parametria

Poté, co jsme #gfenim ziskali vSechna pebna data (tj. jededdek nebo jeden
sloupec matice FRF) argnesli jsme tato data do itace, nasceka jejich zpracovani. Této
casti modalni zkousky sdikad experimentalni modalni analyzgorotoze je to faze
experimentalnihofifstupu, ktera odpovida fazi nazyvajici se modat@iyza i v teoretickém
piistupu. V obou fipadech vede modalni analyza k odvozeni modalnastnosti systému.
Je vSakitba si vSimnout, Ze ty dva procesy samotné jsotkpohodliSné: v experimentu jde
0 procesaproximace Kvek (curve-fitting, zatimco v teoretické analyze jdéeseni problému
vlastnich¢isel.

Ke zpracovani nadtienych dat je v dne3ni délix dispozici mnozstvi programovych
baliki urcenych pro experimentalni modalni analyzu aredpoklada se, Ze by uZivatel tuto
fazi provaal bez softwarové podpory. Kazdy software ma k drsgiawkolik raiznych metod
zpracovani nagfenych dat, a je na uzivateli, aby byl schopen WhevhodijSi metodu
pro kazdou aplikaci. Podle slozitosti pracuji jetlimé metody bd s casti FRF grafu
obsahujici jednu rezonancicasti FRF grafu obsahujici vice rezonanci, nebo $atwpny
zpracovat vSechny natitené FRF globakh Ve vSech fipadech je vSak uUloha v zagaslejna:
najit takové koeficienty v teoretickych vyrazecho grekvereni odezvovou funkci, které
budou v co nej§tSim souladu s natfenymi daty. Tato Uloha se da nejsnég&t s pouzitim
vyrazi pro FRF ve form fady, tak jak byly odvozeny v kapitole 3 pritzné typy systérin
Zvlastni vyhodou tohoto ifstupu je, Ze koeficienty takto demé jsou vfimém vztahu
k modalnim vlastnostem testovaného systémugt&nou jsou to jediné parametry, které nas
zajimaji.

V tomto textu neni &elem probrat vSechny dostupné metody ziskavani imiatia
parametii. Probereme si stéa¢ jen ¥ z nich.

4.3.1 Metody aproximace systémem s°lvolnosti

Existuje vice metod modalni analyzy sdilejicichjrstezakladni pedpoklad: ze
v blizkosti rezonance je celkova odezva ovladniitspgvkem modu, jehoz vlastni frekvence
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je nejblize. Tyto metody se jestli na metody, kteréedpokladaji, Zze veSke@ezva je
dana timto jedinym médem, a metody. ktefédpokladaji, Zefilspevky ostatnich mail jsou
reprezentovany jednoduchou aproximaci. K prvninich pati nejjednodussi metoda, které
se fika Spicka-amplituda(peak-amplitude) nebebirani Spiek (peak-picking). Ke druhym

pafti asi nejl¥zneji pouzivana metodaproximace kruznici

4.3.1.1 Metoda Spika-amplituda (sbirani §fmk)

Je to metoda, ktera dostéte funguje u struktur, jejichz FRF maji d@bseparované
mody a které nejsou tak malo tlumené, aby nebylprméaiskat fesné ndreni v rezonancich,
ale které na druhé stranejsou tlumené natolik, aby odezva v rezonana Byhe ovlivhéna
vice nez jednim moédem.Tim je sice pouzitelnost thetumezena, ale u sloggich gipad
je mozné ji pouzit alespiok ziskani psateinich odhad poZzadovanych paramaétréimz se
urychli obec#jSi aproxim&ni postupy. Tato metoda se také pouZziva k ziskémiognich
tvara kmiti. Aplikuje se nasledowin

1) Na grafu FRF se identifikuji jednotlivé rezogan Sptky a frekvence, na kterych je
odezva maximalni, jsou vzaty jako vlastni frekvefice

2) Zaznamenaji se amplitudy |[H| ratlito vliastnich frekvencich.

3) Ur¢i se tlumeni pomoci bads polovEnim vykonem -w, awy, (vztah 3.40):

2 _ .2
n, = o) o n =2,

4) Provede se odhad modalni konstanty analyzovanélao e pedpokladu, Zze celkova
odezva v této rezonani oblasti je dana jedinym mddem - jedinyenem v rack

A

jk

N
tah 3.121)«a. = d Q
(vzta ), (o) ,Z:;‘Qf i pro w=9;
°oX Iy feleA _ A 5 _ 2
MuaZe byt tedy ziskana ze vztafi = o takze A, =|H@?n,

reir

4.3.1.2 Metoda aproximace kruznici (circle-fit)

Pro systém s jednim stun volnosti vytvdi Nyquistiv graf frekverné odezvovych
vlastnosti kivku blizkou kruZnici a pokud je zvolen spravny tygezvového parametru pro
dany model tlumeni, tak jde agsnou kruznici. | systémy s vice stupni volnostivéieji
Nyquistovy grafy FRF dat obsahujici t&mkruznicové Useky, odpovidajici oblastem v
blizkosti vlastnich frekvenci. Tyto charakteristifgou zakladem jedné z néjdzitejSich
metod modalni analyzy, ktera je znama jako met@dexamace kruznici pro systém s jednim

stuprém volnosti (SDOF circle-fit method).

Postup v tomto textu bude odvozen na systému sétgtnim tlumenim. Proto
musime pouzit FRF ve fokmeceptance, protoze tato vytva Nyquistow¥ diagramu pesnou
kruznici. Pokud by v8ak bylddba pouZzit model s visk6znim tlumenim, bylo by aytouZit
FRF ve form¢ pohyblivosti. | kdyZz to vede na odliSny vzhled ghami - protoze jsou
v komplexni rovig poota@eny o 90 - vétSina nasledujici analyzy a poznamek se hodisstejn
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dohkie i na tento fipad. Nekteré z programovych balikpro modalni analyzu, které vice
rozliSuji, nabizeji vy&r mezi €mito dwma typy tlumeni a v zavislosti na tomto ¥y
pouZziji k aproximaci kruznici ktireceptanci nebo pohyblivost.

Metoda aproximace kruZznici vyuziva skirtesti, Ze v blizkosti rezonance je chovani
vétsiny systém ovladnuto jedingm modem. Algebraicky to znamer&éaimplituda FRF je
fakticky dana jednim ze zlomkviad - tim, ktery pislusi mddu, jehoZz rezonance je
sledovana. Tentorpdpoklad nizeme vyjadit nasledova. Ze vztahu (3.121) mame:

N A
a. (w) = s__Jk 4.1a
(@) ;Qi—wzﬂr]sﬂi (4.12)
To maze byt bez zjednoduSenigpsano jako
A, N A
a, ()= ok + > sk (4.1b)

2 2 H 2 2 2 H 2
Qr —w +in,Q; <& QF —w +in Qg

Predpoklad 1 volnosti je takovy, Ze pro maly rozsah frekvenddlizkosti vlastni
frekvencer-tého modu je druhylen ve vyrazu (4.1b) té#h nezavisly na frekveneb a vyraz
pro receptanci ize byt zapsan jako:

A +B. (4.2)

r

oy (('0)(.0:9, O

S grafem celkové receptance pak lze zachazet j&kozsici majici stejné vlastnosti
jako modalni kruznice vySetvaného moédu, ktera je ale posunuta &gar komplexni
roviny v mire ukené pispivkem vSech ostatnich méddNeda seici, Ze by ostatni mody byly
nedilezité nebo zanedbatelné - pkdwaopak, jejich vliv mze byt vyznamny - ale spiSe se da
fici, Ze jejich spolény vliv miZe byt vyjaden v okoli rezonance konstantou.

Vlastnosti modalni kruznice

Zakladni funkce, kterou se zabyvame, je

a=y ! 4.3)

2
r=1 W .
Q21— — | +i

protoze jediny vliv zahrnuti modalni konstant, je v zavedeni gfitka velikosti kruznice

(nasobeni

rAjk‘) a v poot@eni kruznice (oJ,A ;). Graf veltiny a dle vztahu (4.3) je

zobrazen na obr. 4.18. Zjie mozné vidt, Ze pro libovolnou frekvenav miZzeme napsat
nasledujici vztahy:

toly) = 'anégg - (n“’j (4.42)

Q

r
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2
Rela) o)
a
tg(90° -y)= =tg0/2)= ——~— 4.4b
000 -v)= i) = 1A= — (4.4b)
ze kterych dostaneme:
o =Q?[f1-n, (g(8/2)) (4.4c)
Derivaci rovnice 4.4c podkdostaneme: ( 22
W
acl)
2 2 Q,
dw” _ _Q; [, d1+ :
de 2 n: (4.5)
4 lm (o)
Re‘(a) Re @)
yAw=0 - >
0
w

Obr. 4.18 - Vlastnosti modalni kruznice

Prevracena hodnota této W@ty je mirou rychlosti, s jakou funkcergihne fFes
kruhovy oblouk. Je vigt, Ze dosahne maximalni hodnoty (maximalni ryclhlpsbbihani),
kdyz w=Q,, tedy g vlastni frekvenci. To je vi& na dalSi derivaci, tentokrat podle

frekvence:

2
i(d‘*’ j:o pro Q?-w?=0 (4.6)
dw| d6

VySe uvedend vlastnost je uZibd @i analyze dat systéins vice stupni volnosti,
protoZze obechneni gesrt znamo, kde je vlastni frekvence, ale pokud piaset relativni
vzdalenosti mezi na&enymi body podél kruhového oblouku v blizkosti k&Z@zonance,
meli bychom byt schopni tuto hodnotuditrz rychlosti ptibéhu rezonanci.

Tlumeni mizeme w&it pomoci dvou bodl na modalni kruznici ex, nad rezonanci a,
pod rezonanci. Dosadime do vztahu (4.4b):

tg(6, /2) = ﬂ alo.i2) &2_1

N, n:
a z £chto dvou rovnic dostaneme vyraz pro tlumeni tomoéalu:
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- w; — W,
a2 ttg(6, /2) + tg(8, /2)) (4.7)

Toto je gesny vztah a hodi se na jakoukoliv umwumeni. Pokud se zabyvame malym

tlumenim, teknéme pro ztratoveé faktory mensi nez 2-3%), zjednodeasiySe uvedeny vyraz
na:

N,

w, -«
0204 a b
150 g6, 12)+ tole, 12))

Pokud vezmeme dva body, pro které plati=6, =90° (body s polowinim vykonem),

(4.8)

dostaneme znamy vztah:

0w, —

=—1 4.9a
n, Q. (4.9a)
nebo, pokud tlumeni neni malé:
W -
- 4.9b
n, 207 (4.9b)

Posledni vlastnost se vztahuje namr kruznice, ktery je pro valinu specifikovanou

rovnici (4.3) dan vztahem——. Pokud se zavede pomoci modalni konstan@itateli

QM
metitko, bude pimer
_ rAjk
r Djk - ﬁ (410)

a jak uz bylo zmigno diive, cela kruznice bude podtma tak, Zze hlavni pmér - ten, ktery
prochazi bodem ifslusejicim vlastni frekvenci - je orientovan o lhe A, od zaporné

imaginarni osy. VSimgte si, Ze to znamena, Ze kdyZz A bude zaporné, kudmice lezet
v horni polorovig, cozZ je situace, ktera néie nastat u bodové FRF, ale teposové ano.
Konstantniclen By z rovnice (4.2) utime jako vzdalenost vrsku hlavnihaipéru modalni
kruZnice od p&atku (viz obr. 4.19).

Obr. 4.19 - Posunuti a nateni modalni kruznice
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Pt vyhodnocovani modalnich parametze skuténych nangienych dat nemame k
dispozici vzdy celou modalni kruznici. U systémdokie oddlenymi mody se dadekavat,
Ze kazda rezonance vytVovétSi ¢ast kruznice, ale se stoupajicim modalnim ruSenim p
blizSich modech nebostsich Urovnich tlumeni musimeéekavat, Ze budou identifikovatelné
pouze malé kruznicové Useky (mozn& #&bo 60). Pokud Nyquistv diagram nevytvii v
blizkosti rékteré z rezonanci retelnou kruznicovoucéast, je vyhodnoceni modalnich
parametii problematické.

Na obr. 4.17 dole je Nyquist graf z néreni systému s doé oddlenymi mody. Jde o
meéteni v referetnim bod a vSechny ostatni grafy na tomto obrdzku ukazajikwalitni
meieni. Nyquistv graf prvniho modu vSak nevykreslitetelny kruznicovy usek. V tomto
piipadt je to v disledku nedostateeho frekvenniho rozliSeni. Na obrazku jsatervere
oznaeny 4 body, které jsou blizko rezonance a jétyide pfibéh pres rezonanci je v tomto
piipadt tak rychly, Ze nestihne vykreslit kruznici. Z taébaomeieni by byla bez probléin
piesré vyhodnocena vlastni frekvence, ale odhad tlumegriyb velmi nespolehlivyResenim
této situace by bylo snizit frekvém rozsah réeni, s¢imz souvisi prodlouzeni dobyétieni,
zmen3eni chyby unikem a zlepSeni frekdreého rozliSeni.

4.3.2 Metody aproximace systémem s vice stupni volnosti

Je mnoho situaci, ve kterych je SDORsup k modalni analyze nedostatg nebo
nevhodny a existuje prosmekolik alternativnich metod, které mohou byt sgotenazvany
jako aproximace s vice stupni volnosti.

Jednim zvlaStnimifpadem jsou systémy s extré&malym tlumenim, u kterych jsou
meéieni v rezonancich n&gsna a obtizh ziskatelnd. ¥mito se zde podrolksji zabyvat
nebudeme.

Opanym pipadem jsou systémy s Uzce svazanymi mody, kdprfgxienace jednim
maddem nevhodna. Blizce svazanymi médy myslimevialgystémy, které maji Buvlastni
frekvence velmi blizko u sebe nebo maji relativelké tlumeni nebo oboji. Wdhto systém
odezva dokonce ani v rezonanci nertiena pouze jednim médem (neboli jedrilenem ve
FRF fac®). Tady mizeme pouzit hdi jednoduché rozfni SDOF metody nebo pouzit
obecny pistup k aproximaci. Jeho princip si zde sivyswtlime.

Obecny pistup k aproximaci

Ozna&ime jednotliva nakrena FRF data jako:
af(w,)=al (4.11a)

zatimco odpovidajici "teoretické” hodnoty se&na

m A, 11
o (w)=0a, = =K +— - 4.11b
wod=a= 2 e TR e @410

kde koeficienty, A, A, ..., Q1, Qz, ...,N1, N2, ..., K @ M mame vSechny .
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x 1 : L . . P . -
Clen ——— predstavuje vliv nizkofrekvemich mod: (t€ch, které lezi pod spodni hranici
oV ik

meieného frekvetniho pasma) alen predstavuje vliv vysokofrekvenich méai (t&ch,

R
jk

které lezi nad horni hranicigieného frekvetniho pasma).

Miazeme definovat jednotlivou chybu jaleo , kde

€, =(0(;“ —a/) (4.12)
a to vyjadime jako skalarni velinu:

E, :‘g?‘ (4.13)

Pokud dale zvySime obecnosiddnim vahoveho faktorw, do kazdého frekvemiho bodu,

ktery vySetujeme, musi aproxintai proces ufit hodnoty neznamych koeficientv (4.11)
tak, aby celkova chyba

P
E=ZW(E( (4.14)
=1

byla minimalizovana. Toho se dosahne tak, Ze sazvi#.14) derivuje podle kazdé nezname
zvla¥, ¢imz se vytvdi mnozina tolika rovnic, kolik je neznamych, kazaatvaru:

—=0 ; a=1A ., oA s--atd (4.15)

Takto vytva@ena mnozina rovnic neni bohuzel pro mnoho koeftdielmearni
(vSechny parametr@s ans) a neni tedy mozné §esit gimo. Kwili tomu si izné algoritmy
vybiraji své vlastni postupy,ifipemz provadji rizna zjednoduSeni. &&ina jich pouziva
n¢jakou formu iteranihofeSeni, Bkteré vyraz linearizuji, aby problém zjednodusilyéass
vSechny se velmi spoléhaji na dobréte:ni odhady.

4.4 Modalni model

At uz jsme pouzili kteroukoliv ze zde uvedenych n¢bgch metod aproximace,
vysledkem by rél byt konzistentni modalni modeliifouZiti globélnich metod aproximace
je konzistentni modelipmo jejich vystupem, ip pouZziti jednodussSich SDOF metod jelta
pouzit rékteré dodaténé postupy, jako je pmérovani vlastnich frekvenci a modalnich
tlumeni ziskanych z jednotlivych narfenych FRF charakteristik. Nicm&nvSechny tyto
kroky byvaji v softwarovych prosdcich pro experimentalni modalni analyzu zabudpwean
pokud uzivatel nechce, nemusi selcstarat.

Jak uz bylareceno v kapitole 1.2, modalni model je tgn dv¥mi maticemi:
+ spektralni matice (na diagonale ma vlastéiisla, tj. vlastni frekvenci a tlumenti)

+ modalni matice - jeji sloupce jsou vlastni vektoryripluSejici k jednotlivym
vlastnim frekvencim
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4.4.1 Prezentace ziskaného modalniho modelu

Skute&ny vystup z programu pro modalni analyzuize byt v tabulkové forgh
Ukézka vystupu z programu Star Struct je uvedenalbmazcich 4.18 a 4.20. Na obr.4.18 je
tabulka se zjighymi vlastnimi frekvencemi a tlumenimi. Tlumeni Zde udano ve dvou
formach: damp[Hz] udava polovinui€y 3dB pasma, damp[%] je pa@mmy utlum nasobeny
100. Jiné softwarové baliky mohou udavat tlumejmé formg, nag. jako ztratové faktory.

Na obr.4.20 je tabulka vlastnich tda¥ ni jsouciselrt uvedeny jednotlivé vlastni tvary - ve
form¢ pomernych vychylek a fazi v jednotlivych stupnich vadtioV zobrazené tabulce jsou
vidét hodnoty pro 1.mod pro prvnichékolik bodi. Data pochézeji z &eni s trojosym
akcelerometrem, takZze kazdy bod ma 3 stuminosti - ve srrech X,Y a Z.

Softwarové baliky &Sinou umo#uji export a import datovych souliorve
standardnim formatu UFF a mnohé z nich uiogiz i predavani dat mezi jinymi
programovymi baliky, nejen pro experimentalni madahalyzu, aledZn¢ komunikuji nap.
s programem ANSYS apod.

Tabulkovy vystup vlastnich tvameni f#ili$ ptehledny a pro posouzeni viastnich tvar
se nepouziva, je vSak nutny, pokud chcegiselrt srovnat vlastni tvary ziskané
experimentem a vymtem (blize viz kap.4.4.3). Pra&giné posouzeni a prohliZeni vlastnich
tvami se pouziva vykresleni tvaru a jeho animace. Aniniatoziuji vSechny softwarové
baliky pro modalni analyzu, ale jerkieré umo#uji i export animovaného tvaru v AVI
formatu. Pokud péebujeme vlastni tvar prezentovat vdars podob, musime se spokojit se
statickym obrazkem, jako napna obr. 4.18 - zde jsou zobrazeny¢ dkrajni polohy
3. vlastniho tvaru z tabulky 4.1. Nedeformovanaldtrra je zobrazen&erverg, vlastni tvar
cerrg.

Tabulka 4.1 - Vystup z programu STAR - tabulkatriaek frekvenci a tlumeni

B Frequency Results: Freq & Damp

File Edit List Scaling
70,4760

Mode Freq.[Hz] Damp.[Hz] Damp.[%] -

1 453 BBe-3 B43.72e-3

2 214.44 935.13e-3 436.08e-3

3 29018 B5711e-3 226.45e-3

4 32365 72352e-3 223 56e-3

] 364.30 132 62 46e-3

B 438,70 1.7 403 Bde-3

7 453.08 285 49 61e-3

a 521.10 1.24 2586 90e-3

9 R33.50 991.38e-3 185.82e-3

10 5a0.03 244 419 96e-3

11 hE3.30 137 233.02e-3

12 78317 451 594 RZe-3
13 78055 413 529 62e-3 Z
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Obr. 4.18 - Statické zobrazeni vlastniho tvaru

Tabulka 4.2 - Vystup z programu STAR - tabulkatwiek tvar:

Ed Frequency Results: Shapes

File Edit List glallgl]
b ode j Freq.[Hz] Dramp.[Hz] Dramp.[%] it Drescription:
1| L] |mas 453683 | 6437263 | Unknown  [# 2:70.48 Hz
1]

Dir.1 Dir. 2 Dir. 3 2
Paint kag. Phage kdan. Phase hdag. Phase =

212 18763 345 187 64 188 727

2 209 18732 337 7h2 1.51 187.01

3 215 704 342 693 1.3 6.80

4 21 (.98 126 186.44 158 18792

] 215 187.36 243 a.04 138 188.00

B 222 18751 903.14e-3 a.28 475 36e-3 187.97

7 218 18713 624.01e-3 187.86 B16.94-3 797

a 215 187.10 20 187.29 139 723

9 218 729 216 B.25 1.39 a58

10 222 G.84 1.01 BG4 h26.27e-3 6.88

11 223 739 230.25e-3 179.35 642 15e-3 190,33

12 210 6.80 1.78 186.56 1.23 186.87

13 950.13e-3 187.35 235 a.03 BE1.78e-3 18879

14 938.74e-3 728 208 702 E19.62e-3 a1z

15 823 21e3 187 63 7792923 .80 180.60e-3 18714

16 282 32e-3 .51 M371e3 817 163183 227

17 2h3.27e-3 122.09 520,073 12212 21533 243

14 933973 710 B03.51e-3 188.34 266583 184.25

19 9138283 18722 220 187 53 914 45e-3 723
20 717 3883 742 168 186.05 930.07e-3 189.75 "
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4.4.2 Kontrola ziskaného modalniho modelu

Tak jako jsme kontrolovali spravnostérani v referetinim bod (kap 4.2.2.1), nez
jsme se pustili do vSech dalSichéieni, bude i nyni vhodné alesporient@&né prowiit
spravnost ziskaného modalniho modelu, nez se paistinjeho srovnani naps vypa&tovym
modelem ziskanym pomoci metody kémgch prvki.

Pokud ngtfime strukturu, jejiz mody jsou digboddleny (a pokud ji navic gfime ve
volném uloZeni), Zadné problémy s identifikaci mottd paramefr asi nenastanou a ziskany
modalni model bude spravny. U slé&@ich struktur s vazanymi médy, s velkou mirou
(neproporcionalniho) tlumeni bude i proces zisk@éontalnich parametrkomplikovargjsi.
Mnohdy je nutné nebo alespohodné zkusit pouzitizné aproximéni metody a vybrat tu
metodu, ktera dava nejlepsi vysledky. Jak je poaYakdyZ si vizualé prohlédneme ziskané
vlastni tvary, museji vykazovat "systematicky" pbhiekteré "vlastni" tvary vykazuji pohyb
chaoticky, jsou vselijak "hrbolaté" apod. Pokudt@etane, jsou dvmoznosti: bd’ na dané
frekvenci zadny vlastni tvar neni, ale programvjgyoril, protoZe jsme to podm v zadaném
frekvertnim pasmu ckiti, anebo tam vlastni tvar je, ale jeho identifikase tak Uplkh
nepodaila. Pfi rozhodovani, o kterou z danych moznosti v komkinétgipad jde, se musime
oprit hlavre o zkuSenosti, ale jsou i moznosti, jak si pompajg.:

¢ Pokud uz médme pro danou strukturu modalni paranzésigané vypétem, vime, jak maji
vlastni tvary piblizné vypadat, a vSechnyigbyt&né mizeme z narieného souboru
vyradit. Vypada to logicky, ale i zde bychom mohlglad chybu: Pokud gfime strukturu
V jiném nez volném ulozeni, mohou byt sku@ okrajové podminky jiné nez okrajovée
podminky zadané do vypiu a i ziskané vlastni tvary se mohou liSit. Tutoaci pozname
casto tak, Ze z #ileni ziskame gkné hladké tvary, které ve vygtovem modelu chydi. V
tomto gipact bude chyba spiS na stéavypoctového modelu. V kazdéntipad nam ale
znalost teoretickych vlastnich téapomiZe vyadit nangiené “"hrbolaté" vlastni tvary
(anebo nas donuti je identifikovat Iépe).

+ MiZeme prozkoumat tzv. komplexitu vlastnich fyazn. do jaké miry jsou vychylky ve
vlastnich tvarech komplexgisla. Obec# se dé&ici, Ze¢im je tvar méa komplexni, tim je
vétSi pravépodobnost, Ze je spravny. Zviasp plati u malo tlumenych strukturébenych
ve volném ulozZeni, u kterych se komplexni tvabec nenize vyskytnout. Naopak, u
hodre tlumenych struktur s neproporcionalnim tlumenimapins pryZzovymi prvky) je
vyskyt vysoce komplexnich tvabéZny a nemusi znamenat chyhiligdentifikaci.

Pokud je tlumeni gfené struktury neproporcionalni, jsou ziskané viastry vzdy
komplexni. Bi animaci pozname komplexni vlastni tvar tak, Zejaeby "vini". Tento
vizualni efekt vzniké tim, Ze vychylky v jednotlisty bodech nedosahuji svych maximalnich
hodnot sotasré. Diasledkem toho je, Ze uzlowary neni svou polohu. DalSimidledkem je,
Ze tyto tvary neni mozné zobrazit staticky. Pokei@ $0 chceme pokusit, musime je takavan
normalizovat, tzn. Ze fazim, které maji hodnotwdilik nule, pfadime nulu (kladna
amplituda) a fazim, které maji blize ke 18@riradime 180 (zdporna amplituda). Timto
vyhlazenim ziskame redlndildiZzeni €chto vlastnich tvdr. KdyZz se podivame do tabulky
4.2, vidime, Ze v ni uvedeny tvar je velmi slddmmplexni, protoZe faze jsou vessrvelmi
blizko @ nebo 180.
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Pokud dva nebo vice vlastnich tivavypadaji podob& mize byt ogt chyba v
identifikaci. MiZe se to stat, kdyZ si namejsme jisti, kolik mod se v daném frekveénim
pasmu vyskytuje, a chceme po programu, aby jiclelnai&e, nez jich ve skutmosti je.
Program nam vzdy vyhovi, ale identifikuje v tomtipadt tzv. "faleSné mody". Pro tento
piipad je dobré podivat se na tzv. MAC matici. Podéob ni bude pojednano v nasledujici
kapitole, protoze hlavnicél jejiho pouziti je porovnani dvou modetiskanych znymi
metodami, ale lze ji pouzit i pro jeden model. Wnto gipad bude mit MAC matice na
hlavni diagonéle vSechny hodnoty rovny 1 a na miagmhalnich prvcich by &a byt velmi
malacisla. Pokud se tam vyskytnaisla blizka 1, velmi pravghodobré jde o faleSné maddy.
Pokud si jsou velmi podobné vlastni tvary mpkiteré jsou frekvaimé dosti vzdalené, je to
obvykle v disledku toho, Ze se tyto tvary lisé&im, co nebylo rsfeno. Geometricky model
pro modalni zkouSku byva obvykle pém¢ jednoduchy, takze se snadnaize stat, Ze
nepostihne vSechny detaily pohybu, a dva viaswiytge pak mohou jevit stejné, i kdyz ve
skute&nosti stejné nejsou. V tomtoripad nejde o chybu ®gteni, ale pouze oudledek
nedostatéen¢ jemného modelu.

4.4.3 Srovnani experimentalré ziskaného a vypétového modalniho modelu

V kapitole 1.1 jsme uvedli, Ze velndasto je modalni zkouSka prowd s cilem
proveést pimé srovnani meziipdpo¥zenym (vypdétenym) dynamickym chovanim struktury
a tim, které je v praxi skute¢ pozorovano. Bkdy se tento proces nazyva verifikace
(oveérovani) teoretického modelu, které probih&katika krocich:

+ porovnani dynamickych vlastnosti - experimentagiwypatovy model
+ kvantifikace rozsahu rozdilmezi €mito dwma mnozinami dat
+ provedeni Uprav v jedné z mnozin vyslédik, aby bylo dosazen@téiho souladu

Kdyz je toho dosazeno, je mozné prohlasit teorgticlodel za odfeny a je timto
piipraven k pouZziti v nasledné analyze.

Srovnani dynamickych vlastnosti experimentalniheypoctového modelu rizeme
provést pro vsechnytit typy dynamickych modél (fyzikalni, modalni a odezvovy). Z
opanych postup, kterymi se ubira experimentalni a teoreticka el je ¥ejmé, Ze co je
nejpohodIgjSim typem modelu pro teoretickou analyzu, to jgh@i@ dosaZzitelné pro
experimentalni analyzu a app&. Fri teoretické analyze vychazime z fyzikalniho modele
dostat se k ¢ému pres naniiena data je poénn¢ obtizné a vyZaduje aplikaci dalSich postup
zpracovani dat, které uz nebyvaji &sti softwarovych baltk Naopak frekvetni odezvoveé
funkce, které fimo ziskdme rienim, je relativlh pracné ziskavat v teoretickém modelu.
Proto je nejasgjSim formatem pro srovnavani dvou mnozin dat mddalodel. Uvedeme si
zde rekolik moznosti, které mameigrovnavani modalnich modek dispozici.

4.4.3.1 Srovnani vlastnich frekvenci

Zcela samozjmé je proveést srovnani nafanych vs. vyp&tenych vlastnich frekvenci. To
secasto @la jednoduchou tabelaci obou mnozin vystedlde uziténg¢jSi forméat je vykresleni
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experimentalni hodnoty oproti vygtené hodnat pro vSechny mody zahrnuté do srovnani,
jak je ukdzano na obr. 4.19. Timtouspbem lze vi&t nejen stupke souladu mezi aima
mnoZinami vysledk, ale taky povahu a moZnouiiginu vyskytujicich se odchylek.
Vykreslené body by #y lezet na pimce se swrnici 1 nebo blizko ni. Jestlize lezi pobliz
piimky, kterd& ma jinou simnici, pak je téem¥ urité pficina nesouladu v chybnych
materialovych vlastnostech pouzitychi pypoctu. Pokud jsou body podéliimky Siroce
rozptyleny, je v modelu, ktery reprezentuje strokfuzavazna chyba a je nutno provést
zakladni pehodnoceni. Zvlastni pozornost vyZaduigad, kdy se body lehce odchyluji od
idealni gimky, ale systematickym a nikoli ndhodnymuigpbem, protoZe tato situace
nazn&uje, Ze zde je specificky rys, ktery je za odchytidpovdny, a Ze to nelze jednoduSe
pri¢ist na vrub experimentalnim chybam.

Pokud je rozptyl maly a podéliimky se sklonem 45nahodi rozlozeny, tak Ize
piedpokladat, Ze hodnoty pochazeji z normalniho proeceodelovani a éieni. Obvyklé je
to, Zec¢im vyssi (v pgadi) je vlastni frekvence, tim je rozdil mezi vyfnou a narrenou
hodnotou ¥tSi. Rozdily by mily mit tu tendenci, Ze vygtené frekvence jsou vysSi nez
nantiené, protoze do vygtu obvykle nezahrnujeme tlumeni, kdeZzto s&gmé frekvence
jsou vzdy tlumené, a tedy nizsi.

srovnani vlastnich frekvenci
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Obr. 4.19 - Grafické srovnani vlastnich frekvenci

Pokud je ¥tSina bod blizko idealni pimky (modré body na obr. 4.19) akteré body
jsou od této pimky hodré vzdalené {erveny bod na obr. 4.19), aXe to byt tim, Ze
srovhavameizné maody. To je velmiastou chybou. Jédba zdraznit, Ze pokud ziskame z
meieni 10 méd a v témze frekvamim pasmu z vypu 10 mod, neni jest zarweno, Ze je
muzeme automatickyigradit prvni k prvnimu...az desaty k desatémuz®ise totiz stat, ze:

+ Paadi dvou frekvetné blizkych mod je ve dvou srovnavanych modeledelpozeno.

+ Z m¢teni ndm jeden mod "vypadl'iéba proto, Ze jsme & referertni bod v jeho
uzlovém bod), takze bychom #i z experimentu o jeden mdéd mgrale posledni z
experimentu zjigny mod je ve vyp&ovém modelu uz nad zkoumanym frekgeim
pasmem, takZze zase chybi ve Wfpo Tim se pdet modi vyrovna.
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Kdybychom chili takto automaticky porovnavat zj&té mody, tak ve vSech zde
uvedenych metodach dojdeme k neuspokojivyneédn. Proto je nezbythnutné, abychom
pied zahajenim jakéhokoliv porovnavani dvou mbawdjdive vizualré prosli vlastni tvary a
priradili prislusné maédy k sab Tim vylowime nebezp#d porovnavani dvou mdad které k
sok nepati. To, Ze v experimentalnim modeldjaky mod chybi, je celkemehné, takze
nebezpéi plynouci ze srovnavani dvou nesouhlasnychimedelké. Nicmeé#, pokud médy
k solk® spravre prifadime, neda se chgjici mod v experimentalnim modelu povaZzovat za
chybu, kter4 by nam branila kvalitnimu srovnani wimodel nebo nala¢hi vypaitového
modelu. Je zcela dostate, kdyz vypoétovy model naladime podlédh modi, které mame k
dispozici (fedpoklada se, Ze nebude cétybrvni mod, ale spisSesktery z vySSich mai.

4.4.3.2 Grafické srovnani vlastnich tvar

Jednou z moZnosti, jak provést srovnani vlastniatiitje vykreslit deformovany tvar
pro oba modely - experimentélni a teoreticky - i@kpyt jeden obrazek ips druhy.
Nevyhodou tohoto ffistupu je to, Ze i kdyZ jsou dtrozdily, je obtizné je interpretovat a
casto jsou takto ziskané obrazky velmi matouci,gi®tje v nich obsazenailid mnoho
informaci.

PohodIrjSi metoda je podobna té pro grafické srovnanitnial frekvenci. Prvky
vektor vlastnich tvak se vykresli do x-y grafu, épnantiené vs. vypétene, a v idealnim
piipact by opit mély byt rozloZzeny pobliz fimky se snirnici 1. Pro toto srovnéni je geba
vybrat z vypd@tového modelu, ktery ma obvykle mnohem vice stupolnosti nez
experimentalni model, ty stuprolnosti, které se shoduji s experimentalnim memel

Grafické srovnani vliastnich tvar
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Obr. 4.20 - Grafické srovnani vlastnich tgar
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Povaha odchylek od ideédlniho stavuize ot pomerné jasreé indikovat gicinu
nesouladu: pokud body leZi blizkéipky se smirnici jinou nez 1, pak jeden ze srovhavanych
vlastnich tvait neni normalizovan podle matice hmot nebo je vaatejaka jina forma
chyby ntfitka. Pokud jsou body kolemiimky Siroce rozptylené, je vjedné nebo druhé
mnozirt dat zavazna népsnost a pokud je rozptyl nadmy, miZe jit o gipad, Ze
srovnavame prvky dvou vlastnich veKtpkteré nefislusi stejnému modu.

Na obr. 4.20 je provedeno srovnatiiMastnich tval, kazdy jinou barvou. Je Wt Ze
1. a 3. vlastni tvar vykazuji dobrou shodu, u 4stniho tvaru je shoda horsi. Tento vysledek
je typicky, protoze se viistajici slozitosti vlastnich tviaje obtizrijSi dosahnout shody.

4.4.3.3 Numerické srovnani vlastnich twar

Jako alternativu k vySe uvedenému grafickéniiistppu nizeme pouzit numerické
srovnani vlastnich tvar Nize uvedené vzorcegapokladaji, Ze data vlastnich tfranohou
byt komplexni. Experimentalni - n&peny vlastni tvar je zan {@x} a teoreticky vypdteny
- analyticky vlastni tvar §a}. Tato kritéria jsou ve skutmosti uzit€nad pro vSechny druhy
srovnani, nejen experiment vs. teorie, ale mohdupbwzity pro srovnani libovolného paru
odhadah vlastnich tvai.

Prvni kritérium se tyka valiny, ktera se nazyvéaktor modalniho mritka (Modal
Scale Factor - MSF) ar@dstavuje sirnici nejlepsi pimky proloZzené body na obr. 4.20. Tato
veli¢ina je definovana jako (mohou byt 2 formy, podladpktery z vlastnich tvarje vzat
jako refereini):

n

> (00), (@),

MSHX,A)=2 MSHA,X)=

(@), (@ );

szll(cpA ), (@) (o), (0 );

Je teba poznamenat, Ze toto kritérium nedava Zadnoikacidkvality aproximace
bodi pifimkou, ale pouze jeji sklon.

(4.16)

[ 204

=

LN

Druhé kritérium se nazyva koeficient korelace wviadt tvai (Mode Shape
Correlation Coefficient - MSCC) nebkritérium modalni ¥rohodnosti(Modal Assurance
Criterion - MAC) a poskytuje miru odchylky bbad @gimky ve smyslu nejmensiciverai.
Je definovano jako:

(4.17)

Sl o) |{Z0) )

j=1 j=1
a je to skalarni velina, i kdyZz jsou data vlastnich téakomplexni. Stej& jako faktor
modalniho nifitka neindikuje stupe souladu, nerozliSuje ani kriterium modalnirnosti
mezi nahodnym rozptylem zodpminym za odchylky a systematickymi odchylkami. Takze
kdyZz jsou tyto parametry uziteym prostedkem pro kvantifikaci srovnani mezi @wa
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mnoZinami dat vlastnich tviar nedavaji celkovy obraz a &g by byt brany v avahu
piednosti ve spojeni s grafy ve tvaru zobrazeném na obg. 4.2

Stoji za to uvazit dva zvlastnfipady: (1) ten, kdy jsou dva vlastni tvary idenéick
(2) ten, kdy se lisi jednoduchym skalarnim nasobRémripact (1) mame:

{ot={o
z ¢ehoz je vidt, ze
MSHX,A)=MSHA,X)=1
a taky, ze:
MAC(X,A)=1
V pripack (2) mame {x} = y{ ®a} a zjistime, ze
MSHX,A)=y , zatimco MSF(A,x):\_ll

ale protoZe oba mody spolu stéle #mokonale koreluji, stale mame:
MAC(X,A)=1

V praxi budou typickd data méridealni nez tato acekava se, Ze pokud pouzity
experimentalni a teoreticky vlastni tvar budou sknit ze stejného modu, pak hodnota MAC
bude blizko 1 zatimco pokud budou skute patit dvéma iznym maédim, meli bychom
dostat hodnotu blizkou 0. KdyZ vezmeme mnozinuexperimentalnich mdda mnozZinu m
teoretickych mod, mazeme vypdoist mx x may matici MAC kritérii modalni ¥rohodnosti a
zobrazit je v matici, ktera by ¢ jasre indikovat, ktery experimentaini mod nalezi ke
kterému vypétenému mabdu. Je obtizné uvésegné hodnoty, kterych by do MAC
nabyvat, aby byly zaji8hy dobré vysledky. Obeérse vSak ukazuje, Ze hodnotsi nez 0,9
bychom ngli ziskat pro k sob pakici mody a hodnoty mensSi nez 0,05 pro mody, ktesélk
nepati.

T &C k)
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Obr. 4.21 - MAC matice - grafické znazeémin
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Stoji za to zminit se o¢hterych gicinach nedokonalych vysletkiéchto vypd@ta.
Kromé zjevného dvodu, Ze model je nespravny, mohou byt hodnoty M#&EnSi nez 1
zpiasobeny:

nelinearitami ve zkouSené strukgu

neodpfimérovanym Sumem v natfenych datech

nedbalou modalni analyzou n&mnych dat

nespravnym vy#rem stugiu volnosti zahrnutych do korelace

* 6 o o

Na obr. 4.21 je fiklad MAC matice, ktera pochazi ze srovnani dvogreni - [Fi
buzeni kladivkem a but#m. Slo o strukturu, kterd ma 3. a 4. mod velmigboé a
frekventn¢é od sebe vzdalené o 0,4 Hz, jejichZ identifikacklproblematicka. To je vid na
MAC matici, kdy prvek (3,3) je menSi nez 0,8 a x(@,4) je \¥tSi nez 0,4.

Pozn.: V kapitole 4.4.2 uz jsme se o hodnotdch MdiEria zminili. Uplatnime-li
MAC kritérium na 1 sadu vysledk dostaneme na hlavni diagonale vzdgsm hodnoty 1,
takZe signifikantni jsou pro nas mimodiagonalni rraigt - mely by byt blizké nule. Pokud
nejsou, je zde nebezfieryskytu faleSnych mad
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experimentalni model

volné uloZeni, pevné ulozeni, ulozeni in situ

SISO, SIMO, MIMO

FRA analyzator, FFT analyzéator

referegni bod

metody aproximace: metoda &g-amplituda, metoda aproximace kruznici
kritérium MAC

a Otazky

1. Jaké znate Zisoby uloZeni rfené struktury a jaké jsou vyhody a nevyhody kaZzdeho
nich?

2. Co se mysli pojmem "experimentalni model"? Jak sbuwalita experimentalniho
modelu s kvalitou ziskanych modalnich paraff&tr

3. Kterym typem nifici metody (SISO, SIMO, MIMO) sergvazrié zabyva tento ¢ebni
text?

4. U jakého typu struktur je nutné pouzit MIMO metodu?

5. Jaky je vztah mezi tuhosti hrotu rdzového kladikavybuzenym frekvamim
rozsahem?

6. Jaky je vztah mezi hmotnosti hlavy razového klagaiek vybuzenym frekvenim
rozsahem?

7. Prat se nedoportuje pouziti razového kladivka prosteni s frekveini lupou?

8. Jakeé jsou vyhody a nevyhody buzeni pomoci razokéddivka?

9. Jaké jsou vyhody a nevyhody buzeni pomdiggyeného budie vibraci?

10.Jakeé typy budicich signaznate?

11.Jakeé typy analyzatdrznate?

12.Jaké ndtici vybaveni pouzijete pro studium nelinearit vtéysu?

13.Co je to referetni bod a jaké pozadavky jsou ng kladeny?

14.Jaké znate metody identifikace modalnich paraifietr

15.Jak se da z Nyquistova grafu zjistit vlastni fretce?

16.Jak poznateipanimaci komplexni vlastni tvar a jak takovy tvanika?

17.Jak by m#l vypadat graf srovnavajici experimentélniskané a vyptiené vlastni
frekvence? (N&tnéte takovy graf pro dale odlagny MKP model.)

18.Jak by ngla vypadat MAC matice srovnavajici experimentanvypatové ziskany
model? Co prvky matice MAC vyjadji?
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5 PROVOZNi MODALNIi ANALYZA

V této kapitole se seznamite s moderni metodoua kienoZuje ziskat modalni
parametry pouze z provoznich dat, bez nutnostiéimo vybuzeni ené struktury.

Cas ke studiu:2 hodiny

\ ]
@ Cil: Po prostudovani této kapitoly budetedm

+ Vyswétlit podstatu provozni modalni analyzy

7\

+ Posoudit moznosti pouziti provozni modalni analyzy
+ Provést provozni modalni analyzu a posoudit ziskgekedky

) o

Provozni modalni analyza je metoda, pomoci kterénggné ziskat modalni model
pouze na zaklad méieni odezev. Postup difeni je stejny jako u #iteni grenositelnosti
(transmissibilit) u provoznich tvarkmitu. Potebujeme tedy jeden refekam akcelerometr,
ktery zistava po celou dobu zkousky na mist jeden nebo vice akcelerongetra snimani
odezvy, které seipmig’uji po struktiie. Matematické pozadi, které stoji za provozni rroda
analyzou, je vS8ak mnohem sl@fti, nez je tomu jak u provoznich tudemita, tak u klasické
modalni zkousky, kterou se az dosud zabyval tetsbni text. Da séici, Ze teprve masivni

R d

narist vypaetni kapacity péitaci v poslednich letech umoznil vznik a ragsii této metody.

Provozni modalni analyza, jak uz nazev napovida,psevadi za skutaych
provoznich podminek &eného stroje nebo #Haeni, gicemz se nekii vstupni budici sily,
ale pouze vibréni odezvy. Besto jejim provedenim ziskame platny modalni mawgéného
systému, i kdyZ nenormovany. Tato metoda je z&¥la8bdna pro réreni velkych struktur, u
kterych by bylo undlé buzeni problematické nebo nemozné. SEctspm se pouziva pro
modalni zkouSky mo8t budov, ¥&Zebnich ploSin apod. flPozené buzeni od sikmiho
provozu, ¥tru nebo meéskych vin je v tomto Pipact Sirokopasmové, coZz je hlavni
piedpoklad pro asgEny paibéh modalni zkousky. Literatura uvadi, Zze v &mnosti se OMA
zaina uplatovat i ve strojirenskych aplikacich - u riéxt&ch strofi, zkouSek f jizde, za letu
apod. Limitujicim faktorem véthto gipadech byva pravzpisob girozeného buzeni. Nap
u rotatnich strofi pochazi hlavni budici frekvence od @@k rotoru a buzeni na ostatnich
frekvencich byva velmi slabé. Zachto okolnosti bude spolehlivost ziskaného modalnih
modelu mala. Situaci iZeme zlepSit tim, Ze aplikujemeigavné Sirokopasmové buzeni,
které nenstime (viz obr. 6.1).
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akcelerometr
k meteni odezvy

referedni akceleromety

pridavné nerérené
Sirokopasmové buzen
kladivkem

Obr. 6.1 - Sestavadeni pi provozni modalni analyze gigavnym buzenim

Vyhody provozni modalni analyzy oproti klasické ralmd zkouSce se daji shrnout takto:

+ Neni feba gipravovat upevéni struktur, budit a snimau sily:
- nevyzaduje testovactipravky
- priprava je rychla
- neni dynamickeé zatizeni od bailia budicich t§ek
- nejsou problémy &initelem vykmitu jako pi pouZziti kladivka
- nehrozi potencialni poSkozeni struktury

+ Modalni model reprezentuje sktite& provozni podminky:
- skut&né okrajové podminky
- skutené sily a arové vibraci

+ Je zapdgebi pouze firozené nahodné nebo n&fené unslé Sirokopdsmoveé buzeni.
+ NenaruSuje &ny provoz.
+ Modalni zkouSka rive byt provedena soasre s jinymi aplikacemi.

+ Metoda je pirozerg polyrefererni, protoze buzenigsobi ve vice mistechdrené
struktury. Je mozna identifikace vicenasobnychimod
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Provozni modalni analyz

Je teba se v8ak zminit i o nevyhodéach, a to:

¢ Ziskany modalni model je nenormovany (nemé&itko), nelze tedy prové
simulace modifikaci a vynucené odezvy.

+ Metoda vyZaduje &tSi zkuSenosti operatorégsto je zapdebi gedkEzna analyza.

+ Muze vyzadovat dlouh&asové zaznamy.
- e potebnd ¥tSi kapacita pro zpracovani dat
- Je potebny \tSi vypaetni vykon

Pfi provozni modalni analyzetipmame rekteré gedpoklady, které d¥eme rozdit na
teoretické (matematické) a praktické.

Teoretické pedpoklady:

¢ Stacionarni signdly vstupnich sil mohou byt aproudny filtrovanym
Gaussovskym bilym Sumem s nulovotedhi hodnotou.

- Signaly jsou upla popsany svymi koretaimi funkcemi.

- Vypoctené spektralni hustoty a koré&hd funkce jsou podobné&r, které se
ziskaji z experimentéalnich dat.

Praktické pedpoklady:

¢ Buzeni je Sirokopasmové.
+ Musi byt vybuzeny vS8echny mody (jako u klasické alntizkousky).

A je to pra¢ nedokonalé spimi predpokladu Sirokopasmového buzeni, cosgbuje
problémy @i analyze dat. Pokud je struktura buzena pouzerb8ymem, veSkeré $hiy ve
spektru odezvyifisluSeji pouze maan, takZze spektrum obsahuje pouze informace o sa&motn
struktue (obr. 6.2 nah@). Tak tomu ale v praxi neni. Kdybychongith spektrum budici
sily (coz u provozni modalni analyzy r&dne), zjistili bychom, Ze toto spektrum neni
ploché, ale ma své spektralni rozlozeni. To seppajevi ve spektru odezvy jako dalSi mody
(obr. 6.2 uprosed). To ale jegtneni vSe, co kontaminuje spektrum odezvy. Takeé s&m
projevi vliv Sumu a vliv harmonickych sloZzek od &avé frekvence rotujicicitasti.
Vysledkem je spektrum odezvy dle obr. 6.2 doleja3eé, Zze sebedokonalejSi matematicky
aparat neni schopen rozliSit skinté strukturni mody od faleSnych nidgochézejicich z
nerovnondrnosti spektra budicich sil. K tomu jsou iediné zkuSenosti operatora nebo
piedlEzné znalosti o strukturnich médech ziskané z stgp@ho modelu.

U rotainich stroji je kazdopad® vhodné znat alespoprovozni tvary kmitu, nez se
pustime do provozni modalni analyzy. Jejim vysledketiz nejspis bude sf® strukturnich
modi a provoznich tvar kmitu, gricemz druhé z nich budou dominantni a je dobré o nich
predem ¥dét. Pokud provozni tvary kmituipdem nezriime, je minimald nutné pditat s
tim, Ze se na ot&ové frekvenci a jejich nasobcich ve vysledcicliavpzni modalni analyzy
objevi.
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.Spektrum bilého Sumu spektrum odezvy
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Obr. 6.2 - Spektrum odezvy v provoznich podminkach

5.1 Metody identifikace

Softwarové baliky pro provozni modalni analyzu mefiidw metody identifikace
modalnich paramatr

+ neparametricka -dekompozice ve frekwar oblasti (FDD - Frequency Domain
Decomposition) - modalni parametry jsodawany gimo z nandrenych dat.

+ parametricka identifikace v podprostorSSI - Stochastic Subspace Identification) -
modalni parametry jsou ¢gny z modalniho modelu, ktery se hodi na data mé&ka
zpracovanim nasteného signalu.
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Struiné si uvedeme pouze postup u metody FDD, ktery jeed@gci:

- odhad vykonovych spektralnich hustot (PSD - Povpexc8al Density) (obr. 6.3)
- rozklad PSD do singularnich hodnot (SVD - SingMalue Decomposition)

- identifikace modedl s 1°volnosti (SDOF) ze SVD

- identifikace modalnich paramétee SDOF modél

Rozklad vykonovych spektralnich hustot do singul&rhodnot probiha dle vztahu

. d, d
G, (iw) =Z — QP t—

vy AP =D S OB +S, GG (6.1)
k

i =X, k
kde s je konstanta, ktera je pro danou frekvenci realto rozklad se provede pro kazdou
frekvenci.
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Obr. 6.3 - Odhad vykonové spektralni hustoty
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Obr. 6.4 - Singularni hodnoty
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Provozni modalni analyz

V programu se zadav4, koliar singularnich hodnot chcemetitifna obr. 6.4 jsou
ti). Teorietika, Ze pokud je v horrfadé Spicka, ma na fislusné frekvenci struktura alespo
jeden mad, pokud je v druh@d Spicka, ma na fislusné frekvenci struktura alespdva
mody atd. Kratké zkuSenosti autorky textu s metodmyvozni modalni analyzy tuto teorii
zatim nepotvrdily.

5.2 Prezentace vystug

Stejre jako u klasické modalni analyzy, i u provozni maodénalyzy ziskame
modalni model, tzn. modalni a spektralni maticiy Ao skutén¢ o platny modalni model, je
nejdiive nutné z vysledkodstranit faleSné moédy a provozni tvary kmitu, jek o tom bylo
pojednano tve.

Tabulka 6.1 - Vlastnich frekvence a gong Gtlumy ziskané pomoci OMA

“ Mode % Frequ.. % StdFr. % Dam.. % Std... % Creation Date..
22-05-2007 12:31:32
@MUCIEE 112 0.3705 1.989 02421 22-05-2007 12:31:38
@MUCIE 3 146.9 14 54 1.885 05866 22-05-2007 12:31:42
@Mnde:i 232 0.01487 0.8545 0.02111 22-05-2007 12:31:47
@Mnde 5 476.6 10.36 1.249 0.3852 22-05-2007 12:31:52
@Mnde G 5154 0.491 0.4158 003736 22-05-2007 12:31:587
@MUCIET 3915 (.6606 0.3261 01367 22-05-2007 12:32:.05
@MUCIE 3 9929 3.048 0.2991 01438 22-05-2007 123213
@I‘u‘lnde 9 997 4 7178 0.3038 01577 22-05-2007 12:32:19
@Mnde 10 1368 0.6367 0194 0.01442 22-05-2007 12:34:26
@Mnde 11 1888 2718 0.1491 0.04608 22-05-2007 12:34:40
@I‘u‘lnde 12 2060 1.83 01377 0.01951 22-05-2007 12:34:47

13 240q 1033 0123 003253 2205 2007 123454

Spektralni matici zobrazuje program (v tomto tejsiou pouzity ukdzkoveé vystupy z
programu PULSE Operational Modal Analysis) ve av&abulky, ve které jsou uvedeny
vlastni frekvence a patmeé utlumy (obr. 6.5). (ProtozZe jde o statistickdhady, ke kazdé
hodnot je uvedena i jeji stmodatnd odchylka.) Modalni matici, tedyselné vyjadeni
vlastnich tval, je mozné exportovat v univerzalnim forméatu (UFRgjvhodrjSi zpisob
zobrazeni vlastnich tvaje ot jejich animace.
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provozni modalni analyza
piidavné buzeni

piirozené buzeni

E Otazky

1. Vyswétlete pojem "provozni modalni analyza".
2. Jaky je postup gteni u provozni modalni analyzy?

3. Jaké jsou vyhody a nevyhody provozni modalni aryale srovnani s klasickou
modalni zkouSkou?

4. Jaka jsou omezeni provozni modalni analyizypuziti u roténich strofi?

5. Je modalni model ziskany provozni modalni analy#onahodnotny?

Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava



Souhrnné otazk

E Souhrnné otazky

Jak je definovana pohyblivost?
Jak je definovana akcelerance?

Jakeé typy frekvetnich odezvovych funkci znate (podle typairené veltiny)?

w0 DB

Je mozné ziskat funkce dynamické poddajnosti a hologti z nangiené funkce
akcelerance? Pokud ano, dte jak.

5. Uvedte vyhody réazového buzeni oproti buzeni pomagbgjeného budie vibraci
signalem ndhodného Sumu.

6. Uved'te vyhody buzeni pomocitipojeného budie vibraci signdlem nahodného Sumu
oproti buzeni razovému.

7. Uved'te nevyhody razového buzeni oproti buzeni pomégoného budie vibraci
signalem nahodného Sumu.

8. Uved'te nevyhody buzeni pomocitipojeného budie vibraci signalem nahodného
Sumu oproti buzeni rAzovému.

9. Jaké typy signdl je mozné pouZzit pro buzeni struktury pomotipgieného budie
vibraci?

10.Jakeé typy buzeni je mozné pouzit pro buzeni stryRtu
11.Pra se provadji modalni zkousky (uwéte alespta 3 moznosti pouziti vysledi.
12.Co je to referetni bod a jaké poZzadavky musisplat?

13.Jak se [iSi frekvami odezvova funkce natifena v refereinim bod od frekvernich
odezvovych funkci nadéiienych v ostatnich bodech?

14.Jak se d& zkontrolovat spravnostremni v referetinim bod?
15.Jaké jsou pozadavky kladené na budi€isfyojujici strukturu a budivibraci?

16.Uved'te spravnérazeni &chto prvki piéi métfeni pomoci bude vibraci: budici ¥,
snima sily, budg, métena struktura.

17.Co je to koherence (ude defintni vztah)?

18.Uvedte 3 divody, pro které se ftize stat, Zze koherence v n&ené frekvenni
odezvové funkci je nagkterych frekvencich vyrazrmensi nez 1.

19.Jak hmotnost razového kladivka a hrot pouzity malikku ovliviwuji pouZzitelnost fi
meétreni?
20.Cim je jednozné&ng uréen mad vibraci?

21.Co je to reziduum (gpadreé definicni vztah)?

22.V jakych jednotkach se émje konstanta doznivan?
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23.Co je to vlastnéislo?

24.Jakymi maticemi je popséan fyzikalni model dynamiakéystému a jakymi modalni
model?

25.Jakéhoradu bude matice frekveénich odezvovych funkci natfenych na struktie
s definovanymi 60 stupni volnosti a se Zistmi 7 vlastnimi frekvencemi v gheném
frekvertnim rozsahu?

26.Jakého fadu bude modalni matice ziskan&i pmodalni zkouSce struktury
s definovanymi 60 stupni volnosti a se Zjistmi 7 vlastnimi frekvencemi v &eném
frekvertnim rozsahu?

27.Uved'te vztah, kterym je dan jeden prvek matice frekméch odezvovych funkci
Hi,-(w).
28.Jakou matici je tvi@n odezvovy model dynamického systému?

29.Ktery ze ti modefi dynamického systéemu (fyzikalni, odezvovy, modalrigkame
zmetenim frekverinich odezvovych funkci?

30.Jak vypada matice vlastnich tuaa jaky je jejifad pro systém s 60 stupni volnosti,
pokud bylo v ngieném frekvedénim rozsahu nagiieno 12 vlastnich tvae

31.Je nutné P provadni modalni zkousky gfit vSechny prvky matice frekveénich
odezvovych funkci?

32.Kolika stupni volnosti je Upkh definovan jeden bod na struktua kolik stupt
volnosti se obvykle &t v jednom bod pii provadni modalni zkousky?

33.Co je to stupe volnosti, které stupgnvolnosti Ize ngtit snadno a které obtizh
34.Co je to impulsni odezvova funkce?

35.N&rtnéte, jak vypada impulsni odezvova funkce (= odezvdasové oblasti)
tlumeného systému s jednim stapnvolnosti a jak je mozné z ni zjistit hodnotu
vlastni frekvence, tlumeni a rezidua.

36.Nartnéte, jak vypada frekvemi odezvova funkce tlumeného systému s jednim
stuprém volnosti a jak je mozné z ni zjistit hodnotu wasfrekvence, tlumeni a
rezidua.

37.Uved'te alespa 2 zpisoby zobrazeni dat napenych @i modalni zkousSce.
38.Co je to modalni kruznice a které vty je mozné z ni oaést?

39.Co se stane, kdyz éfena odezva neskdéinv méienémcase a jak se tato situacé p
modalnich zkouSkaaesi?

40.Jaké vazeni se pouziva pro vstupni sighidlgzovém buzeni?
41.Jaké vazeni se pouziva pro vystupni sighiagzovém buzeni?

42.Jaké vazeni se pouziva pro vstupni i vystupni sigiiduzeni signalem nahodného
Sumu?
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43.Jak se v rezonancidni faze?
44.Co je to normovani vlastnich tvea jaké normovani znate?
45. Vyjadiuji vlastni tvary skut@ou odezvu systému v absolutnich hodnotach?

46.Lze pouzit modalni model ziskany pomoci razovéheebupro pedpowzeni odezvy
systému na harmonické buzeni?

47.Uved'te vztahy popisujici ortogonalitu vliastnich tvar

48.Co vyjaduje MAC kritérium a jaké by idednmely byt prvky matice MAC p
porovnani dvou matic vlastnich twatéhoz systému (n&pmatice vlastnich tvéar
ziskana experimentem vs. matice vlastnichitzéskana pomoci MKP).
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