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POKYNY KE STUDIU

Technické kmitani

Pro gedn®t 5. semestru bakatkeého studia oboru Aplikovana mechanika jste obidrze

studijni balik obsahuijici vyukovy text, zareny na problematiku technického kmitani.

Prerekvizity
Pro studium tohotoipdnmétu se pedpoklada absolvovanferdnétu Matematika, Statika,

Dynamika |, vy@ované v rdmci bakatékého studia.

Cil uéebni opory

Cilem je seznameni se zakladnimi pojmy techniclk&hitani. Po prostudovani modulu by
mel student byt schopen prowidtedrt naraéné vypaty linearniho kmitani s jednim
stuprém volnosti, s vice stupni volnosti a nelinearnilnaiténi, a to viiznych technickych

aplikacich.

Pro koho je predmét ur ¢en

Modul je z&azen do studijniho planu bak&kého studia oboru Aplikovana mechanika,
studijniho programu Strojnictvi, aletixe jej studovat i zdjemce z kteréhokoliv jiného rmbho
pokud sphuje poZzadované prerekvizity.

Skriptum se di nacasti, kapitoly, které odpovidaji logickémalehi studované latky, ale
nejsou stejé obsahlé. Redpokladana doba ke studiu kapitoly s&evyrazg liSit, proto jsou
velké kapitoly dleny déle na&islované podkapitoly &m odpovida niZze popsana struktura.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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Pri studiu kazdé kapitoly doporutujeme nasledujici postup :

Cas ke studiu: xx hodin

Na tvod kapitoly je uvedetras potebny k prostudovani latk¢as je orienténi a nize vam

slouzit jako hrubé voditko pro rozvrzeni studigébel gredmetu ¢i kapitoly.

@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete uén

Popsat ...
Definovat ...
Vyresit ...
Ihned potom jsou uvedeny cile, kterych méate dosadihpo prostudovani této kapitoly —

konkrétni dovednosti, znalosti.

C] Vyklad

Nasleduje vlastni vyklad studované latky, zavedeniych pojni, jejich vyswtleni, vSe

doprovéazeno obrazky, tabulkarféSenymi piklady, odkazy na animace.

==

— .
;%E?-i, Priklad xxx

V kazdé kapitole je uvederiglad.

Uspedné a pijemné studium s timta'ebnim textem Vam-@i autoi.

Jan Ondrouch ailiPodeSva
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Predmluva

Ucebni text Technické kmitani jeden studeritm bakal&ského studia oboru Aplikovana
mechanika, Strojni fakulty Vysoké Skolyitské — Technické university v Ostiawredmst
stejného nazvu navazuje ni@g@net Dynamika I. Naplni tohotofpdmetu je rozsteni

poznatki o kmitani mechanickych soustav. Obsabhniho textu zahrnuje kmitani linearnich
soustav s jednim a vice stupni volnosti a zaklpdahatky z teorie nelinearniho kmitani
soustav s jednim stupm volnosti. | kdyZ se jedn& pouze o nepatrny zlotodlo,co bylo o
tomto oboru publikovano, auiovéii, Ze webni text porize studeritm ziskat poznatky
pottrebné pro dalSi ugpné studium, prohloubi jejich zajem o aplikovancechaniku a

kladny vztah ke studovanému oboru.

Obsah a rozsahtabniho textu byl padzen gedmetu Technické kmitani, ktery se podle

ucebniho planu vytuje v rozsahu 2+2.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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Uvod

Problematika kmitani byla a stale je v peqi zajmu ¥dci a technik na celém sité. Pro
strojirenstvi ma hlavhvyznam mechanické kmitaniil@zitost analyzy kmitaniip
konstrukci strojnich zézeni roste se séasnymi pozadavky na zvySovani vykonnosti a
rychlosti strofi a snizovani jejich hmotnosti. ZvySené kmitanijstekonstrukci, spojené s
hlu¢nosti, by fisobilo nepiznivé na jejich Zivotnost i na Zivotni praetli. Ung€le vybuzené
kmity vSak niizeme vyuZit i konstrukci vibr&nich sit, dopravnik zhutovata a

podobnych z&zeni.

Mechanické kmitani je mozno povazovat za samostattyi obor s velmi Sirokym obsahem
védomosti. Najastji se rozeluje podle jeho charakteru, vznikujb&hu a typu fyzikalnich
charakteristik mechanické soustavy. Podle charakéSené soustavy vytkitne mechanické
modely se soustdnymi parametry a modely se sp®jibzlozenymi parametry. Podle vzniku
délime kmitani na volné, buzené a samobuzené. Patilosti disipované energiglime
kmitani na netlumené a tlumené. Podle druhu, chicvématematického modelu fyzikalnich
charakteristik rozeznavame kmitani linearni a m&lmi. Podle povahy jéyprobihajicich ve
strojich a konstrukcich rozeznavame kmitani deteistické a nahodné. Uvedendeahi Ize

dale zpesiovat.

Z vySe uvedeneho rozsahu teorie kmitanireelldadany tebni text zabyva pouze kmitanim
deterministickym soustav se saestEnymi parametry. Prvni kapitola j&wovana linearnimu
kmitani soustav s jednim stufgn volnosti, druh& linearnimu kmitani s vice stuprinosti a

tieti nelinearnimu kmitani soustav s jednim staprolnosti.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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1. Kmitani linearnich soustav s 1° volnosti

s ke sl 7 ol

(@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete uéh
N/

Popsat zakonitosti linearniho kmitani s jednim stapvolnosti.
Definovat zékladni valiny kmitani a vztahy mezi nimi.

VyfteSit stedre sloZité ulohy kmitani s jednim stupm volnosti.

Q VyKiad

V této kapitole stréné zopakujeme poznatky o kmitani ziskan&edometu Dynamika |, které
nasleds rozStime.

Budeme se zabyvat pouze soustavami seigukisfmi parametry. U takovych soustav je
hmotnost sougtdina do kmitajicich dokonale tuhycHds, nositeli pruznych a tlumicich
vlastnosti jsou nehmotné pruziny a tigmiJejich kmitani je popsano aynymi
diferencialnimi rovnicemi. Pokud se jedna o kmitiéolem statické rovnovazné polohy s
malymi vychylkami, Ize v prvnimigblizeni zanedbat nelinearni elastické a tlumigiasi
pohybové rovnice jsou pak linearni diferencialninice druhéhd@adu s konstantnimi

koeficienty.

1.1. Kmitani podélné

Cas ke studiu: 4 hodiny

@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete uénh

"
Popsat specifika podélného kmitani s jednim stopwolnosti.

Definovat zakladni veliny podélného kmitani a vztahy mezi nimi.

VyfteSit stedre sloZité ulohy podélného kmitani s jednim stmrvolnosti.

Q Vyklad

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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U mechanického modelu podélného kmitani katesto gimocary posuvny pohyb. Jeho
poloha je wena jedinou saadnici, jedna se tedy o pohyb s jednim stuprolnosti.

1.1.1. VoIné netlumené kmitani

Mechanicky model netlumeného volného kmitani j@ima 1.1. Je sloZen z tuhélitesa
hmotnosti m, které se pohybuje po vodorovné, doleoniadké podloZce bez odporu
prostedi. Teleso je uchyceno k ramu préstinictvim nehmotné pruziny o tuhosti k. (Tuhost

pruziny je pondr sily a deformace. U linearni pruziny je konstantn

|< KO
24 volna délka pruziny

k

S |
“1 m

edeformovana pruzina

O O
7
. _
So| X X=v X=a
53 m
p [®]
Z %O- Fr
k S
V V V
[e) (o]

%

Obr. 1.1 - Model mechanické kmitajici soustavy netlumené.

Zde m - hmotnosikg],
k - tuhost pruzinyN/m],

lo - volnd délka pruZinydélka nezatizené pruziny [m],

X - sodadnice urcujici polohu &lesa, roviz pak_prodlouzeni pruzinyn].

Poznamka : Nafklad tuhost vinuté spirélové pruziny je :

G’
8[n[D°®
kde G - modul pruznosti ve smyku [Pa] - vlastncatemalu,

d - przmer dratu, z ®hoZz je pruzina svinuta [m],
D - st'edni peimer spirdly pruziny [m],

n - pa‘et zavit: pruziny [-].

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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P posunuti &lesa vznika v pruziasila, linears zavisla na jeji deformaci, tzv. dirgk sila:

F =kX
Pohybova rovnice je :

m@a=>» F =-F =-k[X

neboli
miX+klx=0
a po Upraw
Xx+Q, =0
kde
k
%o

je vlastni kruhové frekvends™] (nebo téZ hlova) netlumeného kmitani, dale pak :

QO
f, =
20t
je vlastni frekvencgHz = s'] (poset kmiti za sekundu) a
T, _1_2In
f0 QO

je periodds] netlumeného kmitani (doba jednoho kmitu).

Reseni pohybové rovnice, aigjné linearni diferencialni rovnice druhéfdmu s
konstantnimi koeficienty, je :

X( = CBin(Q, @ +¢,)
kde C - amplitudgmaximalni vychylka) [m],

@ - fazovy posuyrad],
jsou integrani konstantyeSeni.

Dale pak rychlost je :
v=x=C, odQ,d+q,)=C, EodQ, I +q,)
kde G = C-Qq je amplituda rychlosti, zrychleni je :
a=v=-C,” &inQ,d+qg,)=-C, Bin(Q, & +q¢,)=-Q,” X

kde G, = C-Q¢* je amplituda zrychleni.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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Poznamka : Snadno si&¥me spli@ni pohybové rovnice (1.2) :
mIX+kix=0
-mCm,” Bin(Q, 1 +q,)+kCENQ,d+¢,)=0

—mG&+k=O
m

-k+k=0
0=0

Integrani konstanty C gy urcime z péatecnich podminek : t = 0 ... x XpocateEni
vychylka), v = (pacateeni rychlost).

X, = Clsin(¢,)

v, =CQ, [codq,)

atedy:
v 2
C=_|x,  +=2 (1.10)
Q,°
@ = arctan% (1.11)

Poznamka : Funkce arctan ma v interved) 3609 (nebo-180°, 180)) vzdy 2 keeny,
posunuté &¢i soke 0 180°. Napiklad arctan 0,5 = 26,6° ale téz arctan 0,5 = 20%,6
Bezna kalkulgka vzdy vraci ten ken, ktery lezi v intervalg90°,90%. Resitel vdak sam musi

zvazit ktery kéen je spravny. Obeérplati :
_ A
@, = arctanE

| | kvadrant C | kvadrant

f Go A
B
V kvadrant

B<O B>0
A>0 @0O(90° 180% (Il. kvadrant) @ 0¢0,90% (I. kvadrant)
A<0 @0O(-180° -90% (lll. kvadrant) @ 0¢-90°,0 (IV. kvadrant)

I 11 kvadrant

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava
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Casovy ptibéh sodadnice Xy (1.7) je na obr. 1.2 :

_2[n
Q,

& N

\ |
x| |

i Xy = Cin(Q, 0 +¢,)

C

SAVAYAY

Obr. 1.2 - Casovy priib&h soufadnice x.

Z obréazku je patrny fyzikalni vyznam periody (Eas mezi déma po sob nasledujicimi

maximy), amplitudy C (maximalni vychylka) a fazoeghosuvup, (fazovy posuv vydeny

kruhovou frekvenci fg@dstavuje posunuti sinusovky asové ose vievo).

Poznamka Re3eni ve tvaru (1.7) |ze rovnocémmahradit alternativnim tvarem :

x = CI3in(Q, [ + ¢,) = A [todQ, (1) + B 5in(Q, )
kde :

A = Csing, a B = CL¢osy,

jsou integrani konstanty. Je-li dale rychlost :

v=x=-A@Q,5inQ,1)+BN, todQ, 1)

pak z pdatecnich podminek : t =0

X, =Alcos0+BI[sin0=A[1+BI0=A
=-A[Q, 5in0+B[Q, [tos0 = B [Q,

tedy :
A =X, a B=—

a konene :

C=+A?+B? = x02+;/20 a

Vo

.. X XV = p uréime integra@ni konstanty :

A X, [0,
@ = arctanE = arctan——
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Vylou¢enimc¢asu z rovnic (1.7) a (1.8) ziskame eliptickou Zégismezi vychylkou a
rychlosti kmitani, tzv. zobrazeni ve fazové ravin

x?2 v?

X Vo (1.12)
C2 C2 mQZ

A

/ c-Q,
N

Y X
C

Obr. 1.3 - ZA4vislost vychylky a rychlosti - fazova rovina.

Znézorrni rotujicimi vektory v komplexni rovin(obr. 1.4).

A
Im
C, =CIQ, C
Qop-t
T
2
"I, h % >
Re
C,=Cm,’
Qo

Obr. 1.4 - Zobrazeni rotujicimi vektory v komplexni roving.

Vyneseme komplexni vektor délky C, rotujici uhlovgahlostiQo, svirajici s realnou osou
Uhel Qo- t+q). Komplexnicislo Ize vyjadit vztahem :
C=clcodQ, @ +@,) +i Bin(Q, [ + @, )| = C @©or)
kde i je imaginarni jednotka.
Harmonicky pibéh (1.7) Ize vyjatit jako imaginarni slozku komplexnilisla :
X() = Im{é} = Im{CcodQ, O + @, ) +i Bin(Q, O + ¢, )} = Im{C Eeimom*‘po)}
atedy:
X() = Cin(Q, @ +q,)

Prvni a druh& derivace komplexniho vektoru p@dku jsou vektory, pootené v komplexni
rovin¢ o 90°.
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1.1.2. Volné tlumené kmitani

Z ieSeni netlumeného kmitani vyplynulo, Ze tento pade/periodicky opakuje nekaoireé
dlouho s konstantni amplitudou. Ve skurtesti se amplituda kmitani zmenSuje, az pohyb
zanikne. Abychom se této skatsti Fiblizili, zavadime do mechanického modelu tlumeni
odporem urdrnym rychlosti, tzv. viskézni tlumeni. Tento driinheni modelujeme

hydraulickym tluméem paralel# pripojenym k pruzisg, obr. 1.5.

k Fr m

Obr. 1.5 - Model mechanické kmitajici soustavy tlumené.

Zde m - hmotnosikg],

k - tuhost pruzinyN/m],
b - souinitel tlumeni[N-s-n],

X - sodadnice urtujici polohu ¢élesa, roviz pak_prodlouzeni pruZinyn].

Pt posunuti &élesa vznika, krorajiz vySe zmigné direkni sily v pruzig R, = k-x (viz 1.1),

jese tzv. tlumici silalinearré zavisla na rychlosti pohybu :

F, =b=bX (1.13)
Pohybova rovnice pak je :
mIX+blx+k(x=0 (1.14)
neboli :
X+20BX+Q, X =0 (1.15)
kde
k
%o\

je vlastni kruhové frekvends™] (nebo téZ Ghlova) netlumeného kmiténi, viz (1.4),

- (1.16)

20

je konstanta doznivafs'] a koneng
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Q=07 -8
je vlastni kruhové frekvende™] tumeného kmitani,
f= 2
200t
je vlastni frekvenc@Hz = s] (pocet kmiti za sekundu) a

T:E:E
f Q

je periodds] tlumeného kmitani (doba jednoho kmitu).

Je-li predpokladany tvaiteSeni pohybové rovnice (1.14 nebo 1.15) :

x = C@""
pak charakteristicka rovnice je :
M+20B0A+Q,° =0

a jeji kaeny jsou :

A, =828 -Q7 =-5+i/Q,” - &

Zde realna slozka keni predstavuje tlumeni, imaginarni pak frekvenci kmitani

Pro_podkritické tlumenikdy & < Qo, jeteSeni pohybové rovnice (1.14 nebo 1.15) :

X =CE™ BIin(QO+q,)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Pokudd > Qg mluvime o_nadkritickém tlumenPribeh pak jecisté exponencialni, sbec

nedojde k rozvinuti kmitavého pohybu.

Casovy ptibéh vychylky @i podkritickém tlumeni je na obr. 1.6.

X(t)

™ X =CEGIN(Q+q,)

Obr. 1.6 - Casovy priib&h vychylky.
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Integrani konstanty C gy urcime z pgatecnich podminek : t =0 ... X XV = .

2
c= \/on +(\/0+§+[as) (1.24)
@ = arctan% (1.25)

Poznamka : | zde #deme pouzit alternativni tvaeSeni (1.23) :
x = Ce ™ &in(Q 1 +q,)=e A [odQ 1)+ B Hin(Q )]
v=x=e QB -5A)eodQ1)-(Q A +5B)Ein(Q )
pak z pdatecnich podminek : t = 0 ... X XV = \p ur¢ime integrani konstanty :
X, = €° [{A [0os0+ B [3in0) =1[{A 1+ B D) =
v, =€’ [J(QB - 3[A)kos0- (Q A +3B)&in0| = QB - 3A

tedy :
A=x, a _ Vo tO[A _ v, +3[X,
Q Q
a konené :
+8[X, ) 0]
C=+vA?+B? :\/xo2 +M a 0, - arctan’ = arctan—<0—
Q B v, +0[X,
Pontr vychylek v jistémtasovém okamziku (t) a o 1 periodu p&z+T) je konstantni :
X Geliil il
(1) iET B;ln[Q + (Po] — -ea[om) = ) =B (1.26)
X (o) T C I mAQ M+ T) 0] e
Prirozeny logaritmus tohoto paifru je tzv. logaritmicky dekremei] :
X
§=in—t 0 - - 2000 _ 200 (1.27)
X (t+1) \/Q -&° \/1 &2
kde
0
= 1.28
3 0, (1.28)
je tzv. pongrny utlumi-].
Inverzni vyjadeni k (1.27) je :
g = v (2.29)

N2 +407

Poznamka : PraX< (2, (malé tlumeni) a¥<<4- 77 plati piblizné & [72-7%&.
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Rychlost je :

v=x=C, @ codQO+q, +0,) (1.30)
kde :

C, =CLQ, a Q= arctan%

zrychleni je :

a=v=x=-C, [ BinQd+q, +0,) (1.31)
kde :

C,=Cy,° a ¢, =208,

Znézorrni rotujicimi vektory je na obr. 1.7. Prvni a drudetivace komplexniho vektoru

jsou v komplexni rovié poota@eny o (90°+4,).

Obr. 1.7 - Zobrazeni rotujicimi vektory v komplexni roving.

Znézorreni vlastnich hodnot keni (1.22) charakteristické rovnice (1.21) je na db8.:

A

AL Im
/
N\
Q<L
AN
g e
Q< :
|
X2

Obr. 1.8 - Kofeny charakteristické rovnice.
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Dusledky tlumeni na kmitavy pohyb Ize shrnout do ecsiicich bod :

a) Amplituda kmitani se &sem exponenci&rsniZzuje (viz obr.1.6).

b) Relativni pokles vychylky za jednu periodu jealém¢asovém pibéhu konstantni (viz
rovnice 1.26), kmitani zcela zanikne teoretickyw&ase t- .

c) Frekvence kmitani se vzhledem k netlumené se@istazuje, viz rovnice (1.17), perioda
se prodluzuje.

d) Komplexni vektory rychlosti a zrychleni kmités@ pootéeji o Uhly@, a@:= 2-@,
vzhledem k netlumené soustaviz rovnice (1.30) a (1.31).

S ohledem na bod b) vznika prakticka otazka. Zaljakho Ize kmitani povazovat za
utlumené ?

Maximalni vychylky (lokalni maxima) jibehu dle (1.23) klesaji exponencidlfobr. 1.9) :

Xmax_(t) =C |]3_6m (132)
x [m]]
Xmax(t) =C |]3_6m
cyl ! Xmax = 37 % C
II. ”l \“ t [S]
0 “ ,"= “‘ ”I \\\ II \ 11 — AI R : R | 1
~ l\‘ II" 1 |
CT= 5 casova konstanta
Obr. 1.9 - Exponencialni pokles maximalnich vychylek.
Prvnicasova derivace funkce (1.32) je:
(Ko ) = (C&™) = -crBEE™ (1.33)
cozvcaset=0je:
(x ) =-coR =-crB=-C 1.34
max_(t=0)/) - - ? ( . )
kde :
1
T==
0

(1.35)
je tzv.casova konstantis]. Jestlize v p&atku (t = 0) sestrojime &¢au funkce (1.32), pak tato
tecna vytina na&asové ose Usek délky
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Hodnota ¥,ax Vv ¢ase t =t je :

8
5

X =Cle =Cled®=Cle’=037C

max_(t=1)

V ¢ase t =t hodnota maximalni vychylkymwx kles&d na 37%tvodni hodnoty. Podolgrn

=1 K Xmax = 37% C
=Ce™=Ce%=Cl' =037

Xmax_(t=r)

t = 2T 520 —2@ 2 Xmax = 14% C
Xmax_(t:ZEj) =Cl[e =Cle °=Cle"°= 014[C

t=31 531 32 3 Xmax = 9% C
X (to) = C[&* =C[& ® = C[&" = 005[T

t = 4T 5@ —4@ 4 Xmax = 2% C
X (1az) = C8% =C[& 5 =C[&™ = 002IT

t = 5T Xmax = 0,7% C

o
X (1s) = C[&™* =C[& ® = C[&"® = 0007[T

Chceme-li tedy dostat prakticky pouzitelnou odfabwa otazku ,kdy se kmitani utlumi*,
musime nejprve odpeéuct na otdzku ,jak velka zbytkova hodnota vychylkyjije
zanedbatelnd“. Na&ppii menSich poZadavcich néegnost je 5% zbytkova hodnota
zanedbatelnda, pakibemetici, Ze kmitani se prakticky utlumidase t = 3¢. P¥i vysSich
narocich nafesnost mizeme pozadovat pokles maximalni vychylky pod I®éoglni

hodnoty, pak Mizemetici, Zze kmitani se prakticky utlumidase t = 5¢, apod.

1.1.3. Kmitani p fi sou éasném p tsobeni konstantni sily

Uvazujme &leso o hmotnosti m, vazané k ramu pruznou vazbiohasti k a tlumici vazbou

o souiniteli ttumeni b, na & pasobi_konstantni wjSi silaF (nefastji se jedna o tihovou

silu, to vSak neni podminkou).

Pohybova rovnice je :
mix+blx+klx=F (1.36)

(Dodejme Ze poloha x = 0 odpovida volné délce pydiedy stavu nedeformované pruziny.)
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| Lo volna délka pruZiny

] IrTedeformovanél pruiin,a m
.
k ( -
F = konst
1
b 0 ©
_ _
X X=v X=a
|
| o« F —
X F = konst
]
b Fo () ()

%

Obr. 1.10 - Model mechanické kmitajici soustavy s konstantni vnéjsi silou.

Reseni pohybové rovnice (1.36) bude superpozicihamogenniho a partikularnitiesen :
X(t) = Xpom t X part
HomogennieSenj viz (1.23),éasovy ptibéh na obr. 1.6 :

Xpom = C@ BINQ O +@,)

je feSeni homogenni pohybové rovnice (1.14) s nulovauqu stranou.

PartikularnireSeniodrazi skuténost Ze prava strana pohybové rovnice (1.36) naiovA.

Lze tedy pedpokladat Ze partikularbéSeni bude mit stejny charakter jako prava strana
pohybové rovnice. Bude-li na pravé stfrggohybové rovnice konstanta, bude i partikularni
reSeni konstanta :

X part = KONSE

Prvni a druh& derivace partikularnifeseni jsou nulové :

Po dosazeni do pohybové rovnice (1.36) dostavame :
mO+b+kx,, =F
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a partikularnieSeni tedy je :

<
I
~|m

part

Tuto hodnotu obvykle nazyvame statickou deformaeipa’ predstavuje konstantni

prodlouZeni pruziny Zjsobené konstantni silou.

UplInéfeeni pohybové rovnice (1.36) tedy je :

X() = Xgo FCE BINQ O +,) (1.37)
kde
F
X = 1.38
stat k ( )

je tzv. staticka deformacéFipomeaime jest jednou Ze poloha x = 0 odpovida volné délce

pruziny, tedy stavu nedeformované pruziny.)

Casovy ptibéh feSeni je na obr. 1.11. Soustava se [tsa rozkmita (integeai konstanty
homogennihdeSeni C ap vypocteme z poateinich podminek viz kap. 1.1.2.), kmitani se

vSak postup&iutlumi a vychylka se limithblizi k hodnot statické deformace.

x [m]

X + CLEOTBIN(Q [ + @)

X
=
=
o

I

Obr. 1.11 - Casovy prabéh vychylky.

Tento postup (superpozice homogenniho a partikilafeSeni) ma vyraznmatematicky

charakter. Ke stejnému z#fv vSak dosgjeme i na zaklaglfyzikalni avahy.
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Posuime pa@atek sotadného systému (poloha x = 0, tzv. rovnovazna @ldb polohy dané
statickou deformaci :

AV

stat

~Im

(1.39)

Alceik = Alsar + Xt)

|

z - v c
| Lo volna délka pruZiny N ®
< e 8 =}
, .. o
nedeformovand pruzina| S
N AL A o
-\l\’\",\l\/‘,‘,\-- —_
vy v Yy e Aﬁstat X X:V X:a
pd ~N
™~ 7
—>m —
1 « F
k —
. F = konst
V \V \V
I
b Fp (o) (o)

%

Obr. 1.12 - Model mechanické kmitajici soustavy s konstantni vnéjsi silou,
posunuty poc¢atek souradného systému.

Pohybova rovnice bude :

m@a=>) KR =F-F -F

kde R, = b-v je tlumici sila, viz téz (1.13) a Fk-Alcei je direkeni sila pruziny, viz téz (1.1).
Celkové prodlouzeni pruziny pakieme vyjatit jako sodet statické deformace a posunuti
pii kmitani :

Al g = Dl g+ Xy (1.40)
Pohybova rovnice pak bude :

M =F-bX -k D/ =F-bEX-kOAl, +xy)

Po roznasobeni zavorky gepedentlena s x na levou stranu bude pohybova rovnice :

mX+bX+kX=F-k@Dl,
Uvazime-li dale (1.39), jefejmé, Ze prava strana je nulova a pohybova rovnide shodna s
(1.14) :

mIX+blx+kix=0
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| jeji feSeni tedy bude shodné, viz (1.23), graf viz olér. 1
X =CE™ Bin(QO+q,)

(Zdurazréeme zde je$tjednou, Ze v tomtoifpact poloha x = 0, tzv. rovnovazna poloha,

odpovida statické deformaci pruziny vlivem sily F.)

VySe uvedené Ize shrnout dbpoznamek :

1. Kmitani g pusobeni konstantni sily (jeho frekvenci, amplitudazovy posuvyeSime
»jako by tato sila nesobild’ (v pohybové rovnici jiz sila F nefiguruje).

2. Rovnovazna poloha, poloha x = 0, okolo niz na@sgymetrické kmitani, neni dana volnou

délkou pruziny, ale statickou deformaci (1.39).
3. Celkové zatiZzeni pruziny je dano &mm statické (konstantni) sloZkys(fr= K-Alsat- tzv.

statické pedgEti) a dynamické (progmné) slozky (&yn 1) = K- X = k- C- & sin(Q- t+q).

1.1.4. Kmitani vynucené budici silou harmonickéhop  rdabéhu

Mechanicky model kmitani vynuceného harmonicky pfionou budici silou je na obr. 1.13.

k Fy m

F(t) = Fa &In(&)[ﬁ) F(t) 1

(= | IFa

LM

b Fo
T t
s I < Plam
Obr. 1.13 - Model mechanické kmitajici soustavy f ®
buzené harmonicky proménnou budici silou.
Harmonicky¢asovy ptibéh budici sily je :
Ry = F, Gin(w) (1.41)

kde R, - amplituda budici siljN],

w - kruhové frekvence budici silg'’].

Poznamka : Obeef8i tvar harmonické funkce je s fazovym posuvegm = IFa-sin(w t+@).

V tomto textu vSak fazovy posuv nebude uvazovdozerto neni nezbytné.
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Samozejme dale pak :

-«
200t
je frekvence budici siljHz = s*] (pocet zmen budici sily z kladné na zapornou &tz
sekundu) a
T = E = Q
f W
je perioda budici silfs] (doba jedné zamy).
Pohybova rovnice je :
mX+bX+k X = R, =F, Gin(w(i) (1.42)
nebo :
. ) F .
X+20K+Q,° &k =—2 Bin(wi) (1.43)
m

Pohybova rovnice je oldgjna diferencialni rovnice IFadu s konstantnimi koeficienty,
nehomogenni. JejeSeni hledame ve tvaru superpozice homogennihdikyté@rnihoreSeni :

X(t) = Xpom * Xpart (144)

HomogennieSenj viz (1.23),éasovy pitibéh viz obr. 1.6 a 1.14,

Xpom = CE BIiN(Q O + g,

je feSeni pohybové rovnice s nulovou pravou strandujt.vlastni kmitédni(Urceni
parameti - jak vlastni kruhové frekvend® a konstanty doznivaei tak integranich

konstant C &y viz kapitola 1.1.2.)

ro2n
X/|E QE

Xpom = CE BiN(Q O + @)
P

\/ N — i

Obr. 1.14 - Homogenni feSeni.

Y
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PartikularnireSenj které gedstavuje ustalené vynucené kmitépdezva soustavy na budici

silu), ma tvar shodny s pravou stranou pohybovaioav(1.42), tedy harmonickydsch s
kruhovou frekvenci budici sily :
X pare = X, BBin(w - ¢) (1.45)

kde », - amplituda odezvim],

w - kruhové frekvence odez\(ghodna s kruhovou frekvenci budici silyj][s

@ - fazovy posu\fazové zpozehi) [rad].
Casovy ptibéh partikularninaeseni je na obr. 1.15.

/
r-2m
W
H pan = x, in(w - )
/\ /\ /\ /\ /\ NNNNNNYL
/ ‘1Y \/ vV VVvVv VvV VW /
Obr. 1.15 - Partikularni feSeni.

CelkovéreSeni ¢asovy piibeéh na obr. 1.16) v souladu s (1.44) tedy je :
Xy = CL&™ 3in(Q 0 + ;) + x, Bin(w(l - ¢) (1.46)

Xt X =C™Bin(Q 0 +q,)+x, Bin(wl - ¢)

X o = C @7 (5in(Q 1 + @)
7 V'V V VUV

=x, [sin(w[t-g)
prechodovy déj ustaleny stav

Obr. 1.16 - Celkové feSeni.

Z grafu na obr. 1.16 jergjmé, Zetasovy ptibéh Ize rozdlit do dvou Uselk :

Prechodovy dj je superpozici obou sloZzek - homogenniho i paldikihoteSeni. Jde o

komplikovanou kivku, superpozici dvou harmonickychgmehi o miznych frekvencich.
Prechodovy dj kon¢i utltumenim homogenni slozky (vlastni tltumené kmiit&iz reSeni v
zawru kapitoly 1.1.2).

Ustéleny staustalené vynucené kmitani) nasleduje po utlumkasiniho kmitani. Je
charakterizovan jiz jen partikularniraSenim. Jde o harmonické kmitani s frekvenci budici
sily, nazyvame je ustalenym vynucenym kmitdnim&Tae nekonéna, resp. pokudgsobi

budici sila.
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V dalSim vykladu se za#gime na ustalené kmitani, tedy na partikul&esieni. Partikularni
ieSeni (1.45) &etré jeho derivaci :

oo = X, Lwlcodw [t —¢)

-, [0 (Bin(w(d - )

X
Xpart
musi Firozere sphovat pohybovou rovnici (1.42), tedy :

m O x,, [00? Bin(w - @)| + bjx, Meodwt - g)] + k fx, Bin(wd - ¢)] = F, Bin(w)

PouZzijeme-li sottové vzorce :
sin(a —B) = sina [cosB - cosa [sin
coda —B) = cosa [Eosp + sina [5inf

pak po roznasobeni zavorek a vytkrileiha sin(w-t) acoqw-t) dostavame :
(- mx, @ osp+b X, MoEing+ kX, [Eose) Bin(w) +
+(mx, @ Bing+bX, Moltosp-k X, Bing)togw) = F, in(w)

Z porovnani sinovych a kosinovy¢kena na obou stranach rovnice vyplyva :
-mX, [’ [ose+ bk, [@Eine+k X, [tosp=F,
m X, [&° [Bin@+ bk, [oltosp—k (X, [$ing=0
neboli :
(k - m60?) X, [Eosp+ b X, [osing=F,
~ (k- m @) x,, ing+ bIX, MEosp= 0

Z druhé rovnice fimo vyplyva fazovy posuy:
blw
2

tanpg= ———
? k-mlw

neboli, po vydleni citatele i jmenovatele m a po pouziti (1.4) a (1,16)
200w

2

tan@=
Q) -w

(1.47)
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Z prvni rovnice, pouzijeme-li :

sing= __tan¢ a 1

J1+tan? @ wos= J1+tan? @

vyjadiime _amplitudu vynuceného kmitaxy :

! (1.48)
" J( -) + (2B
Zavedeme-li dale bezroziimé koeficientyginitel naladni :
«
=— 1.49
n Q, (1.49)
a jiz vyse definovany poénny utlum(1.28) :
-0
QO
muzeme vyrazy pro amplitudu a fazovy posuv upravit
X, :%D 21 = Xt 3 = (1.50)
Vo-n2f +zmp T -0t +eEm)
21&(n
tangp= 151
0= (1.51)
V (1.50) je tzv._statickd deformace
F
Xt = — 1.52
o = (1.52)

tedy deformace pruziny o tuhosti k vlivem konstasity velikosti F.

Poznamka : Amplituda odezvynevyzZaduje Zadny dalSi komemnek z hlediska numerického
vypaitu dle vztali (1.48) nebo (1.50), tak z hlediska fyzikalnihanayau (maximalni
vychylka).

Fazovy posuv vygteme ze vztah(1.47) nebo (1.51). V uvedenych vyrazecfitgel (20w
nebo 2&n) vzdy kladny, jmenovated®-«f nebo 14°) mize byt kladny nebo zaporny. To
znamena Ze fazovy posuv bude v intery@l@, viz téZ koment& funkci arctan v kapitole
1.1.1.

Je-li w< , n< 1, je fazovy posuw /7 0, 7,), shode s kalkulakou.

Je-li w> , n> 1, je fazovy posuw 7 (71,, ), kalkula’ka v8ak vrati hodnotu v intervalu

@[ -"15, 0). ReSitel sdm musi k vysledkeidist 7z
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Fyzikalni vyznam fazového posuvdgsové zpozahi. Maximum vychylky nastava vzdy o
neco pozdji nez maximum budici sily. Tatasové zpozuhi je :

ar=$% (1.53)
w

¢
W
=F, (8in oo[t
) =/Xq Bsmw[ﬁ 0)

/\Y\Y\V\Y

Obr. 1.17 - Zpozdéni odezvy vaci budici sile.

Poznamka : Pro netlumené kmitani platt O resp.& =0, presrgji 0 — 0 resp. — 0. Pak
amplituda odezvy je :
F

X, =2
a
m Qoz—wz‘

1 1

resp X, =— (1.54)

a fazovy posuv je :

¢ = arctanO
Je-li w< &, n< 1, je fazovy posuy= 0,
je-li w> , n>1, je fazovy posug= 180° = srrad.
Interpretace fazového posuws 0 je trivialni. Vychylka nabyva svého maximawera
okamziku kdy i sila je maximalni. Interpretace féw posuvy= 180° = rrrad je méd
trivialni. Soustava kmité v protifazi. Vychylka gah svého maxima prav okamziku kdy i
sila je maximalni, ovSem na ap@u stranu. V okamziku, kdy sila je maximalni vlevo
vychylka je maximalni vpravo a naopak.
Stejné interpretace dosahneme budeme-li a pricazavat fazovy posug= 0 a pro

amplitudu pouZzijeme vztah (1.54) bez absolutni btydn

F F
xa=—aﬂ% resp xa:—"‘[-!i2
m Q, - kK 1-n

Je-li w< &, n< 1, je amplituda kladna, tedy kmitani ve stejg# {maximalni sila i
maximalni vychylka na stejnou stranu).
Je-li w> O, n> 1, je amplituda zaporna, tedy kmitani v protif@maximalni vychylka na

opachou stranu neZz maximalni sila).
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Reseni v oboru komplexnidgtisel.

Komplexni tvar budici sily je :
F=F ™
kde F - amplituda budici sil{N],

w - kruhova frekvence budici silg’],

i - imaginarni jednotka.

Necht’ je budici sila ddna imaginarni slozkou komplexniéktoru :

Ry = Im{F, @} = Im{F, tlcodwt) +i sin(w)] = F, Bin(w)
Reseni pohybové rovnice (1.42) nebo (1.43) v komglaxtvaru je :
kde :

je komplexni amplituda.

Po dosazeni do pohybové rovnice (1.43) bude :

- _F 1
X

— _ a

m QS - +i20B

a

dale po vytknutQ? ve jmenovateli a po dosazenf (1.4) bude :

-~ _F 1
a_? 2
1_(0)) vigd o
0 QO QO
nebo :
- 1
Xa_xstat 2 .
1-n"+i2E O
kde :

je staticka vychylkaviz (1.52),

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)
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n= %
QO
je ¢initel naladni, viz (1.49) a
o
£=—
QO
je pongrny atlum viz (1.28).
Dale :
-~ i F ~ =
X=X, ="20— 1 'M:H(n)E (1.62)
k 1-n°+i2E M
kde :
Ay =B (1.63)
k 1-n°+iRLE D
je komplexni penosova funkce
F=F @&

je komplexni tvar budici silywiz (1.55).

Komplexni amplituda pak dle (1.61) je :

ia=XstatD > 1 =Xstat[ﬁ 1-_']2 5 I?EEE] 2j| (1.64)
1-n? +iRE 0 (1‘r12) +(2zm) (1‘r12) +(22 m)

jeji redlna a imaginérni slozka jsou :

5 . Im xa X qat (1.65)
-n?f + 2z m) D(1 n?) 2[&@1)

Obr. 1.18 - Komplexni amplituda v komplexni roviné.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava



Technické kmitéani - 28 -
Amplituda, viz téZ (1.48) nebo (1.50), pak je :
X = (R = YRR + (IM(R, ) = = x5 - (1.66)
Jo-n?) + 2z m)?
fazovy posuv, viz téz (1.47) nebo (1.51), je :
@ = arctan Re(fa) = arctan2 £30 (1.67)
Im(xa) 1- nz
Dynamické zesileni (nebdgnosova funkce nebo faktor zesileni) :
X 1 ~
Z: & = = H() [k (168)
Ko=) + (2 m)’ Fo
Im(%, )
X s ReX,)
Xstat
n
Re(%,)
0.5 1 15 Xstat
(y ;
n=0
05 n - ¢initel naladéni
« X,
r] Xstat j
n
Q- £€=0,2

Obr. 1.19 - Frekvenéni charakteristika komplexni pfenosové funkce.
Amplitudo - fazova charakteristika (Nyquistiv diagram).
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Je-liteSeni v komplexnim oboru dle (1.57) :

X =x, &% @ =x, @k (1.69)
pakcasovy ptibéh vychylky je reprezentovan imaginarni slozkou kéerpiho vektoru :

X = Im(X) = x,, Gin(w - ¢) (1.70)
shodre s 1.45.

Graficka znazoréni odvozenych zavislosti se nazyvaji freké@ncharakteristiky. N€pstji

pouzivané frekvami charakteristiky jsou zakresleny na obr. 1.19.24.

RX.) £=0,03 imaginarni slozka
N : ¢=01 n - ¢initel naladéni
stat r] r]
0 1 2 3 o 1 2 3
£=0,1

realna slozka ¢ - pomérny Gtlum

im(x,) §=003

Xstat

Obr. 1.20 - Frekvenéni charakteristika - realna a imaginarni slozka.

amplitudova charakteristika fazova charakteristika
I=
Q -
(| o & - pomérny Gtlum ¢
N
. = >
% & =0,05 =
5| -= S |
5 £=0,15 2
c >
> o)
© \N _ v -
1 8 J n - Cinitel naladéni
0 1 3 3 0 1 3 3
n n

Obr. 1.21 - Amplitudova a fazova frekvenéni charakteristika.

Pro netlumenou soustavél £ 0) bude z rovnice (1.68) dynamické zesileni :

=22 = (1.71)
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a z rovnice (1.67) fazovy posuv :
¢=0 n<1

1.72
¢=m=180C pro n>1 ( )

Pak pron = 1 (0= Q) bude amplituda néastat nade vSechny meze (x «) a fazovy posuv
budeg =172 = 90°. Tento jev nazyvame rezonarem \&tSinu strojnich zédzeni je to jev
nezadouci, ve vyjimmych gipadech (reson&ni tridic) se ho vyuziva pro dosazeni
maximalni efektivity¢innosti zdizeni. U tlumené soustavy dosahuje amplituda vasci

koneine, avSak extréminvysoké hodnoty.

Reseni ustaleného vynuceného kmitanzeme analyzovat jako vztah metignami a jejich

nasledky :
pFicina nasledek
budici sila odezva soustavy
Ry =F, Bin(w() X() = X, Bin(w - @)
parametry budici sily : parametry odezvy :
Fa, @ Xa, @

(frekvenci nepovazujeme za
parametr odezvy, nebot’je shodna

s frekvenci budici sily)

Analyzujeme tedy zavislost amplitudy odezvy ¢1.48) nebo (1.50), a jeji fazového posuvu
@ (1.47) nebo (1.51), na amplitubudici sily i a jeji frekvenci, resp. kruhové frekvenai

resp.ciniteli nalacknin.

Zavislost na amplitutlbudici sily i je jednoduché az trivialni. Amplituda odezwje

linearre (ptimo unerné) zavisla, fazovy posug neni vaibec zavisly.

Zavislosti amplitudy a fazového posuvu na frekvemdlici sily, tzv. amplitudova a fazova

charakteristika, jsou podst&tmajimawjsi.
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Amplitudova charakteristika
Viz obr. 1.22, dana rovnici (1.50) nebo (1.66) :

1
D\/(l-n2)2+(2tw1)2

X, =X

a stat

Vyznamné poznatky :
1) Pron =0 (w=0) je % = Xs@ar Nulova hodnota frekvence budici sily odpovidastantni

budici sile. Pak jefpozené, Ze vychylka je rovna statické vychyice.

2) Pron = 1 (= Qo) nastava resonancero netlumené kmitang & 0) amplituda ndista
nade vSechny meze. Pro tlumené kmit§r# Q) amplituda dosahuje katrg/ch, avSak velmi

vysokych hodnot.

Xa _&=0 £ - pomérny Gtlum

amplituda

w=0 w=Qp w=2Qp ®
Obr. 1.22 - Amplitudova charakteristika.

3) Pron >> 1 (@ >> Q) je amplituda velmi mala p<< Xsta), asymptoticky se blizi k nule.

limx, —I|mx 1 =0

J(l 2 +Emy

Poznamka : A rozboru pribehu amplitudové charakteristiky siddomime, Zesppromenné
budici frekvencty resp. prordannémciniteli naladeni 7, zistava amplituda budici sily,F
nen¥nna F, = konst. Fipomeneme si to v nasledujici kapitole o buzenijidthmotou, kde

bude situace odlisna.
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Resonancge velmi dilezity jev. Proto se jim budeme zabyvat podggibn

Tlumeni se projevifiedevsim snizenim amplitudy. Druhym, raeietelnym efektem tlumeni

je posunuti tzv. resonamiho naladni k hodnotam mensim nez 1. Pro maximum amplitudové

charakteristiky plati :

1
d X3
dx, .\ p-nf+ezmy
dn - dn

=0

Vzhledem k tomu, Ze prafnnan se nachazi pouze pod odmocninowidtéedat minimum

vyrazu pod odmocninou :

do-n?) +zmy|_

dn

neboli :

20fL-n2)f-2m) + 47 2 = 0
am®-4fl-20E%)m =0
n2=1—2&2

Resonadni ¢initel naladni (maximalni amplituda) tedy je :

r]res = Vl_2|12

Resonatni nalagni je tedy poskud mensi nez 1.

Hodnota amplitudy v resonanci (maximalni amplitujy)

=X_. !

stat

X a_max =X a_(n=nres)

Jo-n2f+eam,.)

E 1

Jo-(-2022)) + a2
1

Naz ez 2]

E 1

J4§4+4§2—8§4

=X

stat

=X stat

=X

— Astat

(1.73)
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Resonatni amplituda tedy je :

Xa_max = (1.74)

1
a_max — Xsta b——
¥ tat 202 ,—1—52

Poznamka : Resonance nas zajima spis jako jistyu@ky) interval nala¢hi, nez pouze
skuteé'né maximum amplitudové charakteristiky. Z tohotolgdu vyrazy (1.73) a (1.74)
nejsou zvlagt dilezité.

Resonanci pak specifikujeme takto :

Resonance nastava kdyz budici frekvence je bllakéni frekvencig [7), ¢initel nalacni
je blizkyjedné @ [J1).

Resonance se projevuje vysokou amplitudou atiopigorerné nizké hodna@tamplitudy

budici sily.

Fazova charakteristika
Viz obr. 1.21, dana (1.47), resp. (1.51).

n - ¢initel naladéni
0 1 2 3

n

Fazova charakteristika.

Pro netlumené kmitand(- 0, respg - 0) se pitbéh z hodnotyp = 0 méni v resonanci
(w=Qqo, resp.n = 1) skokem na hodnotpi= 1t Pro tlumené kmitani je pip¢h hladky z
hodnoty@ = 0 (prow = 0, respn = 0) po hodnoty - TT(prow >>Qy, respn >>1). Ri
prichodu resonanci je hodnota fazového pospwd?,. (Tohoto faktu se vyuziva pro

identifikaci resonance #&enim fazového posuvu.)
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Pribéh vychylky v resonanci

Provedeme nyni Upln@seni (1.46) §etns integra&nich konstant. Tvar :
X[ = Ce™ Bin(Q O +q,)+x, Bin(wl - ¢)
nahradime tvarem :
X =€ [A [EoqQ ) + B 5in(Q )] + x,, Bin(oold - ¢) (1.75)
prvni derivace pak je :
() =V =€ (B -AB)todQd)- (BB +A @)Ein(QO)|+ x, Moltodwl - ¢)

Pii pocateEnich podminkach : t=0 ... X 3% =\ plati :
X, = A +x, [sin(-¢)
Vo, =B -AB+x, [cod- )

Vzhledem k tomu, Zein(-@) = -sin(@) acog-@) = cog@), odvodime integrai konstanty :
A =x, +x, [sin(¢)
Vv, + X, B+x, [{53ing- wlEtosy) (1.76)
Q

B

Dale pro netlumenou soustaw= 0), pro nulové p&teini podminky (=0, w=0) av
resonanci@ =172 = 90°) :
A=Xa B=0

Casovy pfibéh sodadnice x pak dle (1.75) je :
X@) =X, [todQ, )+ X, Etin(w[it -2 DT)
a je-li dalesin(w:-t-112) = coqw-t), pak :
X(1) = Xa [ﬂcos(Qo [ﬁ) - cos(oo[il))

Uvazime-li dale (1.54), pak :

1
X = Xaw B fcodQ, () - codw())

1_

stat

Q,°
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Je-li v resonanai = Qo, pakieSeni je dano limitou :

. 1
X() = ul)LrQo xstatElT[ﬂcos(Qo [1)-codw)) |=...
1_

Q,°
a kongng :
Xy = =% Ko (R, A BIN(Q, 1) (1.77)

stat

Vychylka @i resonanci roste &sem linear&ido nekonéna (viz graf na obr. 1.23).

L,
V\/

Obr. 1.23 - Pfechodovy dé&j, netlumena resonance.

Pro mélo tlumenou soustavu uvaZujefne< 1 :
Resonasni nalaéni :
wdQ 0Qg

Hodnota resonami amplitudy, viz (1.74), pr << 1 je fiblizné :

X stat

a stat 2[} Q/F 2&

X

Integr&ni konstanty, viz (1.76) jsou :

A =X = Xstat
a 2|1

B = Xa Eé — Xstat
Q 2

a kone€n¢ ¢asovy ptibéh sodadnice x dle (1.75) je:

- 1 1_. X
X(t) = Xstat (e o [Eﬁ H[;OiQ Dt) +§ BIH(Q D)} _ﬁ Etos(co[t)
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neboli :

X( = ;—& e 2 sin(Q 1) - (1- e reodQ (1) (1.78)

viz graf na obr. 1.24.

Obr. 1.24 - Pfechodovy dégj, tlumena resonance.

Vychylka @i rezonanci roste exponencidla blizi se asymptoticky ustalené hoanot
amplitudy :

X D X stat
a

208

Poznamka : Pro malé tlumenj €< 1) Ize obalku pfibehu vyjadit priblizne jako :

X obalka_(t) u % [(ﬂ. - e—étﬂ )

O tom, za jak dlouho dojde k ustaleni, vypoviddyamaafunkce €' a zejména pakasova

konstantar = Y/ viz zavr kapitoly 1.1.2.

1.1.5. Kmitani buzené rotujici hmotou

Mechanicky model soustavy buzené rotujici hmotawgj@br. 1.25. Krothbiemene o
celkové hmotnosti m, pruziny o tuhosti k a tluméaé#enu o sodiniteli tlumeni b je
charakterizovan rotujici nevyvadzenou hmotqunatujici ot&kami n, s ihlovou rychlostb.
Nevyvazek je pak jeStcharakterizovan excentricitou e, tedy vzdalenwiste nevyvazku od

Osy rotace.
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Fod x = Fog-Sin(w-t)
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7 b Fo " O O
5%%%%@32%%712%%%%%%%%%%%
X x=v x=a
S

Obr. 1.25 - Model mechanické kmitajici soustavy, buzené rotujici hmotou.

Zde m - hmotnosikg] (hmotnost celého kmitajicihelésa, ¥etne rotujici ¢asti),

k - tuhost pruzinyN/m],
b - souinitel tlumeni[N-s- ],

X - sodadnice urtujici polohu &lesa, roviz pak_prodlouzeni pruzinyn],

m, - hmotnost rotujiciho nevyvazikkg] (hmotnost pouze rotujici nevyvazené hmoty),

n - ot&ky nevyvazkyot/min],

w =T1t-n/30 -_Uhlova rychlost nevyvazkrad/s],

e -_excentricita nevyvazKum] (vzdalenostdzist nevyvazku od osy rotace).

Rotaci nevyvazené hmoty; wznika odstediva silaFqq :

F,=m, 0 @ (1.79)

Tu lze rozloZit na sloZky ve siru kmitavého pohybu (&) a kolmo ke sréru kmitavého
pohybu (kq,). Slozka kolmo ke s#mu kmitavého pohybu se promitne do reakci v ulozeni
télesa a na kmitavy pohyb nebude mit viiv. Naopaklstove smiru kmitavého pohybu bude
na prave stranpohybové rovnice. Je-li Ghel ngeni nevyvaZzkw (pro rovnondrnou rotaci
konstantnimi ot&kami) :

v=wlt

pak sloZka odsedivé sily ve sriru kmitavého pohybu je :

Fuo « = Fyy B8inV = Fy GSin(w() (1.80)
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Pohybova rovnice pak je :

mX +bX +k Xk = F, in(wd) (1.81)
nebo
Y 2 I:od ;
X+20 K +Q,° &k =— Hin(w) (1.82)
m

kde Qo je viastni kruhova frekvence netlumeného kmitdd), ad je konstanta doznivani
(1.16).

Pohybova rovnice (1.81) resp. (1.82) je shodndhylpavou rovnici harmonicky buzeného
kmitani (1.42) resp. (1.43). Odstliva sila &4 (1.79) je v pozici amplitudy budici sily, uhlova
rychlost rotace nevyvazkmw je v pozici kruhové frekvence budici sily. RézieSeni

pohybové rovnice je shodné, viz (1.44) a naslede@éna pak pro ustéleny stav partikularni
feSeni (1.45) :

X . = X, Bin(w - )

part

jehoz amplituda (1.48) resp. (1.50) a fazovy pddu¥7) resp. (1.51) jsou :

1 1
X — OdD - OdD
" oo -wf remny K -0 +ezm)
Q= arctanmﬂ arctanzﬁnm
(,0 —

Pro jednoradzovéeSeni pro dané atidy vystaime s timto vyjatenim. Zabyvame-li se vSak
zavislosti amplitudy xna ot&kach n, resp. na uhlové rychlosti nevyvazkwiz amplitudova
charakteristika (obr. 1.22), musime vzit v Gvahwelikost odstedivé sily (1.79) je na
otatkach zavisla (viz téz poznamka pod obr. 1.22). Amgu ustaleného vynuceného
kmitani pak musime vyjé jako :

Foa 1 _m w’

= B - (1.83)
" m \/(Qoz—ooz)2+(2[6@o)2 m \/(Qoz—w2)2+(2[6m))2

resp.

(1.84)
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Prenosova funkce pak je :

2

{=—2a = d (1.85)
T}fte Ja-n2) + (& my

Amplitudova charakteristika, zavislost amplitudya Ghlové rychlostiv, resp. n&initeli
naladnin, pak ma podobu dle nasledujiciho obrazku 1.26 :
&E=0 & - pomérny Utlum

£=0,2

/

& =0,35

X, -
n - Cinitel naladéni
0 T= : : :
Nres 2 3 4 n
w=0 w=Qp w=3Q W

Obr. 1.26 - Amplitudova charakteristika.

Ve srovnani s amplitudovou charakteristikou dle 422 jsou na prvni pohled patrné dva
rozdily :
1) Pro nulové ot&ky (w = 0,n = 0) je amplituda nulov4, neboodstediva sila je nulova.

2) Pro velmi vysoke otky (w >>Qo, n >> 1) se amplituda limithblizi hodnot :

= jim| M e 2”2 = (1.86)
o o may) T

Opet se objevuje velmi vyznamny jev - resonatede jak byla specifikovana wedchozi

X a_(

n-e)

kapitole. Tedy : resonance nastava kdyz budicidratirekvence (Uhlova rychlost
nevyvazku)w je ¢iselre blizka vlastni kruhové frekven€ly, projevuje se velmi vysokou
amplitudou. Obvykle v této souvislosti byva zvykdefinovat tzv. kritické oté&ky - ot&ky

nevyvazku v resonanci.

(‘l:res |:£2O
= 300 [ ot } (1.87)
o T min
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Mérg vyznamny rozdil ve srovnani s amplitudovou chamagtikou dle obr. 1.22 spiva v
resonafnim naladni, které se { vzrastajicim tlumeni posouva vpravg{s> 1). Pro
resonanni nala@ni Ize odvodit :
2
d ™ e al
dx, _ (™ Jo-n?f +eEmy
dn dn

=0

a odtud :
1

%fﬁ

(1.88)

1.1.6. Sila prenaSena do zakladu

Znalost sil, penaSenych z kmitajici soustavy do zakladu, je nptogeho dimenzovani.
K jejich urceni pouzijeme mechanicky model z obr. 1.27. Vyséeimost pruzného ulozeni

je k a sodinitel tlumeni b. Sila do zakladu sgepaSsi pruzinou a tluem.

Fr k Fr m

Ry = F. Bin(w()

zaklad
§

X X=v X=a

ﬁ B

Obr. 1.27 - Model mechanické kmitajici soustavy
buzené harmonicky proménnou budici silou.

Poznamka : Je'eba si u¢domit, ze viSi sila Ry = Fa-sin(wt) pisobi gimo na éleso, ale
ne na zaklad. Sila se do zaklademasi prostednictvim pruziny a tluni, na zaklad tedy

primo pisobi direkni sila pruziny a tlumici sila tlude.

Direkéni sila k a tlumici sila Fjsou :

F =k X
F, =bV=bhX
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Je-li (1.45) partikularnfeSeni pohyboveé rovnice (1.42) resp. (1.43) :
X() = X, [sinw(t-g)
V=X =X, WEodw - @)
Pak reakce v zakladu je :
Ry =F +F =kX+b =k X, Gin(w - ¢)+ bX, Gotodwd - ¢)

Tento tvar Ize konsé upravit na :
Ry =R, Bin(wd - ¢+¢;) (1.89)

kde amplituda reakce je :

R, =k, )+ (o0, 9 = x, i+ (e

Uvazime-li dale (1.16), (1.28), (1.49) a (1.4) :

b=2[m[3 5=¢, w=nm, QOZ:%

pak amplitudu reakce vyjéigne jako :

R, =x, §k* + 2 M m,” ]| =x, kQ/1+ (2% M)

Je-li konen¢ amplituda partikularninteSeni (1.50) :

xa:iD !

K Ja-n2) +(zmy

pak amplituda reakce je :

R =F o V1tRED)

(1.90)
Ja-n?f + 2z m) "

Kone:n¢ fazovy posuv reakce je :

tan@, =%:...:2EEE1 (1.92)

Poznamka : Fazovy posgk je posunuti a¢i partikularnimus/eSeni (maximum reakce je o
4t = gyl wdrive nez maximum kmitani). Fazoveé posuniibudici sile jeg ¢ (maximum

reakce je ot = (@ @)/ wpozdji nez maximum budici sily).
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Cinitel zesileni reakce je :

=Ra . 1+(2Zm) (1.92)

R -2 + e my

Zavislost amplitudy reakce na natad je na obr. 1.28.

Ra] £€=0 § - pomérny Gtlum
R, =3[F,
R, =2[F, 1
R,=F, 1
0
w=0  w=Qo w=3Q W

Obr. 1.28 - Charakteristika reakce.

Prib¢h charakteristiky ma podobné vlastnosti jako amaghbtva charakteristika.
1) Pron = 0, respw = 0 (konstantni sila) se do zaklademasi budici sila nezmna (R=F).
2) Resonance. Je-li budici frekvence blizka vldsékivenci pak reakce v zakladu vyr&zn

pievysuje budici silu. Resoran naladni je :

_yYy1+8E* -1 (1.93)

r]res_ 2[&

3) Pron >> 1, respw >> Qo, hodnota reakce klesa k velmi malym hodnotam RFF<<

- tim| F, oV 2E D)

" e amy)

R.

N-c)

Poznamka : Nevyznamnou zajimavosti je Zenpro/2 je R, = Fa nezavisle na tiumeni.

Procinitel nalagni n > V2 014 je sila do zakladu menSi nez amplituda budici $iyo
vyuZivame pro zmenseni silygmasené do zakladu tzv. aktivnim pruznym ukladatioy.

Stroje a z#izeni ukladame na pruziny tak, aby vysledmjtel naladnin = 3 + 5.
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1.1.7. Kinematické buzeni

V této kapitole bude probrano kmitani, které jéssgbeno pohybem ramu mechanické
soustavy, tzv. kinematické buzeni. Mechanicky mgelela obr. 1.29. Je tien €lesem, které
je pruzinou a tluniem vazano k ramu. Ram se pohybuje definovanyisapem, jeho pohyb

je dancasow promennou vychylkou g.

k Fr m

s

Obr. 1.29 - Model kinematicky buzené mechanické kmitajici soustavy.

Zde m - hmotnosikg],

k - tuhost pruzinyN/m],
b - souinitel tlumeni[N-s-m'],

X - sodadnice urtujici polohu &lesa [m],

Z - sottfadnice uréujici polohu zakladu [m].

Pohybova rovnice je :

m@a=>»F =-F -F
Direkeni sila k a tlumici sila Fpak jsou :

F =k A/ =k{x-2)

F =b, =blv-v,)=b-2) (1.94)
Zde je teba si uedomit, Ze direkni sila neni primaghdana posunutingélesa x, ale
deformaci pruzin\/ = x-z. Zaklad ,dohani“deso, deformace pruziny je dana rozdilem
obou pohyfi. Podobg ve vyrazu pro tlumici siluy = v-v; je relativni rychlost jednoho

konce tlumée vici druhému, rozdil rychlostitesa a ramu.
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Z&vorky ve vyrazech (1.94) roznasobirdleny k-x a b-v fevedeme na levou stranu
pohybové rovnice, zatimadeny k-z a b-ynechame na pravé stégpohybové rovnice. Ta
pak ma tvar :

mla+blv+kix=Dblv, +klz

mX+bk+kk=bZz+kZ="f, (1.95)
kde :

foy =klzg +blZzy,

Poznamka : Funkceyfna pravé straé vyjad-uje pohyb zakladu, nema fyzikalni charakter sily
(ovSem jeji jednotka je [N]).

VyreSime pipad, kdy pohyb ramu je harmonicky :
z=2z,sin(wlt)

. (1.96)

V,=2=12, @o@:os(oo[it)

Zde z - amplituda pohybu zéakladm],

w - kruhové frekvence pohybu zaklafif],

®
f =—— - frekvence pohybu zakladiiz].
20 oy qdz]

TotoeSeni odpovida napsituaci, kdy pohyb ramu je dan pohybem kulisovétezhanismu
(viz obr. 1.30). Zde poloam Kliky r = z, je amplituda pohybu zakladu, thlova rychlost retac

kliky w je sogasreé kruhovou frekvenci pohybu zékladu.

Wt

Z ) N Fr m

2

2

7

é | Fo O ()
WI W/Wz

% -A z=v 7 X=V X:a/

z=r-5|r?(ou-t) =V, X

Obr. 1.30 - Model kinematicky buzené mechanické kmitajici soustavy.
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Pohybova rovnice pak bude :
mX+bX+k X = bz, Eodwl)+k Z, Ein(wi)

Pouzijeme-li substituce :

F,=+(bz, @) +(k2,) =2, 3/(b)* +k2
bz, [ b6 (1.97)
@, = arctan—=2— = arctan——
Kz k

a

Uvazime-li dale (1.16), (1.28), (1.49) a (1.4) :

b=2[m(3 5=¢, w=nm, Q,’

3|=

pak (1.97) lze upravit na :

F,=kz,G/(2&m)* +1 (1.98)

Pak pohybova rovnice :
mX+bX+k X =F, Ginlwd+q,) (1.99)

resp. :

X+6D(+QOZD<:%E‘5in(wD+(pZ) (1.100)

bude formals shodna s pohybovou rovnici (1.42) resp. (1.43)jisnkou fdzového posuvu

@)

Poznamka : Zde je¢ba si ogt uwdomit, Zeflen F, na pravé stratt nema fyzikalni

charakter sily, ale vyjadije pohyb zakladu.

Samozejme i feSeni pohybové rovnice (partikulareSeni pro ustaleny stav) je shodné s
(1.45), (1.48), (1.50), (1.47) a (1.51) :
X() = X, Bin(wd +, - ) (1.101)

F
X, =120 L (1.102)
m

) \/(Qoz—w2)2+(2[6@o)2
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1 —, 0 1+ (22 m)*

Ja-n?f +erm)p " o-n?f +(Emy
200w :2[E[r]
Q) -w 1-n?

(1.103)

(1.104)

Konené dynamickyginitel (Cinitel zesileni) je shodny s (1.92) v kapitolefenosu sily do
zakladu :

(1.105)

Amplitudova charakteristika ma stejnyapeh jako je na obr. 1.28.

MoZzZnost snizit amplitudu kmitandlesa vhodnym pruznym uloZenim vyuzivame u pasivniho

pruzného ulozeni pro izolaci od kmitani okoli. @pini naladni je ogtn = 3 + 5.

1.1.8. Kmitani vybuzené periodickou silou obecného prabéhu

Pti feSeni praktickych probléirkmitani jecasto budici sila periodickou funkg&su. Jeji
pribéh se po utité period Tr opakuje, viz obr. 1.31. Tuto vlastnost |ze mateckgtvyjadrit
jako :

F(t) = F(t+TF) = F(t+i|]F) pro i=1,2,..

VARVARVARVA

Obr. 1.31 - Obecny periodicky prabéh budici sily.
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Jsou-li splgny Dirichletovy podminky Ize takovy pb¢h vyjadit Fourierovouradou jako
souet harmonickych mibéhta o zakladni frekvenci f a ndsobnych frekvenciclikeie i = 1,
2, ... je nekonmnarada celycitisel) :

Fo=F o™ i[ﬁ_i [eodi bod)+F, ; G&in(i @o[it)] (1.106)
=
kde
_2[n
w= T (1.107)

je zékladni kruhova frekvence budici siliale koeficienty Fourierova rozvoje jsou :

1 TF
F o= T D{ Ry it
2 :
R, = T D{ R [eodi [ol1) ot (1.108)

2 TF
Py = 0 Ry Gsini Ceolt) Cait

F 0

|

E\.J.'T'?{; Priklad 1.1 Fourietiv rozvoj pilovitého pitb¢hu

Nap. pro pilovity piibéh dle obr. 1.32, pro ktery plati :

E
Ffo== o
F
F A T|:
£ = Fracg AFma
(t) TF
t

v

Obr. 1.32 - Pilovity pribéh budici sily.

muzeme odvodit :

e = E 2" E
Flo=— O e = Tm f tme= e | = Tmeo s 1E,
LT T T 2], o, 2

F 0 F
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a dale (metodou per partes) :

TF TF
R =T£Dj@[t [eog(j [eo(t) [dit =%Djt [eo(i Ceo(t) [dit =
0

F o 'F F
- TF
2EIF
— 2 l—[$in{i Lo[}) + [codi loll)| =
o _,m )+ oo 1)
2EIF T: 1 0 1
— 2 [J—[$in(i Lo T [¢odi Ldo[T [Sinli Lo [D [codi [do[D
T, B0 T+ Teod (T, ) sl 00) - o wodi )
Uvézime-li, Zesin(0) = 0,coq0) = 1, a dale (1.107) :
:2[11
TF
muzeme vyjadit :
_2[F T, 1 1
FE =—"[—F Gin2040 [tod2 O 0GT)——
R EEimo )+ (i tw)? <20~ (@o)z}
Dalesin(2-i-1) =sin(360°) =sin(2-360°) =sin(3-360°) = ... =0,
coq2-i-m) =coq360°) =coq2-360°) =t0g3-360°) = ... =1, pak:

S

Dale :
TF
F :Tim.[ P 3 Csin(i o) ot = ZEF S max Djt [5in(i [ (1) [t = metodowperpartes=
F F
2[F _0 1 - "
=M ﬂ: Lo Csinti Lo =
T.> |ilo oi )+ (i )? nl )L
2[F [-T 1 1
=—_max__F [godi [T, Csin(i Cdo[T E:o i L[ C5in(i Cdo [0
=T e trn ) s m,) - 2 o) s )
Dale (viz vyse) :
2F T, 1
F,  =——D F [eod2 Ot ($in(2 [ Ot
=T oo L s -
_Zm:max T FmaX
T’ .5L i O
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Pilovity pribéh dle obr. 1.32 tedy Ize vyjétiFourierovouradou :

Fy=F [ﬁl_ 2, sinfi mu)) F [gl_ sin(w) _ sin(26od) _ sin(3 () _j

2 4o Ot 2 T 2[00 30t
Spole&nou obecnou vlastnosti Fourierova rozvoje libovdlmikce je, Ze ve vyrazech pro
koeficienty k; a R je parametri =1, 2, ... ve jmenovateli. Koefitiepro vzistajici i maji

mensSi hodnotu. V praxi se proto vzdy uvaZzuje Kogega:et ¢leni rozvoje proi=1, 2, ... n.

Na obr. 1.33 je srovnani pozadovaného pilovitélibgru s Fourierovym rozvojem prézané
hodnoty n.

Pro dalSieSeni upravime rovnici (1.106) na :

Fo=F o+ [F  inf o+, ) (1.109)
i=1
kde :
Fa_l = F:L i2+F2 |2
- (1.110)
@. , = arctan——
- I:2_|
Pohybova rovnice bude mit tvar :
MX+bX+kX=F, ,+>[F , Binfi Gori+q. ] (1.111)
i=1

resp. :

X+ 2B +0Q,2 X = F;;]O +% > minfiwa+e )]  @112)
i=1

S vyuzitim z4kona superpozice budéeni :

n
X(t) = Xpom + Xpart = Xpom T Xpart_O + pran_i (1113)
i=1
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t=3- Tk

t=2-Te

A g i sin(w) _ sin(200)
F (1) max o - 2 Gt
Fmax ] / /1 4 4 /

.J/ i / >
0 t:TF t:2'T;: t:3'T;: t:4-T|:
A e ooe i sin(w) _sin(2fo@)  sin(50()
F 0 = Fmax T Ty 2t s
Fmax T I
n=>5 | J
1/Z'Fmax" |
| | |
.’ } l' | t,
0 t:TF t:2'T;: t:3'T;: t:4-T|:
A co-E d41_ sin(w) sin(2f)  sin(10Mo(1)
F ®) = Tmax o T ot 100
|
| I' t >
t=2-Te t=3-Te t=4-Te

Obr. 1.33 - Pilovity prubéh budici sily a jeho Fouriertv rozvoj - srovnani.
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V dalSim se zagfime na partikularnieSeni (ustélené vynucené kmitani).

Slozka partikularnihdeSeni xart o 0dpovidajici konstantni slozce budici sily, fe reSenim
kmitani @i pasobici konstantni sile, viz kapitola 1.1.3 :
Fl_O

Xpart_O = k

(1.114)

Slozka partikularnihdeSeni xar i, 0dpovidajici harmonicky pranné budici sile
F = Fyisin(i- - t+@: ), je popsana v kapitole 1.1.4 o odéna harmonicky progmnou budici
silu, pouze je doplm fazovy posuwi a zejména misto zakladni kruhové frekveace

uvazujeme jeji ndsobkyc.

Xoa i =X (i O+ - @) (1.115)
kde :
F F
Xai = e 12 = T(" E 21
m o, - (o)) +(eBamy Ja-(mef +caom) 1116
(p = arctanm = arctanm
| Q,” - (i o)’ 1-(im)’
kde dale :
-
n Q,
je ¢initel naladni pro zakladni frekvenci,
=90
§= Q,

je pongrny Gtlum.

PartikularnireSeni pohybové rovnice (1.111) resp. (1.112) tedy |

n

X() = Xpan 0+ 2 (Xa s SN DO +0; , - @) (1.117)

i=1

Z rovnice (1.116) plyne, Ze jednotlivé harmoniclaZky budici sily jsou mechanickou
soustavouurzre zesilovany podle velikostijra jejiho pdadi i. Dale je patrno, Ze pro kazdou

harmonickou slozku dochéazi k rezonan@ijipé budici frekvenci. Jednotlivé harmonické

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava



Technické kmitani -52 -

slozky budou v rezonanci, bude-li sgiha podminka Rres= 1, tj. i-tdes= Qo. TO S€ Pi
proménné kruhové frekveneb projevifadou rezonanci :

|

res_i

jak je nazn&eno v tzv. Cambellavdiagramu, obr. 1.34.

. A
-G

Q, _Q,

res 3 res 2 res 1~
_ 3 S 2 _

W .= =Q, w

Obr. 1.34 - Cambelltv diagram.

Jelikoz s rostoucim i amplitudy harmonickych slozekavidla rychle klesaji (s vyjimkou
resonance), je mozno s# pypoctu omezit na &kolik prvnich harmonickych slozek

periodického buzeni.

1.1.9. Kmitani vybuzené skokovou zm énou budici sily

Dynamické vlastnosti kmitajici soustavy je moznsymovat na zakladeji odezvy na
skokovou zmnu budici sily, obr.1.35 (¥5i sila F z nulové hodnoty skokem nabude
nenulovou hodnotu a tu si nadale podrzi jako karista Tato odezva se nazyviéephodova

charakteristika

Fo

v

t
Obr. 1.35 - Skokova zména budici sily.
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Pohybova rovnice je :

resp. :

Zavedeme substituci :

kde v souladu s (1.38)

je tzv. staticka deformac®ohybova rovnice pak bude mit tvar :

a koneng :

Pohybova rovnice je shodna s (1.14), jefeni je shodné s (1.23) :
2 =CE™ BIn(QO+q,)
a [i substituci (1.120) :

MEX+bXk+kX=F,

x+2t&31§k+9025<=i
m

stat

N N N
1
X X X

_RK

Xstat = ?

miz+blz+kl(z+x,,)=F
mz+bZz+kz+k kOZFO

mZz+bZ+kZz+F =F

mlz+blz+klz=

X(t) stat+CEa o E‘Bm(QDH'(po)
X() = X + €7 A o Q 0) + B Bin(Q )]

% =v=e"[(B-AB)todQ ) - (A D +B ) EinQ )

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

Integrani konstanty A a B, resp. Cqg, urcime z p@atetnich podminek, odpovidajicich

klidovemu p@atenimu stavu : t = 0 ...q@%0) = X0 = 0, Wf=0) =

O:XStat+A
0=BIQ-AI[d
A =-X

stat

B=-x E—lé
Q

stat
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Reseni pohybové rovnice (1.118) resp. (1.1¥Phplovych p&éatenich podminkach
(klidovy patateini stav) tedy je :

X () = X g E{l— e EECOS(Q K) +% 5in(Q D)}} (1.123)

Tato funkce se nazyv&grhodova funkcéprechodova charakteristikaleji graf je na
obr. 1.36.

A

X _2[n
2-Xstat T |e' T_?

Xstat |

t

[
»

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Obr. 1.36 - Pfechodova charakteristika - odezva na skokovou zménu budici sily.

Pribéh se po p&atenim rozkmitani utlumi a ustali se na hodmot X4, Na p&atku, nez se

kmitani utlumi, nize vSak piibéh kratkodolks dosdhnout hodnoty bliZici se X = gax

Zanedbame-li v (1.123) tlumeni, bude mit funkce tva

X () = X (L= COYQ, )] (1.124)
grafické znazorni je na obr. 1.37. Bbéh periodicky dosahuje hodnoty X = Zusx
\ T= AR
xt o Q,
2-%stat T
Xstat [T VT VT YXTYTUVTUCTYXTV 0 v ryvrvryrvrevhk

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Obr. 1.37 - Pfechodova charakteristika pro netlumené kmitani.

Dynamické vlastnosti posuzujeme podle dynamické&hoisitele

X

max

X

K =

stat

Pro netlumenou soustavd £ 0) jek = 2.
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1.1.10. Odezva mechanické soustavy na impulsni silu

V technické praxi se setkAvame s buzenim nalfill@Zzpnou silou znéné velikosti, ktera

pusobi po zanedbateairkratkou dobu, tzv. impulsnim buzenifro jeho matematicky popis

vyuzijeme Diracovu funkci, obr.1.38. Dobagmbeni silového impulsu velikostj fe At.

A
F
Fo
t
Obr. 1.38 - Impulsni sila.
Prot<i F=0,
prot <t < t+At F=h,
pro t > §+At F=0.

Tato sila vyvolava impuls sily :

tI+At

| = [Frot=Fnt
t1
Je-li velikost sily¢iselre rovna :
F= 1t
At

pak tato sila podava jednotkovy impuls

Ilemtzimt=l (1.125)

Podle ¥ty o zmene hybnosti plati :
Ap =MV y,py — M =1,

Je-li rychlost na pgatku impulsu nulova (M) = 0), pak rychlost na konci impulsu je :
I

=

L (1.126)

Vigea) = Vi) + m

3 |

Vychylka na konci impulsu (je-li vychylka na g@tku impulsu nulova ) = 0) je :
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t+AL
X(weat) = jvmt
il

Protoze vSak doba trvani impulsu je zanedbatelala,At — O, je i draha zanedbatélmala

X(t1+aty — 0.

V case t > #+At (F = 0) a pro podkritické tlumeni je kmitani paps pohybovou rovnici
(1.14) resp. (1.15) a jejiteSenim (1.23) :
X(eu) = C E_é[@t_ﬂ) B‘;ir{Q [qt - tl) + (po]

Stav na konci impulsu Xy = 0, V+ay = /m) predstavuje p&atesni podminky nasledného

volného kmitani. Integeani konstanty dle (1.24) a (1.25) jsou :

+ [52 n 2
C:\/X(t1+At)2+(V(t1+At) X(t1+At) ) :\/O+(m+0[6) _ |1

Q2 Q>  mmD
X () [Q
@, = arctan—— () = arctan-— = arctan0=0
V(t1+At) + X(t1+At) [d i 0ld
Reseni dle (1.23) tedy je :
|1 -5({t—t1) g
X(on) = (& [SinQ [t —t 1.127
(t>t1) m0 r{ [q 1)] ( )
kde gipomaime jednotkovy impuls;l= 1 N-s.
Vyraz :
Nca) = L etd o -t,)] (1.128)

m [Q

se nazyva impulsni (Diracova) funkce. Tato funk@vyuziti i v experimentalni mechanice
pro stanoveni komplexnicltgnosovych funkci, které jsou Fourierovym obrazemulsni

funkce.
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1.1.11. Odezva mechanické soustavy na obecny pr  (béh budici sily

K odvozeni odezvy soustavy na obecn§bgh budici sily nizeme roviz pouzit impulsni
funkci. Obecny pib¢h sily, obr. 1.39, sifiedstavime slozeny z elementarnich impug- dr,
obr. 1.38.

v

Obr. 1.39 - Obecny prubéh budici sily.

Protoze plati zakon superpozicejzame odezvy na tyto impulzyitat a podle rovnice

(1.127) (@i 1,=1), resp. (1.128) obdrzime :
1 : _5[(][_ ) .
X =—— O F, &V inQ [t — t)| Coit 1.130

nebo téz, s ohledem na (1.128) :

Odvozeny integral (1.130) se nazyva Duhaméhtegral nebo téz konvatai integral.

Poznamka : V Duhameléwntegralu (1.130) t ir znamenaas. B /eSeni samotného
integralu jer pronenna, podle které integrujeme, t je konstantni patnPo vyeseni

integralu a dosazeni mezi pak na t pohlizime jakpronennou.

PouZiti rovnice (1.130) prieSeni odezvy ma tu vyhodu, Ze unngig vypaet i v pripack,
kdy je sila zadana graficky, nebo tabetapfipadré primitivni funkci integralu nelze
vyjadiit. ProteSeni takovychifjpadi miZzeme pouZzit numerickou integraci a vypbprovest

na paitaci.
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1.2. Kmitani rota éni

Cas ke studiu: 1,5 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakonitosti rataiho pohybu, zejména kmitavého rétého pohybu.
Definovat zékladni valiny kmitavého roténiho pohybu a vztahy mezi nimi.
VyfteSit stedre sloZité ulohy roténiho kmitani.

C] Vyklad

S kmitavym pohybem selieme setkat i v souvislosti s rétdm pohybem. Mechanicky
model na obr. 1.40 je tven €lesem 0 momentu set¥@osti |, podepeném pruzinou o

tuhosti k na rameni p.

y=p-singLpg

%

Obr. 1.40 - Mechanicky model rotaéniho netlumeného kmitani.

Zde | - hmotovy moment setréosti (osovy)kg-nt],

k - tuhost pruzinyN/m],
p - rameno uchyceni pruZimfm],

@ - Uhlové sotadnice urtujici polohu ¢élesa (Ghel nateni) [rad].

Dale w= @ je Ghlova rychlost [rad/s]

a € = @ je Ghlové zrychleni [rad’k
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Dojde-li k nat@eni tye o Uhelp, konec ty¢e se posune o stadnici y, jez roviz predstavuje

deformaci pruziny (jeji prodlouzeni nebo zkraceni)

y =plsing

Pro maly Uheltp mizeme pouzit linearizaci :

sinp @

kde girozere Uhel@je v obloukové nie [rad]. Pak fiblizné plati :

y =pBingOplp

Poznamka : Linearizace spi/gse pouziva po#mné casto. Pro ilustraci uvedeme tabulku

chyby této linearizace :

o (0] sing chyba
¢ —sing
sing
[ [rad] [] [%]
1° | 0,017453 | 0,017452 | 0,005 %
5° | 0,08727 |0,08716 | 0,13%
10° | 0,17453 | 0,17365 | 0,51 %
15° | 0,262 0,259 1,2 %
20° | 0,349 0,342 2 %
30° | 0,524 0,5 5 %
60° | 1,047 0,866 21 %
90° | 1,571 1 57 %

Obvykle se uvadi mefZijatelnosti této linearizace pravg< 15°.

V pruzirg vznika direkni silaF :

Fo=ky=klplp

Pohybova rovnice rotaiho pohybu tye je :
IE=3'M, =-F p=-k[pp

(1.131)
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po Upra¥ pak :

| Lp+k p? Ep=0
a po substituci :
k., =k[p’
pak konené :
| p+k, =0 (1.132)

Poznamka : Je-li jednotka tuhosti pruziny k [N/pak jednotka roténi tuhosti k je
[N-m/rad].

Srovname-li pohybovou rovnici rataiho kmitani (1.132) s pohybovou rovnici podélného
kmitani (1.2) :

miX+kix=0

zjistime, Ze jsou forméadnshodnéReSeni pohybové rovnice je analogickéekeni (1.7) :
Py = CBIn(Q, T +y,) (1.133)
kde C -_amplitudgmaximalni vychylka) [rad, °],

Yo - fazovy posuyrad],
jsou integrani konstantyeSeni.

Poznamka : ProtoZgecké pismen@je zde pouZzito pro séadnici, je pro fazovy posuv

pouzito jinérecké pismeng

Parametry vlastniho netlumeného kmitani jsou anmnekéd (1.4), (1.5) a (1.6) :

Q, :\/?:ﬁ?’2 (1.134)

je vlastni kruhové frekvends™] (nebo téZ Ghlova) netlumeného kmitani, dale pak :

QO
fo =
200t
je vlastni frekvencgHz = s'] (poset kmiti za sekundu) a
T :i _ 2[n
f0 QO

je periodds] netlumeného kmitani (doba jednoho kmitu).
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Rovrez reSeni integré@nich konstant C g je analogickeé k (1.10) a (1.11). Pracpt&ni

podminky : t =0 ..0= @ (pccateni Uhel natdeni), w = wy (pocateeni thlova rychlost) jsou :

) 2
C=_@," + Q°2 (1.135)
0
[Q
Yo = arctan -2 (1.136)
(‘00

Mechanicky model rotaniho tlumeného kmitani, obr. 1.41, je dajiro tlumiciclen o
koeficientu tlumeni b, uloZzeny na rameni q. Keodirekini sily i (1.131) vznika dale
tlumici silaF, :

F, =b¥ =blg (1.137)

e J
~ = Ty Op-@
K ————-
Fb
b

i

Obr. 1.41 - Mechanicky model rotac¢niho tlumeného kmitani.

Zde krong vyse jiz uvedenych parameéta souadnic :
b - koeficient tlumenjN-m™*-s],

g - rameno uchyceni tluga [m].

Pohybova rovnice rotaiho pohybu tye je :
IE=> M, =-F [p-F, [0 =-kpplp-bley
po Upra¥ pak :
| o+ bl [+ k (p* (=0
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a po substituci :

k, =k p?
b, =bG?
pak konéné :
| p+b, [p+k, =0 (1.138)

Poznamka : Je-li jednotka koeficientu tlumeni nilks], pak jednotka rotaiho koeficientu

tlumeni b je [N-m-s/rad].

Pohybova rovnice je analogicka k (1.14) :
mIX+bIx+kIx=0
jeji feSeni je analogickeé k (1.23) :
Py =C™ Bin(Qa+y,) (1.139)
kde C - amplitudgmaximalni vychylka) [rad, °],
Yo - fazovy posuyrad],
jsou integrani konstantyeSeni.

Parametry vlastniho tlumeného kmitani jsou analagic(1.4) a (1.16) :

QOZ\/?: /kllj)z

je vlastni kruhové frekvends™] netlumeného kmitani, viz (1.134), dale pak :

b, b
== ZBS (1.140)

je konstanta doznivafé’] a konéne shodi s (1.17) :

Q=,Q,° -8

je vlastni kruhové frekvends™] tumeného kmiténi.

Integrani konstanty C & uréime analogicky k (1.24) a (1.25) zg@enich podminek :

t=0..0= @ (poacateini Uhel natdeni),w = wy (potatesni thlova rychlost) :

2
C= \/%2 L9t o, ) +Q(p2° ©) (1.141)
Yo = arctanw(')+‘)—$D[a5 (1.142)
0 0
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Mechanicky model rotaniho vynuceného kmitani je na obr. 1.42. Modelgpln o
harmonicky prordnnou budici silu F =#5sin(w-t), pisobici wi¢i stredu rotace na rameni r.
Pohybova rovnice je :

| p+b, p+k, p=F, O =F, i Bin(w()

nebo i substituci :

M, =F, (1.143)
je pohybova rovnice :
| [p+b, lp+k, [p=M, Bin(w(d) (1.144)
¢ w &€

_.{ ________________ @ _____________________________ ) .

[
’,
Fo % 7
; Fo = Fa-sin(w:-t)
|
b | r |
|
q i p

% \ %%

Obr. 1.42 - Mechanicky model rotacniho vynuceného kmitani.

Fx
k

Zde R, - amplituda budici siljN],

w - kruhové frekvence budici silg’].

Poznamka : U roténiho kmitani musime velmigsre a velmi gisre rozliSovat meziw-
uhlovou rychlosti roténiho pohybu av- kruhovou frekvenci budici sily. Tyt deliciny

jsou naprosto odliSné.

Pohybova rovnice (1.144) je analogicka pohybovéim\(1.42) a jejireSeni je analogickeé k
feSeni (1.44), (1.23) a (1.45). Partikularni slo@deni - ustalené vynucené kmiténi, je :
Ppan = @, Bin(E - V) (1.145)
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Vyrazy pro amplitudu a fazovy posuv ustaleného &niifsou dale analogické k (1.48),
(1.50), (1.47) a (1.51) :

0, =My L :'\:ag = (1.146)
"ol -wf remmf K L) +egmy
tany =201« 211N (1.147)
Q, -w 1-n
kde :
=&
QO
je ¢initel naladni, viz (1.49) a
o
g=—
QO

je pongrny atlum, viz (1.28).

S rot&nim kmitanim s€asto setkavame v podblryv. kroutiveého kmitan(torzniho kmitani

U kmitani kroutivého kon&leso ve tvaru kotate rotani pohyb. Mechanicky model je
tvoren kotodem gipojenym nehmotnou torznidiyk ramu, obr.1.43.

Obr. 1.43 - Model torzni soustavy.

Zde | - hmotovy moment setr§osti (osovyYkg-nf],
G - modul pruznosti ve smyKera],

J, - ploSny polarni moment setdresti prifezu torzni tye [m']
(nap. pro kruhovy piirez je J =t d/32),

¢ - délkatorzni tyte [ml].
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k; - torzni tuhosfN- m/rad],
bx - torzni sodinitel tlumeni[N-m-rad"s],

@ - Uhlova soiadnice urtujici polohu &lesa (Uhel natieni), roviéz pak zkroucentorzni

tyce [rad],

M - budici torzni momerjiN-m].

Vystavime-li torzni ty délky ¢, z materidlu o modulu pruznosti ve smyku G atidgxru s
polarnim momentem setr&osti § krouticimu (torznimu) momentuMy¢ se zkrouti o thel
Q:

M, ¥

Gl

p

(p:

Proti snéru zkrouceni naopakiipobi ty momentem .
G

o =k, [ (1.148)

M, = y

Zde

k,=— " (1.149)

je tzv. torzni tuhosiN- m/rad].

Pohybova rovnice vlastniho resp. vynuceného kmiéhije shodna s (1.138) resp. (1.144) :
| [p+b, [p+k, [=0
| +b, [p+k, p=M, Gin(wi)

kde h je koeficient torzniho tlumeni a e amplituda budiciho momentRieseni pohybové

rovnice jak vlastniho, tak vynuceného kmitani byledeno vyse v této kapitole.
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Plati zde analogie :

Tabulka 1.1
podélné kmitani rotacni kmitani
X [m] soufadnice délkova [0) [rad] soufadnice Uhlova
V =X [m/s] rychlost podélna w= (p [rad/s] rychlost Uhlova
a=x [m/s?] zrychleni podéiné £=@ [rad/s’] zrychleni Ghlové
m [kg] hmotnost | [kg-m?] hmotovy moment
setrvaCnosti
k [N/m] tuhost podélna Kk, [N-m/rad] tuhost rotaéni
b [IN-m™-s] | koeficient tumeni podélny b, [N-m-rad”-s] | koeficient tlumeni rota&ni
miX+blx+klx=0 [N] pohybova rovnice vlastniho | | @b+ b GP"‘ k =0 [N-m] pohybova rovnice vlastniho
kmitani ' ' kmitani
K [s™] kruhové frekvence K [s1] kruhova frekvence
QO = |— vlastniho netlumeného QO = |—L vlastniho netlumeného
m kmitani | kmitani
b [s™] konstanta doznivani 5 b, [s1] konstanta doznivani
20N 20
T 7 T y;
_ 2 5 [s7] kruhova frekvence 2 2 [s7] kruhova frekvence
Q=4Q," -0 vlastniho tlumeného Q=4Q," -2 vlastniho tlumeného
kmitani kmitani
X() = Ce E‘sin(Q 1+ (po) [m] feSeni pohybové rovnice P = Ce Etin(Q 1+ Vo) [rad] feSeni pohybové rovnice
t t
Xo [m] pocatecni vychylka @ [rad] pocate¢ni uhel natoceni
Vo [m/s] pocatecni rychlost Wo [rad/s] pocatecni uhlova rychlost
2 [m] amplituda vlastniho kmitani 2 [rad] amplituda vlastniho kmitani
C:JX2+(vo+xoca) C:J ., 0, 10,0)
0 2 0 2
Q Q
X, [@Q [rad] fazovy posuv vlastniho 0, @ [rad] fazovy posuv vlastniho
¢, = arctan——— kmitani Y, = arctan kmitani
Vo + X, [0 W, + @, [d
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podélné kmitani

rotaéni kmitani

mX+bk+kX=F, Edsin(w[ﬁ) [N] pohybova rovnice | @b+ b ﬁp+ k =M E‘ain(co[it) [N-m] pohybova rovnice
vynuceného kmitani ' ' @ vynuceného kmitani
F [N] budici sila M [N-m] budici moment
F. [N] amplituda budici sily Mg [N-m] amplituda budiciho
momentu
® [s'] | kruhova frekvence W [s™] kruhova frekvence
budici sily budiciho momentu
X[ = X Bin(w - @) [m] | partikularni Feseni Py = Bin(w -y) [rad] partikularni FeSeni
! é pohybové rovnice - ! a pohybové rovnice -
ustalené vynucené ustalené vynucené
kmitani kmitani
1 [m] amplituda ustaleného 1 [rad] amplituda ustaleného
X, =—03 = vynuceného kmitani @, = Ia E - vynuceného kmitani
m o, - f + (2B m) JQ2 - ) + 2By
F 1 M 1
X, :?"" E - 0, = " e -
2 2
Jo-n°) +(2zm) - -n) +(ezm)
[w 2[&[n | [rad] | fazovy posuv [w (&[N | [rad] fazovy posuv
¢ = arctan——— = arctan——- ustaleného vynuceného | Y = arctan—,—— = arctan > ustaleného vynuceného
0o ~W —N kmitani 0o ~W —N kmitani
w [-] ¢initel naladéni @ [-] ¢initel naladéni
n=— n=—
Q, Q,
d [ pomérny utlum d [-] pomérny utlum
§=— §=—
QO QO
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1.3. Kmitani ohybové

Cas ke studiu: 1/2 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakladni vztahy a zakonitosti ohyboveého d&mhit
Definovat zékladni a odvozené iy, vztahujici se k ohybovému kmitani.

VyfteSit stedre t¢Zké ulohy ohybového kmitani.

C] Vyklad

Nejjednodussi mechanicky model ohybového kmitangjebr. 1.44. Je tven pruznym
nosnikem zanedbatelné hmotnosti, na jedné&ttakonale vetknutym, a hmotnym bodem o

hmotnosti m na volném konci nosniku.

Ko

Obr. 1.44 - Model ohybového kmitani.

Zde m - hmotnoskg],
ko - ohybova tuhostosniku [N/m],
E - modul pruznostinaterialu nosniku [Pa] (nagoro ocel je E = 210 GPa),

J - plodny osovy moment setivesti prifezu nosniku [f]
(nap. pro kruhovy pitiez je J =1t d'/64),

¢ - délkanosniku [m],

y - sodadnice urcujici polohu ¢lesa, roviz pak deformaceaosniku [m].
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Pruzny nosnik, dokonale vetknuty na jednom koratiZeny silou F na druhém konci, se
prohne o pikhyb y, gfimo angrny pasobici sile :

y_FR3
3[EL]

Pontr sily F a ohybové deformace yufe tzv. ohybovou tuhost nosniku :
_F_3IElJ

k _
y °

[o]

Pruzny nosnik se pak chova stgjjako pruzina ve vSechgdchozich modelech - proti gra

deformace fisobi direkni sila, viz téz (1.1) :
I:k = ko E’

Pohybova rovnice pak je shodna s (1.2) pro vliagtliumené kmitani :
my+k, [y =0
resp. je shodna s (1.14) pro vilastni tltumené krhitan
my+by+k, ¥y =0
resp. je shodna s (1.42) pro vynucené kmitani :
M +b+k, I =Ry =F, Gin(w)

Celé nasledn#&eSeni jak vlastniho, tak vynuceného ohybového kihpgak je shodné s

feSenim v fedchozich kapitolach.

V souvislosti s ohybovym kmitanim byvékdy definovan tzv. ficinkovy sodinitel A, pro

n¢jZ plati :
y=AI[F

Snadno nahlédneme, Ze tent@inkovy solinitel je prosé pievracenou hodnotou tuhosti :

3
y=FO— _=F0\
3LELD
3
A= ¢ :i

3ED k,
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Na zéklad reSeni piihybu dle lineérni teorie nosriikze definovat ohybovou tuhost pro

razné ulozené nosniky.

Priklad 1.2 Ohybova tuhost, nosnik na dvou podporach.

02

Obr. 1.45 - Nosnik na dvou podporach.

_48IE[J
o~ 53

k

E-J m I
7z O—2

77

pd ﬁ N

| |
Obr. 1.46 - Nosnik na dvou podporach s excentrickym uloZzenim télesa.

N

= 3LELL/
° g% [p?
a b
‘ E.J m
A
%A 77
< / N

| |
Obr. 1.47 - Nosnik na dvou podporach s previslym koncem.

k =
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1.4. Tuhost hydraulického systému

Cas ke studiu: 1/2 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat vlastnosti hydraulické kapaliny, zejménaatahu k mechanickému kmitani.
Definovat z&kladni valiny, vztahujici se k tuhosti hydraulického systému.
VyieSit stedre t¢Zké ulohy kmitani hydraulického systému.

C] Vyklad

Pruznymélenem v kmitajici soustaunuze byt téZ hydraulicky systém, naghy
hydraulickou kapalinou. UvaZzujme nejprve hydrauisiélec a jeho pist, zatizeny silou F, viz
obr. 1.48.

Obr. 1.48 - Tuhost sloupce kapaliny.

Zde S - piifezové plochadlce [nf],

F - zatZujici sila[N],
V¢ - pivodni objemhydraulické kapaliny [,
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AV - zména objemthydraulické kapaliny stt@nim [n7],
K - modul objemové sttitelnostikapaliny [Pa] (piblizné K = 1+2 GPa),

p - hydrostaticky tlakPa],

y - sodadnice urcujici posunuti pistu [m].

Vlivem zatiZeni silou F dojde ke stkni kapaliny a k posunuti pistu. Pro &lai plati :

p:Kﬂ
VO

je-li tlak :
o= F
S
a stl&eny objem :
AV =Sly
pak :
anebo :

Zavedeme-li substituci :

pak prost plati :

Zavedenim parametru hydraulické tuhdsji jako bychom sloupec kapaliny nahradili

virtualni pruzinou o tuhostir. Veskeré daldieSeni vlastniho nebo vynuceného kmitani

probiha stejé jako je vySe uvedeno.

PovSimneme si, Ze nezéleZi na tom, jaky tvar ma objem kapajiyiiZe se jednat o slozZity
hydraulicky systém, viz obr. 1.49. Podstatny je celkdvjgm \p a plocha pistu S, na niz
dochazi ke stkgeni kapaliny.
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<

7/////////////////

%

////////////////////////////////////////////////////////////////

Obr. 1.49 - Tuhost hydraulického systému.

Nl nnae

\\..\
&\

Poddajnost hydraulického systému je dale zvySeddajoosti potrubi resp. hadic. Ndpvé
pomery v hadici, vystavené viitimu gretlaku, mizeme nejjednoduseji vy$evat podle
teorie tenkosinnych nadob. Uvazujme hadici délkyo stednim pémeéru d (tedy nikoliv

jmenovita s¥tlost) a tlousky t, vystavené vnihimu getlaku p, viz obr. 1.50.

ot
‘o’o¢¢ 55

Obr. 1.50 - Poddajnost hadice.

Zde d - stedni pfimér hadice [m],
t - tlou&’ka hadice [m],
p - hydrostaticky tlak hadici [Pa],

¢ - délkahadice [m],
Vo - objemkapaliny uvnit hadice [m],

ot - obvodové (tangencialnideé) nagti [Pa],

E - modul pruZznosti v tahonaterialu hadice [Pa],
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Ar - zmeéna polongru hadice [m],

AV - zména objemkapaliny uvnit hadice [m].

Dle teorie tenkoghnych nadob je obvodové {teé) napti ve séné hadice :

d
o, =pL—
=P 51
a znmena polongru hadice je :
2
Ar:imt_ d H)
2[E 4(E O

Vyjadiime-li patatetni objem kapaliny v hadici jako :
o =10
a zmeénu objemu :
AV CnldlAr(/

kdeTt-d je stedni obvod at d-Ar je piblizné plocha mezikruzi, pak bude platit :

2 3
AV Onar g =and P p=T0 0 F ooy
AEQ 4EQ S

a odtud konen¢ :

ATE [ [B?
F=——
nid® [/ Y

Nyni miZzeme definovat poddajnost, resp. tuhost hadice
_4EOS
" nid® e
pro niz plati :

F=Kpqly

Hydraulicka tuhost kapaliny a tuhost hadice neloe Viadic pedstavuji sério¥zapojené
~pruziny”. Celkova tuhost tedy je :
1 1 1 1

= + + + ...
k celk k hyd k had_1 k had_2
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1.5. Kmitani krouzivé

Cas ke studiu: 1/2 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakonitosti krouzivého kmitani.
Definovat zékladni valiny, vztahujici se ke krouzivému kmitani, a vztahgzi nimi.
VyfteSit stedre t¢Zké ulohy krouZivého kmitani.

C] Vyklad

S krouzivym kmitanim se setkavame ve strojirengtimi ¢asto, nebt rotory a Htidele jsou
souwasti &tSiny strojnich zéizeni. Zakladni fedstavu o krouzivém kmitani ziskatesenim
jednoduchého mechanického modelu, zakreslenéhbnia%i, ktery se sklada z hmotného
kotouwte a nehmotného pruznéhiidele. Pedpokladame, z€#iStt kotowie je vyoseno o
pocatesni excentricitu e. Po rozteni kotode vznika odsediva sila a v jejimitsledku dojde
k prohnuti Kidele o péhyb y.

Rotaci excentricky ulozené hmoty vznika @gddtva sila, jez prohneidel :
I:od =m mZ [qe-'-y)
kde m -_hmotnosikg],

w - Uhlova rychlost rotacgad/s],

e - excentricita uloZernim] - vzdalenostdzist od osy lidele,

y - prihyb Hidele[m].

8
o
‘qc:‘J "l osa hridele - prohnuta
(&) I:od
EI<J 1 \l/ e
S 2ber S o0sa rotace
_J_/:f_ — —. - — e — e —— = —
2 4 Ay 2 pAima spojnice loZisek
> w
C
OE -
o

Obr. 1.51 - Model krouzivého kmitani.
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Zanedbame tlumeni a vygteme piithyb od odstdivé sily :

_Fod
Y=k

]

kde k je ohybova tuhost (vizipdchozi kapitola). Po dosazeni zadostaneme :

y= m [’ [fe+y)

k0
neboli :
2
—e m [do i
kK, —mLéo
Je-li dale :
Ko
QOZ ZE

kvadrat vlastni kruhové frekvenoéybového kmitani, pak finyb Hridele je :

a nebo:

kde

je cinitel naladni, viz vyse.

Prihybova charakteristika - zavislostibybu y na Uhlové rychlosti rotace resp. n&initeli

naladnin, je shodna geSenim kmitani, buzeného ad@stivou silou, viz obr. 1.26.
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n - Cinitel naladén

e

i
2 3 4 n
w=0 w=Qp w =30 ®
Obr. 1.52 - Prihybova charakteristika.

Pribéh Ize charakterizovat veéeich bodech :

1) Pro malé ot&ky (w —» 0,n - 0) je odstediva sila minimalni a tedy ifonyb je minimalni
y - 0.

2) F¥i tzv. kritické uhlové rychlostin, [(0Qo, ¢iselre blizké kruhové frekvenci vlastniho
ohybového kmitanir(,, 1) se velmi vysokym [ihybem projevuje resonanderitické
otatky jsou rx = 30 w,/1t [ot/min].

3) Fi vysokych otékach,w >>Qq, n >> 1, se pihyb limitn¢ bliZi hodnot excentricity y = e.

Fazovy posuv je :
¢0=0 prow<Qp, N <1,
¢@=180° prow > Qp, n > 1.

To znamend, Zefppodresonatnim naladni (w < Qo, N < 1) je £ZiSE na vrEjSi strak osy

hiidele (tak, jak je to zobrazeno na obr. 1.51).
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osa hfidele - prohnuta

_%} —[—=<_© _ | osarotace
- w

T pfima spojnice loZisek

—
(DIo

prahyb _!
<
1

Obr. 1.53 - Krouzivé kmitani pfi vysokych otackach.

AvSak @i nadresonaimim naladni (w> Qo, n > 1) se &St premisti na vniini stranu osy
hiidele, blize k ose rotacetiRysokych otékach (v >> Qo, n >> 1) pak ¢2is lezi v

blizkosti osy rotace, viz obr. 1.53.

Poznamka Ctend* by mel spravre chapat rozdil mezi ohybovym a krouzivym kmitanim.
Pri ohybovém kmiténi (viz napobr. 1.44) dochazi kerélavému ohybu. Bod na horni resp.
dolni strar? nosniku je vystaven/&law tahovému a tlakovému namahani, grizchodu
stFedni polohou je nafhi nulové. Nosnik sam se nedita

Pri krouzivém kmitani (obr. 1.51) jeirybova Kivka a tedy i nagti konstantni. Rovina, v niz
je hridel prohnuta, se vSak a@idokolo osy rotace. Vlastni kruhova frekvefzezde nema
fyzikalni vyznam ptu kmit: za sekundu, nasobenéhazheba nedochazi k ohybovému
kmitani. Ma vyznam pouzéselného parametru - charakteristiky.

Prestoze bzre pouzivame pojem ,krouzivé kmitani“, ve skimesti ibec nejde o kmitavy
pohyb (pokud za kmitavy pohyb povaZujeme periodizkenu souradnice z kladné na

zapornou hodnotu),
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2. Kmitani linearnich soustav s vice stupni volnost [
s ke sl 7 ol

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakladni vlastnosti a zakonitosti kmitavice stupni volnosti.
Definovat zékladni a odvozené @y, vztahujici se ke kmitani s vice stupni volinost

VyreSit stedre téZké ulohy kmitani s vice stupni volnosti.

Q VyKiad

2.1. Uvod

Pro zohleddni podstatnych vlastnosti realnych mechanickyclstsmzpravidla nevystéme
s mechanickymi modely s jednim st@épmnvolnosti. Pouzivame pak mechanické modely s

vice stupni volnosti. ifklady takovych modéljsou na obr. 2.1.

Model a) je model podélného kmitani. Polo¥lag m, m, a g je uena ftemi nezavislymi
souadnicemi X, Xz a %.

Model b) je model rotmiho (kroutivého, torzniho) kmitani, kde né&tai kotodi o
momentech setr¢aosti b, I, a b je ugeno temi nezavislymi saiadnicemiq, ¢ a@s.
Model c) je model ohybového kmitani, kde poloha tmjich bodi m;, m, a m je ukena
tifemi nezavislymi saadnicemi, pithyby yi, y» a .

Model d) je model rovinného kmitani priZaloZzenéhodesa. Polohastesa je utena

soudadnicemi x a y (posunuti)@(nataeni).

Patet nezavislych sdadnic je roven p&iu stupit volnosti. Kmitani soustav s vice stupni
volnosti je matematicky popsano tolika pohybovyminicemi, kolik ma soustava stitp
volnosti. U linearnich soustav se sdagdinymi parametry tvid pohybové rovnice soustavu
obycejnych linearnich simultannich diferencialnich rovih fadu s konstantnimi koeficienty.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava



Technické kmitani - 80 -

a) podélné kmitani se 3 stupni volnosti
+—>
/ . . .
(] (]

b) rotacni (kroutive, torzni) kmitani se 3 stupni volnosti

Z_GH A [

y u

1001

10jo!

10401
N

c) ohybové kmitani se 3 stupni volnosti

7. 7.

d) rovinné kmitani pruzné uloZzeného télesa se 3 stupni volnosti

s

7.

Obr. 2.1 - Kmitani s vice stupni volnosti - pfiklady.

2.2. Podélné kmitani soustavy se dv. éma stupni volnosti

Cas ke studiu: 4 hodiny

@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
"

Popsat zakladni vlastnosti kmitani s€ma stupni volnosti.
Definovat zakladni veliny a vztahy, tykajici se kmitanim seédva stupni volnosti.

VyteSit stedre téZzké tlohy kmitani se éwna stupni volnosti.
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C] Vyklad

Zakladni pojmy a metodikteSeni kmitani soustav s vice stupni volnosti giiineg ukazeme

na reprezentativnim modelu o dvou stupnich volnegtiobr. 2.2. Vyklad poté zobecnime.

Fie Fa@)
msz
|
) () by,
m/
X1, V1, A1 X2, V2, A2
— —

Obr. 2.2 - Kmitajici soustava se dvéma stupni volnosti.

kde m, m, - hmotnostikg],
Ka, Kb, Kc - tuhosti[N/m],
ba, by, b - koeficienty tlumen[N-m™. s],

X1, X2 - sodadnice[m],
V1, V2 - rychlosti[m/s],
a, & - zrychleni[m/s7,
Fi, Fo - budici sily[N].

2.2.1. Pohybové rovnice

Odvozeni pohybovych rovnic Ize provést metodou awehni. Soustavu uvolnime, viz obr.
2.3, a sestavime pohybové rovnice jednotlivydist
V obr. 2.3 jsou : k Fxb, Fic - direkeni sily[N],

Foar Fobs Foc - tlumici sily[N].

Poznamka : A uvolreni uvazujeme vSechny digek i tlumici sily jako tahove

Fio Fag)
F F F
ka my kb m, ke
Fba re) o) be re) re) I:bc

Obr. 2.3 - Uvolnéna soustava.
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Pohybové rovnice jsou :
m, [& = ZE =Ry ~Fa ~Fa *Fe t Ry

(2.1)
m, [&, = ZE =Ky ~Feo ~Fp tRe TR
Direkeni sily jsou :
F. =Kk, A,
Ry =Kk, [A, (2.2)
F. =k A,

kdeA/,, Ay all jsou prodlouzenfviz poznamka vyse) pruzin. Ta vyjaohe ze sotadnic :

Al =X,
Al =X, =X, (2.3)
Al ==X,

Podobs tlumici sily jsou :
Foa =D Vg 4
Foo =0y Wig (2.4)
Foc =0 Wi ¢

Kde Vel & Vrelb @ Vel ¢ jSOU relativni rychlosti pisttlumica vadi jejich valaim. Vyjadime je z

absolutnich rychlosti :

Vrel_a = Vl
Vrel_b = V2 - Vl (25)
Vrel_c = _VZ

Po dosazeni do pohybovych rovnic dostavame :
m, [a, = Fl(t) _ka (X, _ba [v, + kb [(Xz _X1)+bb [(Vz _Vl)
m, [&, = F,, —k, [ﬂXZ _Xl)_bb [qu _V1)+ K¢ EQ—XZ)‘F b, [ﬂ—Vz)

Kone:né po roznasobeni zavorekgwedeni vSecblent, s vyjimkou budicich sil, na levou
stranu rovnice a po vytknuti s@anic a rychlosti dostdvame :

m, La, + (b, +b,) v, =by, [v, +(k, +k,)Ix, =k, [x, = Fyy

m, &, —b, ¥, +(bb +bC)B/2 -k, X, +(kb + kC)D<2 =Fy

resp:

m, X, + (b, +b,) X, b, X, + (k, +k,) 0, =k, X, = Fy,

m, X, b, X, + (b, +b,) X, —k, X, +(k, +k,) X, = Fy
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PouZijeme-li dale substituce :

b,, =b, +b,

b12 = b21 = _bb

b22 = bb + bC (2 6)
ki, =k, +ky '
k12 = k21 = _kb

K, =k, +k

budou pohybové rovnice mit tvar :
m, [a, +by, (v, +by, [v, +Ky; [X; +Ky, [X, = Fy,
m, [, +b,, v, +b,, [V, + K, [X; +Ky, X, = Fyy
resp: 2.7)
m, D(1 + b11 D(1 + b12 D(2 + k11 D(l + k12 D(2 = Fl(t)
m, D<2 + b21 D(1 + b22 D(2 + k21 D(1 + kzz D(2 = FZ(I)

2.2.2. Volné netlumené kmitani

Pro volné netlumené kmitani (obr. 2.4) zanedbaviumeeni, tedy p=b,=b. = b = b =

b, = 0 a roviz budici sily jsou nulové, tedy E F, = 0.

v/, ka kb
my
(] (] (] [e] 7,
A A
X1, V1, a1 X2, V2, A2
—> —>

Obr. 2.4 - Kmitajici netlumena soustava se dvéma stupni volnosti.

Pohybové rovnice (2.7) pak maji tvar :
ml |:j(l-i_kll D(1+k12 D(Z :O (28)
m2 |:XZ +k21D(1+k22 D(Z :O
Predpokladejméeseni :
Xy = C, [sin(Q, [t +¢)
X, = C, Bin(Q, 0 +¢)
adale (2.9)
%y = —C, [0,° Bin(Q, [ + ¢)
X, =—C, @, Bin(Q, 0 +¢)

kde Qo je vlastni kruhova frekvence
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Po dosazeni do pohybovych rovnic (2.8) a vykraékemii sin(Qo- t+p) dostavame :
(ku_ml [QOZ)[Cl +k1§ L, =0 (2.10)
k21 [Cl + (kzz -m, mo )[Cz =0

Tim se soustava homogennich diferencialnich rounié@du zn¢nila v soustavu

homogennich algebraickych rovnic pro neznamé&C a G = ?.

Soustava rovnic (2.10) mdimzere trivialni feSeni @ = G, = 0. Hledame vSak netrivialni
ieSeni G# 0, G # 0. Podminka existence netrividlnifeseni je, Ze determinant soustavy

musi byt roven nule. V teorii kmitani se tento dei@ant nazyva frekvemi determinant

k11 -m, |:-Qoz k12

=0 (2.11)
k21 k22 -m, moz

Rozvedenim frekvemiho determinantu dostavame bikvadratickou rovnici
(kll -my moz)[ﬁkzz -m, moz)_ k12 [B(Zl =0

m, HT‘z mo4 - (kll HT]2 + k22 ml)moz + k11 Dkzz - k12 l:Ik21 =0 (2-12)

nebo @i substituci :

A=Q,° (2.13)

kdeA je tzv. vlastniislo, dostavame kvadratickou rovnici :
m, [, [\ - (k11 [, + k22 |]nl) [A + k11 Ekzz - k12 [k21 =0 (2.14)

JejireSeni je :

(kn sz + k22 Dm1)i \/(kn an + k22 Dm1)2 _4En1 Enz [qkn Ekzz B k12 Ek21)

A=
L2 2, [n,
nebo :
2
A :1 &_'_ﬁ + 1 ﬁ_kkzz _klll:kzz_klzl](Zl
o2 m, m, 41m, m, m, [n,
nebo :

2
A -1 ﬁ+ﬁ + 1 gk K +k12Dk21
29 m, m, 4m, m, m, [,
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Dva kaeny vlastni kruhové frekvence pak jsou :
2
Q, ., = )\12: l ﬁ+ﬁ + l ﬁ_kﬂ +k12l](21 (2.15)
- ' 2\m,  m, 4 {m m, m, [m,

Obke vlastni kruhové frekvenc@q 1 aQo 2 jsou realna, kladnéisla. Obect tedy méa systém

se 2 stupni volnosti Zizné vlastni frekvence. Tyto vlastni frekvence zasaddyiadime
podle velikosti Qp 1< Qg » Ve zvlastnich fipadech mze bytQy 1= Qg » neboQp 1= 0.

Dosazeninf)g 1 resp.Qq > do (2.10) dostavame, vzhledem k faktu, Ze deteamisoustavy je

roven nule, linearhzavislé rovnice. Z nich Ize &it jen porer amplitud :

i: -k, - Ky, —m, E-Qo_l2
C, Ky —my E-Qo_l2 —Ky
resp: (2.16)
i_ — Ky, :kzz_mz [Q, 22
C, Ky —my |:-Qo_zz —Ky
Vypocéteme-li :
Vi = _k12
V,, =k, -m, [@Q, .}
21 11 15401 2.17)
Vi, =Ky,
Vo =Ky —m, [0 22
nebo :
Vi = k22 -m, mo 12
v,, =—k
21 21 ) (2.18)
Vi, = k22 —-m, mo 2
Vg, ==Ky
je zZ'ejmé, ze :
GVy (2.19)
C, vu
pri kmitani s prvni vlastni kruhovou frekverp 4, resp. :
& :h (2.20)
C2 V22

pri kmitani s druhou vlastni kruhovou frekvej ».
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Je také tejmeé, zetleny v; mizeme vypoist jako libovolné nasobky vyraZ2.17) nebo
(2.18) a porary (2.19) resp. (2.20)wstanou zachovany :
vy, =, [(=ky,)
V,, = H, [ﬁk11 -m, mo_f)
Vi, = H, [q_ klZ)
V, = U, [ﬁkll -m, EQO_ZZ)

(2.21)

kdey; apz jsou libovoln&isla.

Poznamka : Zdej\ysoucisla, majici fyzikalni vyznam posunuti nebo jehsobéu. Jereba si

tyto hodnoty neplést s rychlosti !

Sloupcové matice (vektory) :
v = {V“} a v = {V“} 2.22)
V21 V22

jsou tzv. vlastni vektorpebo téZ modalni vektonebo tzv. vlastni tvary kmitaniréuji

poner amplitud jednotlivych saadnic i kmitani s prvni, resp. druhou vlastni frekvenci.
Kmitani s prvni resp. druhou vlastni frekvencfisié funkcemi :
Xy = Va [SINQ, ; [t +4,)
Xo) = Var E‘sin(Qo_l + (pl)
resp: (2.23)
Xy = Vi, E‘sin(Qo_2 1+ (pz)
Xo() = Vaa E‘sin(Qo_2 a+ (pz)

V,.
ProtoZe informéni vyznam ma poist hodnot—2> (kde j=1 nebo j=2), nikoliv hodnoty samé,
1

Vi

byva zvykem vlastni vektory normovadormovani vlastniho vektorv ) = { } spaiva v

2]

tom, ze vSechny jeho prvky se vynasobi nebaNgiejnymcislem. Hodnoty y se sice

V i e ~ W s 7 Ve
zmeni, ale pondry —> zistanou zachovany. Nejjednodudsinissgbem normovani je tzv.
Vi
J

normovani na jeditku. V&echny prvky vektorV? se vya@li nejvétsim prvkem vektoru :
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, (i)
vl =V (2.24)
ma V<l>
Vysledkem je viastni vektarl?, v nmz nej\tsi prvek ma hodnotu 1, ostatni jsou v

piisluSném porru mensi.

Jiny ¢asty zgisob normovani vlastnich tiafe tzv. normovani podle matice hmaestlize

kazdy prvek vlastniho tvamuvydélime hodnotow/v' M v/, kdev' je transponovany
vlastni tvar (zapsany jakadek), pak bude platit

viIM v =1

Vlastni tvary obvykle usgadavame do tzv. modalni matieeboli matice vlastnich tvaiv.

Vlastni tvary, pisluSejici jednotlivym vlastnim frekvencim, jsowezédnotlivé sloupce

modalni matice, zatimco jegdky gislusi jednotlivym sotadnicim.
—> X3
V =
X2

Qo1 Qoo (2.25)

?ﬁg-i Piiklad 2.1a Vlastni netlumené kmitani setha stupni volnosti, parametry.

Je-li v gikladu dle obr. 2.4 :
m; =1 kg, m=2Kg, k=3 N/mm, k=2 N/mm, k=1 N/mm,
pak dle (2.15) jsou vlastni kruhové frekvence :

Qp1=3168 Qp ,=7428

dale vlastni tvary dle (2.17) jsou :

o - [2000 vl - [2000
4000 ~500

a konén¢ vlastni tvary, normované na jedkil jsou :

vi® =10 vi® =] 1
1 - 025
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Vlastnim tvafim je teba rozunit takto :

Pri kmitani s prvni vlastni kruhovou frekver@p ;= 31,6 & budou amplitudy sdadnic x a
Xz v poreru 0,5 : 1, pi kmitani s druhou vlastni kruhovou frekvetizj , = 74,2 & budou
amplitudy sosadnic x a % v porreru 1 : -0,25 @lesa budou kmitat v protifazi - proti s&b

prvni vlastni tvar
Xl(t) =05 m1 Etin(Q 0_1 1+ (pl) X2(t) =M D‘Sin(Q 0_1 1+ (pl)

X1, V1, & X2, V2, @
[ X1, V1, @1 2, Vo, Q2

druhy vlastni tvar
Xl(t) =H2 Egin(Q 0_2 [+ (pz) XZ(t) = —0,25W12 D‘Sin(Q 0_2 4+ (pz)

Obr. 2.5 - Vlastni tvary kmitani.

Obecné&eseni kmitani je dano linearni kombinaci vlastnich kif#it23).
Xir) = 4 vy, [Sin(Qo_l [t+ ¢1)+ Mo [V, [Sin(Qo_z [t+ (Fz) (2.26)
Xo(t) = M1 V5, I:“Sin(Qo_l i+ (P1)+ M, LV, Edsin(Qo_z i+ (pz) .

Poznamka : PovSimneme si, Ze pom

My [V, [Sin(Qo_l [T+ ¢1) Vi

W, LV, EJSin(Qo_l i+ (pl) Vo

a podob :

M, v, [sin(QO_2 [t+¢2) _ Vi,
HZ Ij/22 B‘;in(Qo_z [ +(p2) V22
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Koeficienty linearni kombinacg; al,, jakoz i fazové posuvg a @, jsou integrani
konstanty a jejich hodnoty &ime z pgateinich podminek :

t =0 ... X@=0) = X10, Va(t=0) = V10, X2(t=0) = X20, V2(t=0) = V0.

Za tim (&elem pouzijeméeSeni (2.26) ve tvaru :
Xy = Va [|A, [codQ, , [t)+ B, [sin[Q, , [t)|+
TV, [ﬁAz m:C)S(Qo_z DI)"' Bz Edsin(Qo_z Dt)]
Xo) = Va1 [ﬁAl EOS(Q 0.1 Dl)+ B, Edsin(Q 0.1 Eﬁ)] +
+v,, A, odQ, ,0)+B, sinQ, , 0)
v, =%, =v, @, , §-A, BinlQ, , d)+B, @odQ, , )+
+v, @, ,0-A, sinlQ, ,0)+B, @odQ, , )]
V, =X, =V, @, , [-A, Bin(Q, , d)+B, @odQ, , )]+
+ V22 l:ﬁ A IEIn( )+ BZ EOS(QO_Z |:ﬁ)]

(2.27)

Poznamka : Stejfyjako je uvedeno v poznamce k rovnicim (2.210eije teba si u¢domit,
Ze zatimcopa v ve vyrazech (2.27) na levé stégaou rychlosti, v, vio, Vo1 @ W Na pravé
strare jsou prvky ve vlastnich vektorech, majici fyzikajrznam posunuti.

Po dosazeni vySe uvedenyclt@ianich podminek do vyr&z(2.27) dostavame soustavu
linearnich algebraickych rovnic :
Vll |:'A\l + V12 [AZ = XlO
V21 |}l +V22 |]\2 = X20
Vi |:-Qo_l EBl TV, mo_z DBZ =V
Vo mo_l EBl TV, mo_z EBz =V

(2.28)

Resenim soustavy jsou integna konstanty A, Az, B1 a B.

Dale pak :
My = A12 + B12
Al
@ = arctanB—

! (2.29)

H, :\/A22 + B22

A
= arctan—2
0, B,
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jsou integrani konstanty, pouzité v (2.26). Je-li kéng tvarreSeni :

Xy = Cy [Sin(Q, , [t+¢,)+ Cy, [sinQ, , [t+¢,)

. . (2.30)
X2(t) = C21 E‘BIH(Q 0.1 [+ (p1)+ C22 E‘BIH(Q 0_2 [+ (pz)
pak :
Cph =M lvy
Cp, =U, vy, (2.31)
Cop =l vy
Cp =M, Wy,

Poznamka : Koeficienty;ychom asi nedti nazyvat amplitudami ve smyslu n#gi
vychylky. Vzhledem k tomu, @g 1 a (% ; jsou rozdilné vlastni kruhové frekvence, funkce
(2.26) jsou neperiodicke. Otazkou je, zda Ideee nalézt skut@ou maximalni vychylku.
Naproti tomu Ize podmné snadno stanovit limitni hodnotyix a %iim, pro réz plati :

Xa1) < Xgjim

X2(t) < Xaiim
Vzhledem k tomu, Ze siBft+¢ <1, pak limitni hodnoty budou :
X 1lim :|C11|+|C12|

Xojim = |Cz1| +|sz|

[~y Priklad 2.1b Vlastni netlumené kmitani sedtha stupni volnosti,
&Y . ,
f}i&#’f integrani konstanty.

Pro vySe uvedenyifklad s¢iselnym zadanim :
m; =1 kg, m=2Kg, k=3 N/mm, k=2 N/mm, k=1 N/mm,

a pro p@ateeni podminky :

t=0 ... X¢=0)= X10 = 10 MM, Y(=0) = Vio = 1 M/S, X%(=0) = X20 = 8 MM, (=0) = Vo0 = 0,2 mM/s,
vychazi z (2.28) :

A1 =9,33 mm, A=5,33 mm, B=12,65 mm, B=10,79 mm.

Dale dle (2.29) :
M1 = 15,7 mm, M2 = 12,0 mm, @ = 36,4°, @ = 26,3°.
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A koneng dle (2.31) :
C11=7,86 mm, @ =12,03 mm, & = 15,72 mm, & =-3,01 mm.

Neboli :

= 786(sin(Q, , [t +0636)+1203[sin(Q, , [t +0,459)
X, =157208in(Q, , 1 +0636)- 30105in(Q, , [ +0459

= 786%in(Q, , (1 +0,636)+1203(sin(Q, , [ +0,459)

X1

1572E‘B|nQOlD+0636 301Es|n 02Et+0459}

/\/\/\/\A/
NARVARVAR VAN

Obr. 2.6 - Casovy priib&h soufadnic x; a Xo.

X2

Casovy ptibéh po dobu jedné sekundy je zobrazen na obr. 2 @aZEme v3ak Ze jde o
neperiodicky pitbeh.

2.2.3. Ortogonalita vlastnich tvar G

Dokazeme ze plati :

ml Ij/ll lj/lZ + m2 Ij/21 Ij/ZZ = 0 (232)
resp. :
m,+m, 02 Yz _ (2.33)

11 12
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PorrEry % a % miZeme vyjadit jak z (2.17) tak z (2.18). Naptedy :
11 12

2
Vo, _ k11 -my mo_l

Vi - k12
Vo, B k21

2
Vi kzz -m, mo_z

Rovnici (2.33) tedy iizeme upravit na :

k,,-m, [Q, ,° -
m,+m, % 3 Kz, ~=0
_k12 kzz_mz |:Qo_z

Dalecleny ki, a k1 se vykrati protoze dle (2.6) jede ko1 = -ky. PO vynasobeni

jmenovatelem dostavame :

m, [ﬁkzz -m, |:5[20_22)"' m, [ﬁku -m, mo_lz)z 0

Po vydleni sodinem m-m, a po vykraceni mresp. m dostavame :

k k

—2-Q, 22+A_Qo 12 =0

m, - m, -
resp.

Ky

Z vyrazu (2.15) vSak vyplyva :

Rovnice (2.32) je tedy spina. Vlastnost, vyjagna touto rovnici, se nazyva ortogonalita
vlastnich tvait (s vahami ma np). Vztah (2.32) slouzi ke kontrolégsnosti vypétenych
nebo nanmrenych vlastnich tvar Ortogonalitu viastnich tvatbudeme vyuZivatipieSeni

kmitani tzv. metodou modalni transformace.
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2.2.4. Hlavni sou fadnice

Pohybové rovnice (2.8) jsou soustavou simultandifdgrencialnich rovnic (v kazdé rovnici

jsou ol neznamé xa x%). Ukazeme, Ze existuji tzv. hlavni $adnice nebo téZ modalni

souadnice pro které se soustava (2.8) rozpadne rRashmostatné, nezavislé rovnice, kazda
o0 jedné nezndm&eSeni nejprve provedeme pro zvlastiipad dle obr. 2.4, kdy oF mp =
m, a dale k= k, = k. = k.

X1, V1, a1 X2, V2, A2
— —

Obr. 2.7 - Kmitajici netlumena soustava se dvéma stupni volnosti.

Pohybové rovnice (2.8) maji tvar :
mX, + 2k [k, -kx, =0

. (2.34)
mx, -k X, +2KX, =0

Se&tenim obou rovnic, resp. ogtenim prvni od druhé, dostavame :
mi{x, +%,)+kfx, +x,)=0
m[ﬂXz —X1)+3EH(EQX2 _X1):O

To nas pivede k zavedeni substituce :

yl = X2 + Xl
=X, =X

em e (2.35)
yl = X2 + Xl

Yo =X, =X

kde yi a y jsou tzv._hlavni saadnice Pohyboveé rovnice (2.34) pak maji tvar :
mby, +k{, =0
miy, +3ky, =0

(2.36)

coZ je soustava dvou samostatnych, nezavislychiaqvrkazdé rovnici je jen jedna
neznama). kkdy se v této souvislosti mluvi o dvou nezavislgsieilatorech, jejichZ poloha

je dana pra¥ hlavnimi sosadnicemi y a .
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Reseni soustavy (2.36) odpovi@deni kmitani s jednim stupn volnosti (viz kapitola 1.) :

y, =C, [sinlQ, , [t+¢,)

. (2.37)
Y, = Cz E"‘S'n(Qo_z i+ (Pz)
kde :
Kk
QO_l = E
(2.38)

3k
Qo™

a G, G, @ a@ jsou integrani konstanty, jejichz hodnotudime z pgéateEnich podminek.
Snadno sefeswdcime, Ze vyrazy (2.15) prQq 1opfi my =M, =m, a dale k= k, = k. = K
zcela odpovidaji vyrdan (2.38).

Hlavni sodadnice y a y» maji fyzikalni vyznam : yje dvojnasobek aritmetickéhotpnéru
pavodnich sotadnic % a %, Y- je jejich rozdil, vzdalenost meziésy m a m. Funkce yy) v
(2.37) tedy popisuje pohybretiniho bodu mezi @ma tlesy, funkce yy) v (2.37) popisuje
jak se od sebe ¢h¢clesa vzdaluji a zasdiplizuji.

Tzv. z@tna transformace,fpchod od hlavnich ssadnic y a y» k pavodnim so#adnicim %

a X, je prosta :

X, =30y, —y,) =3{|C, [sinlQ, , [t+¢,)-C, [sin(Q, , [t+¢,) 2.39)
X, =30y, +y,)=14 [ﬁcl EJSin(Qo_l [+ (Pl)+ C, E‘sin(QO_z [+ (Pz)] -
V obecném fipact, kdy my # m; a k, # kp # K, jsou hlavni sotadnice y a y linearni
kombinaci fivodnich soiadnic % a %. PodrobnynteSenim lze ukézat, Ze :
Xl = Vll WI + V12 wz (2'40)
X2 = V21 @1 + V22 w2
neboli :
{Xl}:|:vll V12:|%yl}
X2 V21 V22 y2
neboli :

{Xl}:vglyl} (2.41)
X3 Y,

kdeV je vySe definovana modalni matieeboli matice vlastnich tvar
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Hlavni sodadnice pak jsou :

Yil_yadX
{yz}_v E{X} 2.42

kdeV™ je matice inverzni k modalni matici.

Poznamka : matice inverzni je matice, jez vynasalpévodni matici, da jednotkovou matici.

. 10
VIV =
01

V tomto gipack jiz hlavni sodadnice y a y» nemaji pimy fyzikalni vyznam, jsou prost

linearni kombinaci fpvodnich sotadnic % a %.

Pojmy ,vlastni tvary®, ,ortogonalita vlastnich tvera ,hlavni sodadnice vysétlime nyni

na jiném pikladu, kde budou nazajsi.

f———
| ]
.

«ygmees  Priklad 2.2 Kmitani se ddma stupni volnosti.
Sy

Hmotny bod o hmotnosti m = 1 kg je uchycen na dvauzinach, levé a pravé, viz obr. 2.8.
Tuhost levé pruziny je k=2 N/mm, tuhost pravé pruziny je ¥ 3 N/mm. OB pruziny jsou
k sok& kolmé a sviraji s vodorovnou osou x (leva pruzinegp. se svislou osou y (prava
pruzina) uheb = 33°. Hmotny bod je veden v ro¥ir-y a kona rovinny kmitavy pohyb se

dvéma stupni volnosti. Jeho poloha j€ema soéadnicemi x a y.

A

y

m

(N x

v

\a

ke 90° |_“Z, ke

Obr. 2.8 - Hmotny bod, kmitajici v roving.
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JeSt nez zahajime vlastiéSeni, provedeme jednoduchou Gvahu.

smér 1 smér 2 \

Obr. 2.9 - Hmotny bod, kmitajici v roviné.

Oke¢ pruziny, k sob navzajem kolmé, definuji dva sny, viz obr. 2.9. Nazéme je pracové
»smer 1“ a ,sner 2. Bude-li hmotny bod kmitat vesperu 1¢, nebude dochéazet k deformaci
pravé pruziny (zaiedpokladu velmi malého rozkmitu ve srovnani s délgnuziny). Naopak
bude-li hmotny bod kmitat vespreru 2¢, nebude dochazet k deformaci levé pruziny. Loy te
kmitani v obou srrechiesSit samostat nezavisle, jako kmitani s jednim stépnvolnosti.

Pak pro oba stmy miZzeme nap vypcist vlastni kruhové frekvence :

Q,,= /k_L = /@: 44, 7sek™
- m 1

Q,,= 1/& = 1/—3000: 54, 8sek™
- m 1

S timto gistupem vSak dlouho nevysteme. Nebudou-li pruziny k sékkolmé, nebo bude-li

(2.43)

jich vice (viz obr. 2.10), nelze jiz tak snadnoide¥at oba srry.

aV.

(J
A
N
Obr. 2.10 - Hmotny bod, kmitajici v roviné.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava



Technické kmitani -97 -

Budeme tedy postupovat systematicky a sestavimgbpek rovnice pro sdadnice x a 'y,
viz obr. 2.11. Ve sirech soiadnych os uvazujeme slozky celkového zrychleni héto
bodu & a §. Dale uvazujeme posunuti hmotného bodu desinice x a y a s tim souvisejici

deformaci obou pruzin a vznik dir&kich sil k. a Ke.

ayTy

Obr. 2.11 - Hmotny bod roviné, silovy rozbor.

Pohybové rovnice hmotného bodu jsou :
mla, =-F, [cosa +F [sina

X

mla, =-F, [sina - F; [€osa

Direkeni sily jsou :
F. =Kk, A
Fe =kp [AL,

kde K a k jsou tuhosti pruzin)/. aA/p jsou deformace - prodlouzeni pruzin.

Al =ySina

Al =y [Eosa

=—-x[$ina

\ Al ' =x[¢osa

Obr. 2.12 - ProdlouZzeni pruzin.
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Budeme-li uvazovat zvlé$osunuti jen ve sénu x a pak zase posunuti jen vessiny,
superpozici ufime velikost prodlouzeni pruzin jako funkci posunua y, viz obr. 2.12.
Al =x[¢osa +y[Sina
Al =-x[$ina +y [Eosa

Poznamka : Zde uvedeny vypbdeformaci plati pouze do té miry, do jaké jeupa x a 'y

velmi malé ve srovnani s délkou pruzin.

Z uvedeného korie¢ sestavime pohybové rovnice hmotného bodu, kmiltegjie rovirg :
mla, =-k_[(x[cosa +ysina)lcosa +k, [(-x [sina +y[cosa)lsina
mi@, =-k,_[{x [Gosa +y Eina)BEina -k, - x Bina +y [tosa ) (Eosa

a koneng :
m, +(k, [Eo a +k, Ein’ o)X +(k, —k,)BEina Eosa [y =0 (2.44)
mi, +(k,_ —k,)sina Gosa X +(k, Bin’a +k, Gosa)y =0 '
neboli :
mX+k,, x+k =0
' 11 12@ (245)
My +k,, X+k,, [y =0
je-li :

k,, =k, [0S a +k, [Bin* o
k,, =k, =(k, —k,)3ina [Eosa (2.46)
k,, =k, Bin’a +k, [€oS* a
Pohybové rovnice (2.45) jsou formélshodné s rovnicemi (2.8¥ipn; = mp = m. Mizeme
tedy vypaist vlastni kruhové frekvence dle (2.15) :

111 1
QO_l,Z = \/_ EEE [qkll + kzz)i \/Z [ﬂku - kzz)2 + k12 Ek21:| (2-47)

m

Dosadime-li vyrazy (2.46) a uvazime-li dale, Ze :
2[sina [cosa = sin(2[a)
cos’ a - sin’ o = cog2 @)

dostavame v souladu s (2.43) :

Q,,= /k_Lz /@=44,7sek‘1
- m 1

QO , = k_: M:54,&ek_l
- \'m V 1
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Je ovSemiejmé, ze narozdil od Gvahy, popsané v souvislashrédzkem 2.9, uvedeny postup
je proveditelny i v fipact uloZzeni hmotného bodu na slé@im systému pruzin dle obr.
2.10. Rozdil je pouze v ptu itanal v substiténich vztazich (2.46).

Dale provedeme vyget vlastnich tvardle (2.17) :
v,, = -k, =—(k, —k,)Isina [cosa
- 2 _ 02 dl
Vy =k —my @, ° =k, [Gos’a +k, 5in*a —m -
v, = -k, = —(k, —k,)&ina [tosa
Vo, =k, —m; @, ,° =k, Bos o +k, in*a —md?ni’

Prvni a druhy vlastni tvar jsou pémy :
vy _ (ke =k, )isinafcosa  _ (k, -k )Isinalcosa _ 1
v, k_Eofa+k,Bina-k, (k, -k, )B®in*a  tana
vy, _ (ko =k )Binaosa  _ (k, —k, )Gsina [tosa - —tang
V,, k Bosa+k,Binfa-k, —(k,-k, )Eosa

(2.49)

Vlastni tvary, normované na jedhu, pak jsou :

1 1 —tana -0,649
v = = v = = (2.50)
tana 0,649 1 1

konen¢ modalni matice je :

1 —tana 1 -0,649
V= = (2.51)
tana 1 0,649 1

Nyni si udomime, jaky druh informace nam vlastni tvaiyn@si. Jsou to po#ény amplitud

jednotlivych soiadnic (zde x a y)ipkmitani s prvni resp. druhou vlastni frekvenci.

Pri kmitani s prvni viastni frekven€ly 1= 44,7 &, jsou soimdnice x a y v pofitu 1 :tana.
To znamend, Ze prvni vlastni tvar je kmitani pokior = 33° vici vodorovné ose, tedy

kmitani ve smeru 1 dle obr. 2.9.

Pri kmitani s druhou vlastni frekven@i, , = 54,8 &, jsou soiadnice x a y v polTu
-tana : 1. To znamena, Ze druhy vlastni tvar je kmitgod uhlema = 33° \ici svislé ose,

tedy kmitani ve smeru 2 dle obr. 2.9.
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V kapitole 2.2.3. byla definovana a dokazanke#ita vlastnost vlastnich tvar ortogonalita.
V tomto gipad ma ortogonalita vlastnich twavyznam geometrické kolmosti. Prvni vlastni

tvar (,smer 1° na obr. 2.9) a druhy vlastni tvarsgyer 2 na obr. 2.9) jsou k s@kolmé.
V naprosté #tSin¢ ostatnich fipadi vSak ortogonalitu nelze taktdipmo geometricky

interpretovat.

Uvazime dale transformaci do hlavnichigalnic dle (2.40) resp. (2.41) v kap. 2.2.4. Hlavni
souradnice zde ozgime sa s :

X=v,, [$ +v,,[s,

Y =Va 18 +V,, (5,

S; y
Pouzijeme-li modalni matidf dle (2.51), kde oba vlastni tvary vynasobicoay, tedy :
cosa - sina
V :{ i }
sina  cosa

y-t=| SO sina
—sina cosa

resp. :

a inverzni matice je :

uvédomime si, Ze se jedna o transfotémiamatici pro sotadny systém, nateny o Uheb.
Hlavni sodtadnice s a $ jsou tedy pravouhlé séadnice, natéené Wic¢i osam x a 'y o Uhet,

tedy sotiadnice ve smeru 1* a ,smeru 2° na obr. 2.9.
Takovato pima geometricka interpretace hlavnichisainic je ovSem vyjimaa. Obvykle
jsou hlavni sotadnice linearni kombinaci fyzikalnich gadnic bez fimé geometrické

interpretace.

Uk&Zeme nyni dva zvlaStnfipadyieSeni vlastnich frekvenci a vlastnich tvar
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Kmitani volné soustavy
Prvni zvlastni fipad bude dle vyptového modelu na obr. 2.4, ovSem pro tuhosti k. = 0,

ke =k#0.

k
mi mo
mAmﬁmx
X1, V1, 1 X2, V2, A2
— —

Obr. 2.13 - Kmitani volné soustavy.
Z vyrazu (2.15) Ize podkolika upravach dosp k reSeni vlastnich kruhovych frekvenci :
Q, ., = E m, +m, im1+m2
- 2 {mim, m1m,
Je Zejmé, Ze prvni vlastni frekvence je nulova :
QO_l =0

druhd je nenulova :

Tato situace, kdy prvni vlastni frekvence je nulawastava vzdy tehdy, kdyZ soustava neni

vazana k rAmu a ma moznost pohybu jakoZzto &lkéd.

Obr. 2.14 - Pohyb soustavy jakoZto tuhého télesa.

Dokonce pi feSeni v trojrozérném prostoru, kdy tuhéleso ma 6 stupi volnosti, ti
posuvy ait rotace, davdéeSeni kmitajici soustavy, nevazané k ramu, 6 nglowjastnich
frekvenci, teprve 7. vlastni frekvence je nenul@y piklad bude uveden v souvislosti s

torznim kmitanim.
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Vlastni tvary dle (2.17), normované na 1, ve zdedeném fikladu jsou :

1 1
V= 1 _m
m2

Tedy :

Pri  kmitani“ prvni vlastni frekvenci, ktera je ovSemlova, jsou si vychylky obogles
rovny - soustava se pohybuje rovnong jako celek, vzdalenost mezi&ha €lesy se
nemeni.

Pri kmitani druhou vlastni frekvenci je pémvychylek oboudles roven obracenému pém
jejich hmotnosti a kmitaji v protifazi - proti satNag:. je-li prvni €leso €Zké a druhé lehké,

kmita prvni tleso malo, druhé hodn

Dale z (2.42) miZzeme definovat tzv. hlavni siadnice
of =)
X, Y,

yl+y2 :Xl

neboli :

Snadno odvodime, Ze :

Prvni hlavni sotadnice y vyjadiuje polohu sedu hmotnosti oboules, jeji znena vyjaduje
rovnomnerny pohyb soustavy jako celku. Druh& hlavniisaimice y (n¢kdy ji nazyvame
Lrelativni sodadnice®) je uéita ¢ast rozdilu obou sdadnic % a % (nag. pro m=m; je to
polovina tohoto rozdilu). Z&ma hlavni sotadnice y vyjadiuje relativni pohyb oboules
vaci pohybujicimu se s¢du hmotnosti.
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Kmitani symetrické soustavy

Druhy zvlastni pipad ukdZzeme naiiladu hmotného bodu na dvou pruzinach dle obr. 2.8

Budeme vSak uvazovat ®pruziny shodné - k= kp = k.

AN
Obr. 2.15 - Symetricka soustava.

Vlastni kruhové frekvence dle (2.48) a piokke = k jsou :

Jedna se o tzv. nasobné vlastni frekvence. Ovsémabhodnym vlastnim kruhovym

frekvencimQo; = Qo, odpovidaji odliSné vlastni tvary, viz (2.49) :
V<l> _ 1 V<2> _ —tana
tana 1

Jedna se o typicky rys soustav, vyaujicich se symetrii. Ve vzestupieak vliastnich
frekvenci se objevuji pary stejnych (nebo &éstejnych) hodnot. dnto shodnym, tzv.
nasobnym frekvencim, v3akigluSi odliSné vlastni tvaryiiPrySetovani modalnich
vlastnosti soustavy jégba hlidat, abychom k nasobnym vlastnim frekvergtivadili

vSechny platné vlastni tvary. To se provadiinggy. Sturmovou posloupnosti.
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2.2.5. Vynucené netlumené kmitani - budici sila har  monického pr Gbéhu
Reseni vynuceného kmitani bude ukdzano na mechaniciadelu dle obr. 2.16.

Figp = Frasin(w:t)  Fap = Faa-sin(w-t)

Obr. 2.16 - Kmitajici netlumena soustava buzena.

Zde Fy) - harmonicky prordnna budici sila,gsobici na prvniéteso [N],
Fo - harmonicky prorénna budici sila,§sobici na druhéleso [N],
Fia F2a- amplituda budici sily [N],

w - kruhova frekvence budici sily{s

Pohyboveé rovnice v souladu s (2.6) a (2.7) a pro Iy = b, = 0 (netlumené kmitani) budou :

m, [X, +Ky, [X, +Ky, [, = Fyy = F, [sin(c(t)

m, (X, +ky, X, + Ky, X, = Fyy = Fy, Gin(w() (252)

V souladu s partikularnireSeni kmitani s jednim stugm volnosti gedpokladaméeSeni
pohybovych rovnic (2.52) ve tvaru :

X1 pat = X LSiN(ec(t)

=X, Bin(wl) (2.53)

X2_part

a dale :
X pan = X3 [00° GSin(00 (1)
Xy pan = —X 5 [00° (Bin(co)
kde x4 a %ajsou amplitudy ustaleného vynuceného kmitani.
Po dosazeni do pohybovych rovnic (2.52) dostavame :
-m, Ok, [6° in(wd) + k,, &k, Bin(w)+k,, X, Gin(oi) = F, Bin(wll)
-m, X, [? in(wd) + k,, X, Bin(w)+k,, X,, Bin(wi) = F,, in(ol)
a po vykracenélena sin(w-t) a vytknuti amplitud korseé dostavame linearni soustavu dvou
algebraickych rovnic o dvou neznamych - amplitudégla % :
(ky, = m, 00) X, + Ky Xy, = Fy

) (2.54)
k21D(1a +(k22 -m, (4o )D(Za = an
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Ackoliv se jedna o poginé jednoduchou matematickou ulohu, zaslouzi si paujSb
diskuzi.ReSeni soustavy (2.54)ieme provést nafklad Cramerovym pravidlem :

D,
Xy =—
D (2.55)
_b,
*a=p
kde :
F Kk
K., — [ F
D, =" kml FJa =Fa [ﬁkll_ml EJL)2)_F1a L% (2.56)
21 2a
k,, —m, [’ k
D="" kle k22 —I’;zz (002 = (kll -m, EJL)2)[@(22 -m, EJOZ)_klz [k21

Nyni pripomenemeéesSeni vlastni kruhové frekven@g dle (2.11) resp. (2.12). Keny této
rovnice - vlastni kruhové frekven€®, 1 aQq »- predstavuji kdenovécinitele rozvoje

determinantu D v (2.56). Tento determinaritzeme tedy vyjaiit tézZ jako :

D =m, in, e’ - Q, ,2)dw’ -Q, ;%) (2.57)
Reseni rovnic (2.54) pak bude :
X. = D — Fia Eﬁkzz_mz m)z‘)_,an Ky,
la

~1 \
D m, sz [ﬁwz - Qo_lz)[ﬁwz - Qo_zz)
D, Foa E(k.n -m m)z‘)_' P Koy
D m, sz Eﬁwz - Qo_lz)Eﬁ(“)2 - Q0_22)

(2.58)

Tyto vztahy udavaji zavislost amplitud ustalenyghucenych kmit na budici frekvenci.
Jejich grafy na obr. 2.18 jsou amplitudové chanadtiky soustavy.

Reseni (2.58) ukazuje dva kvalitativni 2é:

1. Rezonance

Je Zejmé, Ze (analogicky teSeni vynuceného kmitani s jednim stiprvolnosti) niize
nastat situace, zvana rezonance. de<iQq 1 nebow = Qg » narista amplituda obou
souadnic nade vSechny meze. V praxi definujeme rezonako stav, kdy budici frekvence
je ciselre blizka rekteré z vlastnich frekvencio(1Qq 1 nebow Qg ), amplituda ustaleného

vynuceného kmitani dosahuje velmi vysokych hodnot.
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2. Antirezonance

Je-li :
Fa _ Ky —m, [0 (2.59a)
Fa Ky
je:
X =0
resp. je-li :
Fu _ ki —m, ° (2.59b)
F,. K.,
je:
X, =0

Typickou praktickou aplikaci antirezonance je koumlste tzv. antivibratdr neboli
dynamickych hlita vibraci. K soustavs jednim stupfm volnosti, tvédené hmotou ma
tuhosti k, viz obr. 2.17 (zdeifklad ohybového kmitani),ifglame hmotu mna tuhosti k,
tuhost k = O (feti pruzina ubec neni pouzita). Obvykle je hmotnost & my. Na zakladni

téleso m pasobi budici silaf na tleso m nepisobi Zadna budici silazd= O.

‘ Fip = Fia-sin(w-t)

s ka V
o
2 my V

Y1
T Ko
my
Y2 ‘
Obr. 2.17 - Soustava s antivibratorem.

Zvolime-li hmotnost ma tuhost ktak, aby platilo :
o =Kz _ Ko (2.60)
m2 m2
pak zakladnideso m vabec nebude kmitat,;x= 0. Vliv budici sily ir bude zcela
eliminovan kmitanim antivibratoru o hmotnost.nv praxi se ¥idka kdy pod# vibrace

télesa m zcela eliminovat, UsBne se vSak did je minimalizovat.
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?ﬁf’, PFiklad 2.3 Vynucené kmitani se &wa stupni volnosti.

Pro ulohu dle obr. 2.17 a pétselné zadani :
mp=1Kkg, m=2Kkg, k=3 N/mm, k=2 N/mm, k=0,Ra=1N, R=0
jsou na obr. 2.18 amplitudové charakteristiky, tedyislosti amplitud ¥ a %, na kruhove

frekvenci budici silgo. Na pfibézich mizeme pozorovat nasledujici zajimavé situace :

Statick&d deformace

Prow = 0 (konstantni silarodpovidaji amplitudy statickym vychylkam :
F
Xa = Xon = Xgar = X zat — k_la =0333mm

a

coZ nejsnaze odvodimeéimo z (2.55) a z determina@n{2.56) a nebo logickou uvahou.

Pti velmi malé budici frekveneb- 0 jsou amplitudy kmit blizké statické vychyice.

Prvni rezonance

Pii w=Qp 1=23,5 & naristaji ol# amplitudy nade viechny meze (pro netlumené kn)itani

Ve jmenovatelich vyraz(2.58) jew’-Qq 1 = 0.

Obr. 2.18 - Amplitudové charakteristiky.
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Antirezonance

. / k . . N )
Pii W, =.[—> =316s" je x1a= 0. (Amplituda %, je prirozers nenulova.)
m2

Druha rezonance

Pii w=Qp »=73,8 & nariistaji ol# amplitudy nade viechny meze (pro netlumené kn)itani

Ve jmenovatelich vyraz(2.58) jew™Qq 5 = 0.

Kone:ng pii velmi vysoké budici frekveneb >> Qg » klesaji ol amplitudy k nule.
Charakteristiky rovéz ukazuji fazi kmitani (zaporna hodnota amplitualyikuje kmitani v
protifazi).

Pri w < Qo 1 kmitaji ok télesa ve spolmeé fazi s budici silou.

V rozmeziQq 1 < w < wani kmitaji ok télesa spoléne v protifazi vici budici sile.

V rozmeziwani < w < Qq_» kmita €leso m ve fazi agleso m v protifazi vici budici sile.

Koneiné pii w > Qp > kmita €leso m v protifazi a &éleso m ve spoléné fazi s budici silou.
V blizkosti rezonaénich naladni odpovida porr obou amplitud hodnotam vlastnich tiar

Poznamka : Jev antirezonance lzeqeere vys\tlit. V antirezonancidleso m kmita v
protifazi wici budici sile k. Ta je v rovnovaze s diréki silou Fop pruziny k a vysledna sila,
pusobici nadleso m je tedy nulova a i vychylka je nulova. Ve skntsti nelze nikdy kmitani

telesa m zcela eliminovat, Ize jej vSak minimalizovat.
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2.2.6. Kinematické buzeni

Mechanicky model je na obr. 2.19.

e
Z1(1) S, 22
© <
: 3
8| ks Ko ke N
5 my m;
N
[¢] [} 0 [}
A A A Y,
X1, V1, 1 X2, V2, A2
— —

Obr. 2.19 - Kinematicky buzenéa soustava.

Pohyb zakladen je popséasovymi funkcemi :
Zy) = 2y, [sin(w(t) .61
Zy) = 25 BSin(00() '

kde z, 24 - amplitudy budiciho pohybu [m],
w - kruhové frekvence budiciho pohybil]s

Pohybové rovnice jsou :
m, [a, = -k, [(X1 _21)+ Ky [(Xz _Xl)
@-2 = _kb [qxz _X1)+kc [ﬂzz _Xz)

neboli :
m, [%, +(k, +k,)[x, —k, [x, =k, [z,

m, [X, =k, D(l+(kb+kc)D(2 =k, [z,

neboli konéné :
My (5 + Ky (X, Ky (X, =K, (2, [sinfa1) (262

m, (X, +k,, X, +k,, X, =k_ [Z,, Bin(w)

kde :

kll = ka + kb

k12 = k21 = _kb

k22 = kb + kc
Zavedeme-li dale substituce :

F.=k, [z
"ooe TR (2.63)
F2a = kc IjZa

budeieSeni shodnéigSenim pohybovych rovnic (2.52), vyfédym v (2.53) a (2.58).
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2.2.7. Buzeni odst Fedivou silou

Mechanicky model podle obr. 2.20 je fea d¥ma €lesy o hmotnostech na mp. Prvé Eleso
obsahuje nevyvazeny rotor o hmotnostianexcentricit e (vzdalenosg¥ist rotoru od osy
rotace), otéejici se stalou uhlovou rychlosti (Hmotnost rotoru pje souasti celkové
hmotnosti m.) P tomto relativnim pohybu vznika odetliva sila, jejiz prmét do snéru

pohybu soustavu rozkmitava.

V=@t Fog = My-€-0°

“ Ka Ke
my
(] [} (] [}
/Y /7//////////////46/////////////////%
X1, V1, a1 X2, V2, A2
— —

Obr. 2.20 - Buzeni odstredivou silou.

Velikost odstediveé sily, viz téz (1.79), je :

Fq=m, [0 [&
Tu Ize rozlozit na slozky ve siru kmitavého pohybu g, a kolmo ke srru kmitavého
pohybu (kq,). SloZka kolmo ke simu kmitavého pohybu se promitne do reakci v ulozeni
télesa a na kmitavy pohyb nebude mit vliv. Naopaklsove smiru kmitavého pohybu bude

na prave stranpohyboveé rovnice. Je-li Uhel ngni nevyvazkw (pro rovnondrnou rotaci

konstantnimi otékami) :
v=wlt
pak sloZzka odsedivé sily ve siru kmitavého pohybu, viz téz (1.80) je :
Fu x = Fo BiNV = Fy Sinoo(1)
Pohyboveé rovnice jsou formalishodné s (2.52) praf= Foga ka=0.

ml Ej<l + kll lj(l + k12 D(Z = I:Od &In(wﬂ)
m2 |3<2+k2113(1+k225(2 =0

Reseni amplitud ustaleného vynuceného kmitani jg $e6ddné s (2.58) :

X, = Foa Eﬁkzz —m, EJoz) = m, @mz [ﬁkzz My mJl)2) \
; m, tn, Eﬁwz _QO_lz)Eﬁwz _Qo_zz) m, [, EQCOZ —Qo_lz)EﬁwZ —Qo_zz)
X ~Fog Dk -m, e’ [k,
2a

i m, sz [ﬁwz _Qo_12)[ﬁ("o2 _90_22) ) m, an [ﬁwz _Qo_lz‘)[ﬁ(")2 _Qo_zz)
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Amplitudové charakteristiky, tedy zavislosti amptitx ; a %, na Uhloveé rychlostio, jsou na
obr. 2.21.

/
X1a

X2a

Obr. 2.21 - Amplitudové charakteristiky.

Na pribézich jsou patrné tyto rysy :

Pfi malych ot&kach (v 0) je odstediva sila velmi mala a vychylky se bliZi nulg,(xO0,
X2a—> O)
- Je-li dhlova rychlost blizka prvni nebo druhé widgiruhové frekvencidCQo; nebo

wQpp), Nnastava rezonance a amplitudytssaji k velmi vysokym hodnotam.

., , Qs k f . .
- Je-li thlova rychlostifblizné rovnaw 0 _|—22 , nastava antirezonance a amplituda prvni
m2

souadnice je velmi mala ¢x- 0).

- Pti velmi vysokych otékach (>>Qo;) se hodnota amplitudy prvni saalnice

asymptoticky blizi hodnetx, — eder a to v zgpornych hodnotéch, tedy v protifaziv
ml

budici sile, zatimco hodnota amplitudy druhéradnice klesa k nule px- 0.

Stejre, jak bylo uvedeno v kapitole 2.2.5., i v tomtiogacE se jevu antirezonance vyuZziva ke

konstrukci antivibratar - dynamickych hlga kmita.
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2.2.8. Vynucené kmitani tlumené soustavy

Vliv tlumeni na ustalené vynucené kmitani, buzenditi silou harmonického fiio¢hu,

prozkoumame na mechanickém modelu podle obr. R&%eni provedeme v komplexnim

oboru.

Fip = Fiassin(wt)  Faq = Faarsin(w:-t)

2
7
7
7 o o %
777, /7/////////////M

X1, V1, a1 X2, V2, &2
—> —>
Obr. 2.22 - Kmitajici tlumené soustava buzena.

Zde krong drive jiz popsanych velin :
ba, by, b - koeficienty tumeni [N- /- s].

Harmonicky péibéh budicich sil vyjatime v komplexnim tvaru :
F = F. Ginlwd) = F, @&
Fy = Fa in(0od) = F,, &'

kde i je imaginarni jednotka.

Pohyboveé rovnice budou mit stejny tvar jako (2.7) :
m, D<l + b11 D(l + b12 D(2 + k11 D(l + k12 D(z = Fl(t) = Fla [e'
m, D(z + b21 D(l + b22 B(z + k21 D(l + k22 D(z = F2(t) = an [e'"

kde plati substituce (2.6) :

b, =b, +b,
b12 = b21 = _bb
b,, =b, +b,
kll = ka + kb
k12 = k21 = _kb
k22 = kb + kc
PartikularniteSeni ma tvar :
X, =X, &
X, =X, @

(2.64)

(2.65)

(2.66)
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kde X,, a X,, jsou komplexni amplitudy, a déle :
X, =X, O™
X, =X, 0 @&
X, =X, 07 [00° [@" = =X, [0” [&'"
X, =X, 0% [ & = =X, [ @&""

(2.67)

Dosazenim partikularnin@Seni (2.66) a (2.67) do pohybovych rovnic (2.Gi5taneme :
(kll_ml I]*')z+b11[ﬂ|]0)|jzla+(k12+b12[ﬂm)gz2a =k, (2.68)
(k21+b21[ﬂ@0)[321a+(k22—m2 m’02"'bzzD]m‘))ljxvza:F2a .

Resenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych v kexmpm oboru jsou komplexni

amplitudy X, aX,,.

Absolutni velikost amplitud pak je :

X = Y REX, )" + IM(X,)’

(2.69)
Xoa = \/Rdiza)2 + Im(iza)z
fazové posuvy jsou :
@, = arctan Im(fla)
Re(X,,) (2.70)
_ Im(%,) |
Q, = arctan—

Re(X,)
kde ReX,,) a Im(X,,), resp.RdX,,) a Im(X,,) jsou reélna a imaginarni slozka komplexnich

amplitud X, a X,

Uk&Zeme nyni alternativii€Seni, obchézejici nutnds8eni v komplexnim oboru. Soustavu

dle obr. 2.22 roz&ime o fizny fazovy posuv budicich sil. (Sila @osahuje svého maxima o

néco pozdiji, nez sila I, casové zpozéhi je At :Lw(p”, viz obr. 2.23).

Casovy ptibéh budicich sil zapiSeme ve tvaru :
Fr = Fa [sin(wlt+¢,) = A [codw(t) + By, [sin(w(t)

2.71
Fy = Fa Bin(0d +¢p,) = A, Eodw) + B, Bin(w() (2.71)
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kde :
Ay =F,[sing
BFl = F]a |]."OS(pFl
A =F, Bin(sz
B, = F; [C0SQ,

Fip = Fiassin(@-t+¢r1)  Fop = Foarsin(w-t+¢r2)

NRNRNNNNN

N

////////

Obr. 2.23 - Kmitajici tlumené soustava buzena.

Pohybové rovnice (2.7) resp. (2.65) budou mit tvar
m, X, +b,, X, +b,, X, +k;, X, +k,, X, = A, [Godwl)+ By Bin(w) 2.72)
m2 D(Z + b21 |—_}P(l + b22 D(Z + k21 D(1 + k22 D(Z = AFZ EOi&)Eﬁ)*‘ BFZ IESln((*‘)ljt) -

PartikularnireSeni je :

X, =X, [sin(wlt+¢,)=A , [codult)+B,, [sin(wlt)
| 2.73)
X, =X, Bin(wi+g,)= A, Godwd)+ B, Bin(wi)

a dale :
X, =-A, lwlsinwlt)+B, [wlcodw!t)
X, =-A , [oin(wi)+ sz mom:os(coml)
%, =-A , [ odw)- B, [° Bin(wl)
%, =-A , [ [odw(l)- B, [@° Bin(w(l)

Dosazenim do pohybovych rovnic dostavame :

m, - A , [0 [oqwt) - B,, [ Bin(w))+
+b, {- A, Win(w)+ B, [Meodwd))+ b, [~ A, oEin(w)+B,, todw))+
k,, [{A , Codw()+ B, Bin(w))+k, {A , Godwlt)+B,, Bin(wl)) =

= A, [Eodwl)+ B in(w(d)
m, - A, @ Eogw)- B, [’ Gin(w))+
+b,, - A , loGin(wd)+ B, odwd))+b,, {-A , sin(wd)+B,, lltodwl))+
ky (A, leogwid)+ B,, Bin(w(d)) + k, (A, (todwlt)+ B,, Bin(w()) =

= A, todwt)+ B, Bin(w)
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Dale po roznasobeni a vytkndténi sin(w-t) acoqw-t) :
(_ ml |lxl mz + bll |:IBxl |]L)+ b12 EBXZ |]L)+ k11 |1)(1 + k12 me)moinﬁ)
+ (_ m, B, [W° - b11 (A, Lo- b12 [A,, Lo+ k11 B, + k12 Esz)BBin(th) =
= A, odw)+ B in(w)
(_ m2 me mz + b21 |:Bxl |]'0+ b22 EBXZ |]0+ k21 mxl + k22 me)moinﬁ)
+(-m, B, @ b, (A, Go-b,, (A, Go+k,, (B, +k,, B, )Bin(w) =
= A, odwt)+ B, Bin(wi)

Ob¢ rovnice maji formalni tvar :
A, [todw)+B, Bin(wl)=A, Godwl)+ B, Gin(wi)
Je Zejmé, Ze musi platit :
A=A,
B, =B,

Ulohu jsme tedy fevedli do podoby soustawyyi algebraickych rovnic étyiech neznamych
Ax1, Bxiy Axz, Bya -

-m, A, [& +b, B, @+b, B ,@+k, A +k,A , =A,

-m, B, [ -b, A, -b, A, W+k, B, +k,[B,, =B,

-m, A, [ +b, B, [+b,, B, o+k, (A, +k,,[A ,=A,

-m, [B,, [W* - b21 (A, Lo— bzz (A, ot k21 [B,, + k22 [B,, =Bg,

resp. po vytknuti neznamych na levych stranach :
(ky, —m, o)A, +b,, B, +ky, (A, +b, BB, =A,
b, oA , + (k,, —m, [60°)(B,, ~b,, A, +k,, B, =B,
Ky T, + by 0B, +(Ky, —m, 007 ) A , +b,, @B, =A,
—b,, WA, +ky, B, —b,, A, +(k,, —m, 0°)B,, =B,

(2.74)

neboli v maticovém tvaru :

k11 -m, [00° b11 [0 k12 b12 [do A x1 A FL
- b11 [éo k11 -my [60° - b12 [éo , k12 Bxl — BF1 (2-75)

k21 b21 [ k22 -m, [0 bzz [do sz AFz

_b21m k21 _bzz [ k22 -m, [6o° sz BFz
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Neznamé pak jsou :
Axl k11 -m, [40° b11 [éo k12 b12 [é0 N A FL
B _| Tbhuld ky-m [6o° ~b,, Lo Ky Br (2.76)
A Koy b,, [6o Ky, —m, [60® b, [ A
sz _b21m) k21 _bzz [éo k22 -m, [40° BF2
a koneéné :
Xla = V'A‘xl2 + Bxl2
— A x1
@, = arctan—*
4 (2.77)

_ 2 2
X2a_ Ax2 +Bx2

A
@, = arctan—*
X2

Z analyzy ziskanych zavislosti plyne :

amplitudy,

v rezonanci jsou amplitudy kmitani kame a tlumeni podstatrovliviiuje velikost

- v antirezonanci prva hmota sice neni v klidu, atété prow(Q;, Qo) s minimalni

amplitudou,

- vlivem tlumeni se faze &ni spojig, a to@ [0, ) a@[0, 20, v rezonanci je tato faze

priblizné rovnari'2 resp. 32,

- vhodnou volbou paramétsystému lze docilit ploché amplitudové charaktiés coz je

podstatou tzv. lathého tlumée kmiti, ktery je efektivni v Sirokém frekvénim pasmu.
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2.3. Kroutivé (torzni) kmitani se dv. éma stupni volnosti

Cas ke studiu: 1/2 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat specifika kroutivého kmitani ve srovnanddgnym kmitanim.
Definovat zékladni valiny a vztahy kroutivého kmitani.
VyfteSit stedre t¢Zké ulohy kroutivého kmitani.

C] Vyklad

Z&kladni poznatky o kroutivém kmitani ziskare8enim reprezentativnino modelu,
uvedeného na obr. 2.24. Model jei®o d¥ma kotowdi, upevrénymi na torzg poddajném
hiideli zanedbatelné hmotnosti. Momenty setnasti kotowt k ose otéeni jsouqa b,
konstanty torzni tuhosti jsoukks, a ke, soinitelé torzniho tlumeni jsoudb by, a ke, budici
momenty jsou My a My). Poloha kotodii je uena déma nezavislymi thlovymi

souadnicemi@, a .

1, W1, € @2, W, & M

10]0I1

My Mag)

Obr. 2.24 - Torzni kmitani se dvéma stupni volnosti.

kde k, I, - hmotové momenty setraosti[kg- n],
Kias Kib, Kic - torzni tuhost[N- m/rad],
bra, b, b - torzni koeficienty tlumeniN-m-sj,

@1, @ - Uhlové soitadnice(rad],

wy, W), - Uhlové rychlost[rad/s],

€1, € - Uhlova zrychlenfrad/s],

M1, Mz - budici momentyN-m].
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Pohybové rovnice fizeme odvodit imo z obrazku metodou uvavani. Budou analogické
k pohybovym rovnicim podélného kmitani (2.52) rg@065) resp. (2.72).

|1mﬁ+bulmﬁ+bu2@p2+kn1Ep1+ku2mp2 :Mla(t)

- . . (2.78)
2 Epz + thl l]pl +bt22 Epz + kt21 |]p1 + kt22 mpz =M 2a(t)
kde analogicky k (2.6) plati :

by =by, +by,
bnz = thl = _btb
bt22 = btb + th (2.79)
Kgy =K + Ky
Kgo =Ky =Ky
K, =Ky Ky

VeskeréreSeni jak vlastniho, tak vynuceného kmitani jeagieké kieSeni podélného

kmitani v souladu sipvodni tabulkou 1.1.

V souvislosti s torznim kmitanim gasto setkavame s kmitanim soustavy, nevazané k ramu
Jedna se o rotai pohony, kde jednotliva@lesa torzg kmitaji vici soke navzajem, avSak

maji moznost souvislé rotace jakozto tuhé soustavy.

, Wy, € , Wy, €
1. G & ¢2 2 =2 I\Ml(t) [\MZ(t)
€1, W1, €1 @2, W, &2
5 ko V! 5
\_/ |1 | 5

Ml(t) Mo

Obr. 2.25 - Torzni soustava rotacné nevazana.

V tom pipadt, analogicky keSeni dle modelu na obr. 2.13, je prvni vlastrikivieece nulova,

piislusny vlastni tvar odpovida rovnémé rotaci soustavy jako torztuhého celku.
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2.4. Kmitani systému s n stupni volnosti

Cas ke studiu: 2 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakonitosti kmitani s vice stupni volnosti.
Definovat zékladni veliny a vztahy kmitani s vice stupni volnosti.

VyieSit stedre t¢Zké dlohy kmitani s vice stupni volnosti.

CJ Vyklad

Pohyboveé rovnice (2.7)
m, [X, + by (X +Dby, [X, +Ky, IX +Ky, [X, =Ry
m, Ekz + b21 D(l + b22 D(z + k21 D(l + k22 D(z = FZ(t)
muzeme zapsat v maticové podab

v R S S e
0 m, X2 b21 b22 Xz k21 k22 X, FZ(t)

Poznamka Ctvercové matice byva zvykem psét do hranatych e&ysloupcové matice byvéa

zvykem psét do sloZzenych zavorek.

Z&pis pohybovych rovnic tize mit také podobu :

MIGg+BIlg+KI[q=f (2.81)

kde

m 0 . . .
M = 0 m je ¢tvercova matice hmot

2

bll b12 s z - ,
B= je ¢tvercova matice tlumeni

b21 b22

Kk Kk . .
K :{ 1 k”} je ¢tvercovd matice tuhosti
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X
q= {xl} je sloupcova matice - vektor sadnic
2
X
q= {xl} je sloupcova matice_- vektor prvnich derivagichlosti
2
%
4= {xl} je sloupcova matice_- vektor druhych derivaniychleni
2
F
f = {Fl(t)} je sloupcova matice_- vektor gatijicich sil
2(t)
Poznamka :

Matice se v tighém textu znd tucnym pismemitvercové matice byva zvykem a@nhaelkym
pismenemM, B, K), sloupcové matice byva zvykemcinmalym pismenena,(f). Sloupcové
matice se slowntéz oznéuji jako vektory, ovSem nikoliv ve smyslu orient@véaseky ve 3D

prostoru (jako nap. sila nebo rychlost), ale jako sloupcova matiisel.

Poznamka :
Matice hmot byv@asto diagonalni (nenulové prvky pouze na hlavnjaile), ovsem neni
to podminkou. Matice tlumeni a matice tuhosti pgivé, ovSem (aZ na specialni vybrané

pripady) symetricka podle hlavni diagonalyx(b byi, kiz = Kz1).

Rovnice (2.81) je matic@évzapsana soustava pohybovych rovnic - linearnitlomegennich
diferencialnich rovnic druhéhéadu, s konstantnimi koeficienty, pro sadnice X a %.
Soustava bude mit stejnou podobu i pro nigiwmlInosti (viz obr. 2.26). Jednotlivé prvky

maticové rovnice pak budou :

0 m, . . . .
M= . je ¢tvercova matice hmoetadu n,
0O O m,
bll b12 bln
— b21 b22 b2n [, z . ,
B=| . . ) je ¢tvercova matice tlumenifadu n,

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava



Technické kmitani -121 -

n

je ¢tvercova matice tuhostiadu n,

nn

q= je sloupcova matice - vektor gadnig

qg=- . je sloupcova matice - vektor prvnich derivasichlosti

g=- . je sloupcova matice - vektor druhych derivaniychlenj

f=<" je sloupcova matice_- vektor gatijicich sil

Poznamka : S ulohou kmitani soustavy s velmi vysgkatem stupiz volnosti se nizeme
setkat zejména u Uloh dynamiky kontinua, diskresimpch metodou koeieych prvik. Zde
neni nic mimgadného, kdyZ pet stugi volnosti n = 18 nebo 16. V tom gipads matice
hmot jiz neni diagonalni, avSak jak matice hmd¢,neatice tuhosti jsou symetrické (az na

zvlastni pipady, nap. dynamika rota s uvazovanim vlivu gyroskopickyatinka).
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Poznamka :

a) podélné kmitani s n stupni volnosti

X1, V1, A1 X2, V2, A2 Xny Vn, AQn

@ o | s
2

ba O o b o0 0 O o0 b,

7,

b) rotacni (kroutive, torzni) kmitani s n stupni volnosti

% : :
v Z
I 1 | 2 I n
(Fls mll 81 ¢2’ (1:2, 82 (Fna wn, Sn

Obr. 2.26 - Kmitajici soustava s n stupni volnosti (pfiklady).

Samggjn¢ i v tomto pipadd bude mit analogické&eSeni torz&r kmitajici

soustava s n stupni volnosti (viz obr. 2.26).

2.4.1. Vlastni (volné) netlumené kmitani

V pohybovych rovnicich (2.81) bude matice tlumBn¥ 0 a vektor budicich sil bude= 0.

Pohybové rovnice pak budou mit tvar :

MIg+KIlq=0 (2.82)
Predpokladame-lieSeni ve tvaru :
Vl
. v, .
g=vEinQa+g)=1 7 GEnQd+q) (2.83 a)
Y

n

kdev je sloupcova matice (vektor) amplitud, pak drukéwéce jsou :

g =-vQ? Gin(QO+q) (2.83 b)

Dosazenim do pohybovych rovnic (2.82) dostavame :

-M IV @?BIn(Qa+¢)+K VEinQO+¢@) =0
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a po vykracenélenusin(Q-t+¢@) a po vytknuti vektoru amplitud :

K-o°m)m=0 (2.84)

Poznamka : Rovnice (2.84) ve tvaAr{-B)-v = 0 predstavuje obecny matematicky problém,
tzv. zobec#ly problém vlastnicldisel () a vlastnich vektar (v). Pri jednotkové maticB = 1
se jedna o tzv. specialni problém vilastnitéel. Matematika nabizi celoadu metod pro

reSeni tohoto problému. Podrobny rozb&nhto metod nenifednetem tohoto textu.

Rovnice (2.84) pedstavuje soustavu linearnich homogennich algédyicic rovnic.
Podminkou existence netrivialnikieSeni soustavy je nulova hodnota determinantu aoyst

(2.84), jenZ se nazyva frekvam determinant

K-Q2M|=0 (2.85)

Rozvinutim determinantu dostaneme tzv. frekvgmolynom:

a, M +a %Y+ +a,[@"+a [@>+a,=0
nebo po substitu@? =X :
a,\"+a_ QA"+ . +a, N +a+a,=0 (2.86)

Polynomiadu n ma n ki@ni, tzv. vlastnichtisel A1, Ay, ... An. Pro pozitivee definitni matice
M aK jsou kdeny realné, nezaporné. Odmocniny z vlastrtice! Q, =\/)\_i jsou vlastni

kruhové frekvence netlumeného kmit&ni stupni volnosti.

Podminka (2.85) dale znamena, Ze soustava rovn8#)(3de linears zavisla (jak bylo
ukazano téz v kap. 2.2.2). Nelze tedy jednémbaypccist velikosti amplitud saadnic x (ty
budou zaviset na gétenich podminkach), Ize jednozim& vypcatist pouze jejich posr.
Tzv. vilastni vektorv (vlastni tvar kmitar)i tedy obsahujeisla, ugujici pomeér amplitud

jednotlivych sosadnic x.

Jednotlivé prvky ve vlastnim tvary ze vypaist jako subdeterminanty z frekwarho
determinantu (2.85), jeZ vzniknou Skrtnutim libawokvoleného j-téhdadku a i-tého sloupce

(pro vypaet vSech prvi vlastniho tvaru jeréba Skrtnout stejnyadek, index Skrtnutého
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sloupce i je index prvku ve vlastnim tvaru). Subkd®inant je dale vynasobétenem (-1’

(coz je obecné pravidlo pro vyjamyani subdeterminaint

ProtoZe existuje n vlastnich kruhovych frekvefgi; , kofeni rovnice (2.86), existuje i n

vlastnich tvai vi=; . Tyto vlastni tvary jsou uspadany do tzv. modalni maticeeboli matice

vlastnich tvaili, v niz tvdi jednotlivé sloupce. Jednotliv@ddky modalni matice tedyiglusi

jednotlivym sodadnicim %, X, ... %, jednotlivé sloupce (vlastni tvary¥ipluSi jednotlivym

vlastnim kruhovym frekvencif,, Q, ... Q.

1. vlastni tvar
2. vlastni tvar

/ n. vlastni tvar

— x;
v=l® @ v<">]= — X
k —» Xn

bl

Q1 Q Qy

(2.87)

Pri vypoctu jednotlivych prvik modalni matice iv v j-tém sloupci (vlastnim tvaru) se do
subdeterminantu dosadi j-ta4 vlastni kruhova frekeeQ;. Kvadraty vlastnich kruhovych

frekvenci jsou uspd@dany na hlavni diagonale tzv. spektralni mahice

Q> 0 - 0
2
a=| 0 % 0 (2.88)
0 O Q2

Uloha vlastnich frekvenci a vlastnich tyamatematicky definovana v (2.84) pro soustavu s n
stupni volnosti, ma nreSeni. Za jednaeSeni povaZzujeme kombinaci vlastni kruhové
frekvenceQ; (jedno¢islo) a vlastniho tvary™” (sloupcova matice - vektor). Plati zasadn
dodrzované pravidlo, Ze vlastni frekvence jsoiazmeny vzestupnpodle velikosti (prvni

vlastni frekvence je nejmensi, n-ta je ).
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Poznamka : Uvedeny zgob vypétu vlastnich frekvenci a vlastnich tiare skuténosti neni
vhodny pro praktické vypty. Existuje vSak dkolik metod vypsiu, jez se v praxi pouzivaiji.
Obsah échto metod nebude v tomto textu podeblozebran, bude vSak pro ilustraci sthé

uvedena jedna metoda.

Poznamka : U uloh s velkym dtem stugii volnosti (nap. 10° az 16), typicky jde o tlohy
dynamiky kontinua, diskretizované metodou Kopeh prvk, se nepditaji vSechny vlastni
frekvence, ale jen jisty pet vlastnich frekvenci, pmaje prvni - nejmensi. Modalni matice
pak ma nradki, kde n je péet stugizz volnosti, a m sloup; kde m je péet vypa@tenych

vlastnich frekvenci.

Normovani vlastnich tvar

Jak jiz bylo uvedenciiselné hodnoty ve vlastnim tvaru nemaji vyznam samsgl, urcuji
poner amplitud (postup weniciselnych hodnot ze subdeterminantize dat 6zné hodnoty
ve vlastnim tvaru v zavislosti na tom, ktedgdek ve frekvetnim determinantu Skrtneme).
Informani hodnota vlastniho tvamuse nezréni, kdyz vSechny hodnoty vynasobime (nebo
vydélime) stejnym islem. Samotné hodnoty se sice ¢mm jejich pondr vSak Zistane

zachovan.

Tuto proceduru (vynasobeni nebo whhi vSech prvik ve vlastnim tvaru stejnyniislem)

nazyvdme ,normovani vlastnich tuar Obecré existuje nekonsmé mnoho moZznosti, jak

normovat vlastni tvar, v praxi se vSak pouzivapa dgsoby.

Normovani na jedgku

Cely vlastni tvar se vydi nejwetSimcislem ve vlastnim tvaru.

\
= 2.89
v normovany m a)(V) ( )

s

Vysledkem je, Ze nef#Si ¢islo ve vlastnim tvaru je 1, ostattisla jsou v pisluSném porru

mensi.

Normovani podle matice hmot

V normovany = T (2 . 90)
v' M Ly
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Vysledkem je, Ze :
T —
viIMIv=1 (2.91)
v K ¥ = Q7

Vysledné kmitani je linearni kombinaci vlastnichnly analogicky k (2.26) :

a=Yn I, GinlQ, 0+g)=Y v, dA, odo, 1)+ B sinlQ, 1)) (2.92)

Zde integrani konstantyy; aq, resp. Aa B, vypaiteme z poateEnich podminek :
t=0..%=Xyj X; =V

Pozndmka : Tato posledrfast /eSeni, tedy ueni integranich konstant z p@tecnich

podminek, se obvykle/msSi. Proces, zvany modalni analyzaamena obvykle pravypaset

vlastnich frekvenci a vlastnich tvar

Ortogonalita vlastnich tvar

Pro dw viastni kruhové frekvenc@; aQ; ma rovnice (2.84) tvar :

(k -o2m)w,=0

(2.93)
(K -Q/° DM)NJ:O
Prvni rovnici vynasobime ', druhou rovnici vynasobime' :
T 2 _
v K -02M)w,=0 .

v, EﬁK -Q/2 EM)ISI]:O

Druhou rovnici transponujemefipemz vyuZzijeme symetrie matice hmot i matice tuhosti
MT=M,K'=K:
T 2 _
v ik -02M)w,=0

(2.95)
v, K -0 M)m,=0
Odetenim druhé rovnice od prvni dostavame :
@7-07)n ™M, =0 (2.96)
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ProQ; # Q; musi pro i#j platit :
v M, =0 (2.97)

Dosazenim do prvni z rovnic (2.94) plati i :

T —
v, K [V, =0 (2.98)

Tato vlastnost viastnich tMase nazyva ortogonalita vlastnich tvéviz téz kap. 2.2.3).

Vlastni vektory (vlastni tvary), ifslusné @iznym vlastnim frekvencim, jsou ortogonalni
vzhledem k matici hmotnosti i vzhledem k matici agti. Tato vlastnost mautezity

dusledek. S matici hma¥l a matici tuhostK provedeme tzv. modalni transformaokg

matice vynasobime zprava modalni matic(2.87) a zleva transponovanou modalni matici
V. Vysledné matice oziiéme jako tzv. modalni matici hmatmodéalni matici tuhosti
M=VTIMLV
K=VTKL

(2.99)

V disledku ortogonality vlastnich tvajsou olg modalni matice diagonalnij = 0,Kj = 0,

pro i#). Jednotlivé prvky na hlavni diagondle obou madiEe nazyvaji_hlavni modalni

hmotnostia hlavni modalni tuhostie-li modalni matice normovana podle matice hjead|e

(2.91) modalni matice hmot jednotkova, modalni oceatuhosti je rovna spektralni matici
(2.88).

2.4.2. Modalni transformace

Pro lepSi konkrétni fpdstavu ¢ten&e vyswtlime nejprve co obnasi samotny postup
transformace sd@adnic. MEjme rovinny 2D prostor, vdm kartézsky saadny systém x-y a
bod A, jehoZ poloha je dana sadnicemi {Xx, y}. Méjme dale natéeny sotiadny systéng-n,
jehoz pa&atek je totozny s p@itkem sotadného systému x-y, avSak jgcvnému nat@en o
Uhel . Poloha bodu A je dana sawlnicemi €, n} (viz obr. 2.27).
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Obr. 2.27 - Transformace souradnic.

Snadno odvodime, Ze mezi sadnicemi {x, y} a £, n} plati transformani vztahy :
& =xlcosg+ylsing
n =-x&in@+y [tosp

Tyto transformani vztahy maji v maticové poddlvar :

i} e el

T :{ cosQ smcp}

kde

—sing cosQ
je tzv. transforméni matice

Modalni transformacge transformace z tzv. originalnich $adnic nebo téz_fyzikalnich

sodadnicq do tzv. modalnich sdadnic nebo téz hlavnich séadnicu (viz téz kap. 2.2.4),

piicemz za transforngai matici pouzijeme modalni mativi (2.87). ProtoZze modalni matice

V je matice konstant, plati vztah i pro derivace.

g=VIu
Xy Vit Vi o0 Vi u;
X3 — Vo Vg o0 Vg u,
: P : : (2.100)
X, Vi Vi 0 Vi u,
g=VIQw
g=VIQu
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Poznamka : Modéalni s@adniceu uréime z originalnich soadnicq jakou = V *-q. Tento

vztah se vSak v praxi nepouziva, pouziva se pataeq~= V-u (2.100).

Je teba podotknout, Ze modalni $adniceu jsou linearni kombinaci originalnich sadnic

g a jako takové nemaji zadnyimy fyzikalni vyznam, aZ na vyjimky, popsané v ka2.4.

Pouzijeme-li modalni transformaci (2.100) pro pabtwéd rovnice (2.81), dostaneme (pro
netlumené kmitans =0) :
MIVIU+K [V I[u=f

Celou rovnici dale vynasobime zleva transponovanodalni matich/" :

VIMIVI@+V KVIL=V'O (2.101)

Pouzijeme-li vySe definovanou (2.99) modalni matitiot M =VTIM LV amodalni matici

tuhostiK = VT K [V a zavedeme-li dale tzv. modéalni vektor budicignki :

f=v'd (2.102)

dostavame soustavu pohybovych rovniepgsanou pro modalni s@alnice :

MO+Km=rf (2.103)

Castoiikame, Ze jsme ulohugvedli do modalniho prostaru

Jak bylo ukazano vyse, visledku ortogonality vlastnich tvajsou modalni matice hmot a
modalni matice tuhosti diagonalni. To znamena, agstava pohybovych rovnic (2.103)
negredstavuje simultanni soustavu rovnic (v kazdé mvigou vSechny neznamé), ale

nezavislou soustavu rovnic, kdy v kazdé rovnigejejedna nezndma.

Nezavisla i-td pohybova rovnice pro modalniisalmici y ma tvar :
O, +O0, +...+ M, (i +...+00_ +0, +00, +...+K, [, +...+001 =T,
neboli :
M. +K. W = (2.104)

nebo téz :
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Casto v té souvislosti mluvime o soustaezavislych oscilatdr(viz obr. 2.28).

Poznamka :Cten&e jist nepekvapi peseddi-li se vypdtem, ze podil hlavni modalni

tuhosti a hlavni modalni hmotnosticduje piimo vlastni frekvenci :

soustava n nezavislych oscilatord
uz u> Un

—
11 ! _ Z k22 . _ 7 knn _
my, my, M,
o O o o O s

Obr. 2.28 - Kmitajici soustava s n stupni volnosti v modalnim prostoru.

1

Problém nejprvereSime_v_modalnim prostorjako n nezavislych probléins 1 stupsm

volnosti (viz kap. 1.), pak modalni transformacil() gejdeme_do prostoru fyzikalnich

souradnic

2.4.3. Rayleigh v kvocient

Z&kladni rovnici (2.84)
kK -Q2mm)w =0
definujici problém vlastnich frekvenci, I1ze uprawvét :

K=Q°M ¥
Na obou stranach rovnice jsou sloupcové matice. agghime-li rovnici zleva
transponovanym vektorew :

VIIKV=Q*IW" M ¥

budou na obou stranach rovnice prassia.
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Pak jiz Ize vyjatit kvadréat vlastni kruhové frekvence jako :

, VI KV

A=Q —
v [MIlv

(2.105)

Poznamka Citatel zlomku na pravé stramovnice (2.105) vyjailije dvojnasobek potencialni
energie soustavy ve stavu n#$i deformace, jmenovatel vyjage dvojnasobek kinetické
energie soustavy ve stavu s nejmensi deformagvét$iaychlosti.

CisloA ve vzorci (2.105) je tzv. Rayleigia kvocient M4 tyto vlastnosti :

1. Je-li vektorwv ptimo (presr€) roven vlastnimu tvaru, Rayleigi kvocientA je prfimo roven
kvadratu pislusné vlastni kruhové frekvence.

2. LiSi-li se vektorv od vlastniho tvaru o malou hodnotu #du, pak odmocnina z
Rayleighova kvocientw/A se 1isi od skuté vlastni kruhové frekvenc@ o malou
hodnotu 2radu.

3. Nabyva-li vektorv postup hodnot n jednotlivych vlastnich vekifgrje odmocnina z
Rayleighova kvocientu/A vzdy uvnit intervalu, daného nejnizSi a nejvysSi vlastni

kruhovou frekvenci.

Metoda inverzni iterace

Jak bylo zmiano vySe, postup vymtu viastnich frekvenci a vlastnich tiapopsany v kap.
2.4.1. neni pouzitelny pro praktické vyiyp Tento text neni zahen na detailni vyklad o
metodacheSeni problému vlastnicisel a vlastnich vektér Presto alespio struené uvedeme

jednu metodueseni, tzv. metodu inverzni iterace.

Zakladni rovnici (2.84)
K-o°m)m=0
definujici problém vlastnich frekvenci, 1ze uprawvét :

KM=Q>M ¥ (2.106)

Pouzijeme-li substituci :

f=Q’MM (2.107)
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muzeme rovnici (2.106) ve tvaru :
Klv=f (2.108)

interpretovat a vypaist jako standardni Ulohu statické deformaite@Zzovacim vektord.

Poznamka ReSeni pro relativei maly pa@et stupii volnosti mizeme nalézt inverzi matice
tuhosti jakov = K™f, ov§em pro rozsahlejsi soustavy patpouZijeme ekterou z celéady

efektivréjSich metod.

Vypocteny vektorv vSak ve skut@nosti nema fyzikalni vyznam statické deformacej@déeo
vlastni vektor, vlastni tvar (viz vyklad v kap. 2.4. Jako takovy jej normujeme, rfapodle
matice hmot. Naslednvypaiteme upesrénou vlastni kruhovou frekvenci jako odmocninu z

Rayleighova kvocientu (2.105) :
=
Q= v KL (2.109)
v MLy

Vypocet neni pesny, ale opakovanimrad iteraci konverguje ke spravnérmeseni. Iteréni

algoritmus bude mit nasledujici strukturu :

1. Pasateini odhad vlastni kruhové frekvence, hd® = 1,
a vlastniho tvaru, napv® = {1, 1, ... 17.
. Vypaiet zatzovaciho vektord dle (2.107).
. Vypozet prvniho piblizeni vlastniho vektoru™ dle (2.108).
. Normovani vlastniho tvaru, napuci matici hmot dle (2.90).
. Vyposet prvniho piblizeni vlastni kruhové frekven@™ dle (2.109).
. Navrat do bodu 2.

o 00 b~ WDN

Po dostaténém pdtu iteraci postup konverguje k prvni vliastni frekeiea vlastnimu tvaru.
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Metoda iterace podprostoru

Je modifikaci metody inverzni iterace. Misto jedmoiastniho tvarw se pouZzije &olik
vlastnich tvai (je-li pocet pouzitych vlastnich tvam, pak obvykle m<<n), uspédanych do
modalni maticeV (tato je v tomto fipacdt obdélnikova nxm, gt radki n je roven p&tu
stupia volnosti, péet sloup& m je roven pétu uvazovanych vlastnich frekvenci a vlastnich
tvan).

Vysledkem substituce (2.107) neni sloupcova mdtiaée obdélnikova matice nxm :
F=Q’M [V
Rovnici (2.108) ve tvaru :
KIV=F

lze interpretovat jako Ulohu statické deformade mp za€Zovacich vektorech (jednotlivé
sloupce maticé). Uloha méa nreseni, jez jsou uspédana do jednotlivych sloufpenodalni
maticeV.

Pti vhodné vollg potatetnich odhad vlastnich vektar v(o)jzl,,m postup konverguje keSeni

prvnich m vlastnich frekvenci &ipluSnych vlastnich tvar

2.4.4. Vlastni (volné) kmitani soustavy tlumené pro  porcionaln &

Soustava pohybovych rovnic bude mit tvar dle (24&L)nulovém vektoru budicich¢inkia
f=0:
MIG+Blg+KI[g=0 (2.110)

UvaZujeme-li tzv. proporcionalni tlumembak matice tlumeni bude mit tvar :
B=alM +p3[K (2.111)

Zde ¢len a-M predstavuje tzv. konstrghki tlumeni (vngjsi tlumeni, dané nap odporem

prostedi), ¢len B-K predstavuje tzv. materidlové tlumefinitini tlumeni, dané vnihim

trenim struktury materialu).

U proporcionalniho tlumeni jsou vlastni tvary odoglni \vaci matici tlumeni pro # :

v, B, =0 (2.112)
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Reseni pohybovych rovnic (2.110eplpokladame v komplexnim oboru ve tvaru :

qg=>.C "W, (2.113)
j

kdev; je viastni vektor netlumeného kmitani. Po dosader(2.110) dostaneme :

2 A0 A0 3L _
MDA C &V v, +B ) A [C & [V, +K DD C &V [V, =0
J J J

Po vynésobeni zleva transponovanym vilastnim velktor@T a s vyuzitim podminek
ortogonality (2.97), (2.98) a (2.112) pak pro j,=21...n:

C v, M, O\ +v, B, +v, K, )E" =0

Definujeme-li dle (2.99) hlavni modalni hmotnostilavni modalni tuhosti jako :

m
k

=v,) M,
=v,' K,

mod_j

mod_j

muzeme sestavit charakteristicky polynom pro j=,1,.2n :

mmOdJ D\1‘2 + (C( |]nmodJ + B |:kmocu)l:)\j + kmodJ’ =0 (2.114)
Komplexre sdruzené kieny (s imaginarni jednotkou i) jsou :
A, =0, 2ilQ, (2.115)

kde imaginarni slozk&esSeni pedstavuje vlastni kruhovou frekvenci tlumeného lamiit

k )
Q — mod_j _ x 2
“ImodJ

realna slozkaiedstavuje konstantu doznivani :

6» — a [mmodJ +B[km0dJ
. 20m

mod_j
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[k
Pro podkritické tlumeni, kdyQ, ;= m’“—"‘”>6j, bude vysledny periodicky pohyb
mod_j

vyjadieny rovnicemi :

q= ZC]_ ks E‘Bin(Q,- 1+ (pj)B/]. (2.116)
j

nebo

q=e*" A, kodQ, 1)+ B, Bin(Q, 1)),
j

Zde integrani konstanty Caq, resp. Aa B, vypcoiteme z poatenich podminek :
t=0..%X=Xyj X; =V

2.4.5. Kmitani netlumené, vynucené budici silou har  monického pr abéhu

Soustava pohybovych rovnic (2.81) ma tvar :
M G +K [ =f =f, Gin(w) (2.117)

kde krong jiz mnohokrat zmiované matice hmo, matice tuhostK, sloupcové matice

(vektoru) sowadnicq a vektoru zrychlend je f vektor prondnnych budicich silovychdinka

harmonického pibéhu, f, je vektor amplitud budicich sél w je kruhovéa frekvence budicich

sil.
Xll Vl) al X2| V2) a2 XI"I) an an

ka kb kZ

v,

o o o _O o _O /
7.

F1 = Fairsin(wt) F, = Fazrsin(wt) Fn = Fansin(a-t)
Obr. 2.29 - Kmitajici soustava s n stupni volnosti, harmonicky buzena.

V dalSim vykladu se za#time na ustalené vynucené kmitanfedpokladejme partikularni
feSeni ve tvaru :
q=q, [sin(wlt)
q=q, odwt) (2.118)
4 = -q, [&° Bin(w)
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kde ga = {Xa1, Xa2 ..- X} j€ Sloupcova matice (vektor) amplitud ustalenéhmuceného
kmitani. Dosazenim do pohybovych rovnic (2.117 téedme :

~ M L8], [ in(wd)+ K [, Bin(w) =f, Bin(w1)

Dale po vykracendlenusin(wt) a vytknuti vektoru amplitud, pak dostavame :

K -’ mv)m, =1, (2.119)

Zavedeme-li tzv. matici dynamické tuhoBti= K - w*M, pak pseudostaticka Glolag, = fa

piedstavuje soustavu n linearnich algebraickych mwnn neznamych x(kde n je poet
stupii volnosti). JejifeSeni byva&asto zapisovano ve tvagy = D™f, (kde D je matice

inverzni k matici dynamické tuhostiasto byva nazyvana matice dynamické poddajjposti

pro jeho nalezeni vSak parpouZzijeme djakou efektivijSi metodu, nez inverze matice

dynamické tuhosti.

2.4.6. Kmitani tlumené, vynucené budici silou harmo  nického pr tbéhu

V piedchozi kapitole jsme #eSeni ustédleného vynuceného kmitani zanedbali Hurkeoms
toho jsme uvazovali budici sily o stejné frekvemrcise stejnym (nulovym) fazovym

posunutim. Uvedeme zde ny®eEeni v&chto dvou srrech zobec#lé.

Xl’ Vll al X2’ V21 a2 an Vn, an
ka kb kZ
i/
w msq w ms (] m,
b 0 0 by © O oobz/
7
F1 = Farsin(wt+ge)  Fo = Farsin(ut+¢ey) Fn = Fan'sin(ut+¢e,)

Obr. 2.30 - Kmitajici tlumena soustava s n stupni volnosti, harmonicky buzena.

V kmitajici sousta¥ uvazujeme tlumeni a budici sily stejné frekverieesatiznym fazovym
posuvem (sily nabyvaji svych maximalnich hodnot azngch ¢asovych okamzicich).
Soustava pohybovych rovnic bude mit tvar :

F, Gin(w +,)

F, Bin(w + o)

MG +BE+K @G =f= (2.120)

Fan IjSIrl(("L)ljt + (pFn)
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kde B je matice tlumeni, § jsou amplitudy budicich sil g jsou jejich fazové posuvy.
Predpokladané partikulariéSeni :
X, =x, Binwi+q)
zapiSeme ve tvaru :
x, = A, [todwl)+ B, Bin(w(1)

neboli :

q=0, [codwlt)+q, [sin(w!t)

4 =-q, WEin(wi)+q, WEow) (2.121)

g = —q, [0 [odw)-q, [ Ein(wit)

kde A = xySin@, Bi = X5ycosp, a dale :

Al Bl
A B
qA = :2 a qB = ‘2
A B

n n

Stejre i budici sily F= Fysin(wt+@s) zapiSeme ve tvaru :
F =A, [odw)+ B, Bin(wi)
neboli :

f =f, Cowll)+f, Bin(wl) (2.122)

kde A = Fysings, Bri = Fyrcosps;, a dale :

Ag B

A B
f, = :FZ a f, = F2

Ag, B,

Dosazenim (2.121) a (2.122) do pohybovych rovnit2@) dostaneme :
M -, [0 oW ) - g b0 Din(w )+
+B [{-q, Msin(w)+q, ltodw))+
+K o, [odwd)+q, Binlw))=f, Lodwlt)+f, Hin(wi)
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nebo po roznasobeni zavorek a vytkrigni sin(wt) acoqwt) :

(M m, ©F +B @, @o+K [, )ow)+(-M @, 7 - B, M+K O, )Bin(wd)=
=f, [odw)+f, Hin(wi)

Porovnanim levé a pravé strany jejmé, ze koeficienty dlena sin(wt) a cogwt) si musi
byt rovny :

-M g, [ +B@H, W+K G, =f,

-M [, [ —B [, [o+K [f, =fg

nebo po vytknuti vektdrneznamyclya ags :
K -’ M +wB [, =f
( )@, +wBm, =1, (2123)
~wB O, +(K -w M)m, =f,

nebo vyjadeno jedinou maticovou rovnici :
— (Y f
K-o'IM wlB Al _ " (2.124)

Uloha ma tentokrat charakter soustavy nearnich algebraickych rovnic en2neznamych,
vektorech koeficierit ga a qs (matice koeficient vSak jiz neni symetricka). Po jejich

vyieSeni wtiime amplitudu a fazovy posueseni jako :

Xai :'\/Ai2 + Bi2

Q= arctani
I B

Poznamka : Alternativni postup sfea vieSeni v komplexnim obotisel. P@et rovnic se
pak nezdvojndsobuje, ale kaztiélo ma realnou a imaginarni slozku. Odmocnina ae’ts
kvadrai: obou slozek je amplituda weéhy, poner slozek vyjaduje fazovy posuv. Realna a

imaginarni slozka jsou analogické k sinovym a amgfimclenim ve vySe popsaném postupu.

Fakulta strojni, VSB - Technick& univerzita Ostrava



Technické kmitani -139 -

2.4.7. Kmitani, vynucené budici silou obecného pr  tbéhu

Soustava pohybovych rovnic ma tvar dle (2.81) :
M [ +B [ + K [g = f, (2.125)

Zankiime se opt na feSeni ustaleného vynuceného kmitani soustavy sommopalnim
tlumenim dle (2.111) :
B=alM +BIK

ProfeSeni pouzijeme metody modalni transformace (2.0d0Dkap. 2.4.2.) :

qg=VIu

Ulohu (2.125) tzv. ,pevedeme do modalniho prostoru* :
MO+Bm+Km=f (2.126)

kdeu je vektor tzv. modalnich (hlavnich) sadnic, a dale :

jsou tzv. modalni matice hmot, modalni matice tlomenodalni matice tuhosti a modalni

vektor budicich €inka. Tento nizeme rozepsat jako :

Fio = 2. Vi T

Jak bylo ukézano v kap. 2.4.2., modalni matice hrioimeni a tuhosti jsou diagonalni a

piedstavuji tedy soustavu nezavislych pohybovychimpa jedné neznamé :

M, I + By [y + K Ty = Ry, (2.127)

Reseni v modalnim prostoruquistavuje n krat opakovartéseni tlohy s jednim stugm
volnosti. O této problematice dost&ne Siroce pojednava 1. kapitolResenim v modalnim
prostoru jetasovy piibéh modalnich saiadnic :

u, =u,(t) (2.128)
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Reseni ve fyzikalnim prostoru nalezneme modalnsfamaci (2.100) :
qg=VIu

neboli :

Poznamka : Modalni transformaci (2.10¥ V-u miZzeme rozepsat jako :
q= Z u, w<i>
j

kde j-ty sloupec v modalni mati¢i” je j-ty vlastni tvar. Tento vyraz Ize interpretoyako
linearni kombinaci vlastnich tvary kde koeficienty linearni kombinace jsou modalni
souwadnice u. Casto pak byva pouzivana formulace, ze hled&e$eni ve tvaru_linearni

kombinacenebo prost superpozice vlastnich tuarToto je pouze jinou interpretaci modalni

transformace.
r,.\'T'f" Priklad 2.4 Odezva na skokovy ridt budici sily.
Sy

Jako piklad uvedeme odezvu soustavy dle obr. 2.31 navoaesilu k, tedy silu, jeZz z nuly

skokem nabyvé své piné hodnoty.

Fie
Ke F A
m;
(o] [} t
m/ﬁ
X1, V1, a1 X2, V2, A2
— —

Obr. 2.31 - Kmitajici netlumena soustava, buzena rdzovou silou.

Reseni provedeme pidselné zadani :
mp=1kg, m=2kg, k=3 N/mm, k=4 N/mm,k=5N/mm,F=67N,kRr=0

Pohybové rovnice maji tvar (2.125) :
M [ﬂ] + K m = f(t)
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Zde matice hmot, matice tuhosti a vektogZajicich sil jsou :
m, 0 10
M = 1 = kg
0 m, 0 2
k, +k, N
mm

Vypoétem dle kap. 2.2.2. nebo 2.4.1¢imne vlastnitisla, vlastni kruhové frekvence a vlastni

frekvence :
A =2658¢% Q,=51,6¢& f, = 8,2 Hz
A\, =8842% Q,=94,0¢ f, = 15,0 Hz

Dale ugime modalni matici, kterou normujeme na je#ni:
10921 1
| 1 -o0461
V souladu s kap. 2.4.2. provedeme modalni transfornModalni matice hmot je :
~ T 0921 1 1 0]10921 1 2849 O
M=V M= = kg
1 -0461] |0 2 1 -0461 0 1424
Modalni matice tuhosti je :
~ T 0921 1 7 -4]110921 1 757 0 N
K=V MLV = = _
1 -0461]|-4 9 1 -0461 0 1259|mm
Modalni vektor budicich sil je :

FovT = 0921 1 67 _ 617 N
1 -0461 (O 67

Pohybové rovnice v modalnim prostoru niggielnou podobu :

28490, + 757000, = 617
142401, +125900U, = 67
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Zde sily na pravych stranach rovnic maji charakkekového ndistu. Tato Uloha kmitani s
jednim stupsm volnosti je popsana v kap. 1.1.9. a pro netluni@niéani ma tvar (1.124) :

Ui = Uggar i [ﬂl—COS(Qi D))

kde tzv. statické deformace jsou :

Ugar 1 = j—l = ﬂ = 815mm
K, 757
Ugtat 2 = f_z :ﬂ = 332mm
K,, 1259
30T
X1
[mm]
20+
10+
0 2 32 0.6 s
t[s]
20T

Obr. 2.32 - Casovy prabé&h soufadnic x; a Xo.

Koneiné pavodni, fyzikélni soiadnice vyjagime modalni transformaci :

qg=VIiu

o R e b

neboli :
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neboli :
x, =0921815[{1 - codQ, (1)) +1(B32{1 - codQ, 1)) -
x, =108150{1- codQ, 1)) - 0461532{1 - codQ, [1))
neboli koneéng :
x, = 7511 - codQ, (1)) + 532[{1 - codQ, 1))
mm
x, = 815[{1 - codQ, (1)) - 245[{1 - codQ, 1))

Casovy ptibeh je graficky znadzorm na obr. 2.32. Jagjmé Ze se nejedné o periodicky.d

2.5. Ohybové kmitani s vice stupni volnosti

Cas ke studiu: 1/2 hodiny

@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
"

Popsat specifika ohybového kmitani ve srovnanidelmym kmitanim.
Definovat zakladni veliny a vztahy, tykajici se ohybového kmitani.

VyfreSit stedre téZké tlohy ohybového kmitani.

C] Vyklad

Rada uloh technické praxe vede na mechanické mopiggistavované nehmotnym, k ro¥in

kmitani symetrickym nosnikem, ktery nese o&l@nhmoty sousedéné do hmotnych bdd

7. Z

Obr. 2.33 - Ohybové kmitani s vice stupni volnosti.

Pri sestavovani pohybovych rovnic, zejména pak matibesti, se népstji pouziva znalosti
pricinkovychcinitela. Jedna se o tyto druhyiginkovych initelt :

ajj - prihyb v mist i od jednotkové sily v mist,

Bij - Ghel natéeni v mist i od jednotkové sily v mist,

Vi - prihyb v mis¢ i od jednotkového momentu v migf

&; - Uhel natéeni v mist i od jednotkoveho momentu v migt
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Podle Maxwellovy ¥ty plati : ajj = 0, Bii =Vii, dj = g

Zanedbame-li rotai setrvé&nost hmotnych bad miZeme se zagiit na gricinkoveé ¢initele
aj (obr. 2.34).

a) pfic¢inkovy cinitel a;, prahyb v misté i od jednotkové sily v misté i

Obr. 2.34 - Pfi€inkovy Cinitel a;.
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Vypocet @icinkovych ¢initelu je prednetem linearni teorie nosnik U linearni ulohy, kdy
plati princip superpozice, Izetryb v mist i od danych z&tujicich sil F vyjadrit jako :

Yi :Zai,j [F;
i

Praihyby ve vSech mistech i =1 ... n pak vyjétk jako :

Y1 O O o0 Oy, Fl
Y, — Ay Oy oor Oy, I:2
Yn Oy U - Oy, I:n
nebo prost:
q=Alf (2.129)

kdeq = {y1, Yo, ... ¥} ' je sloupcova matice finybi, f = {F1, F, ... R} ' je sloupcova matice

zagZujicich sil a

A O -0 Oy,
a a ces a

N (2.130)
Oy O - Oy

je matice picinkovychdiniteld, zvana téZ matice poddajnosti

Rovnici (2.129) vynasobime zleva matici inverzmaatici pricinkovychiniteli :
Al =A"IAO
neboli :
AT =f
Srovnanim s maticovou rovnici statické rovnovéahy :
Klq=f

kde K je matice tuhosti, jefejmé, Ze matice tuhosti je rovna inverzni maticmhtici
poddajnosti :

K=A" (2.131)
Dale pak niZzeme psat pohybové rovnice vlastniho netlumenéhibakin(2.82), vlastniho
tlumeného kmitani (2.110) nebo vynuceného kmitaril(7), (2.120), (2.125) a nalézt jejich

feSeni tak, jak bylo ukdzano ¥iglusnych kapitolach.
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3. Nelinearni kmitani s jednim stupn é&m volnosti

Cas ke studiu: 7 hodin

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakladni zakonitosti nelinearniho kmitani.
Definovat zékladni valiny a vztahy nelinearniho kmitani

VyteSit stedre t¢Zké ulohy nelinearniho kmitani

Q VyKiad

3.1. Uvod

Soustava obsahuje alegpeden prvek, jehoZ charakteristika je popsananaéhni zavislosti
silovych a kinematickych (deformiaich) veltin. Jevy, typické pro nelinearni soustavy, jsou
nap. : zavislost vlastni frekvence a tlumeni na amgéitkmitani, viceznénostieSeni, oblasti
nestability, vznik subharmonickych a vicesloZzkovyehita. U nelinearnich soustav neplati
princip superpozice.

v v

3.2. Fyzikalni p Fiéiny nelinearit a jejich matematické modelovani

Cas ke studiu: 1 hodin

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N\

Popsat dvody a giciny nelinearit.

Definovat zakladni fipady nelinearit.

Q VyKiad
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Pohybova rovnice v obecném tvaru :
f(%,%,x,t)=0 (3.1)

Zde x je tzv. zobecata sodadnice. Jde o nelinearni diferenciélni rovnicii&ldu. Metoda,
ktera by umoitovala obecné exaktieSeni v uzaenem tvaru (x = ) neexistuje, exaktni
feSeni zname jen ve vybranych zvlastnié¢lpadech. Lze provédesSeni numerické nebo

feSeni pibliznymi analytickymi metodami.

Vzhledem k Urovni a dostupnosti vyf&ini techniky je mozno zisk&Seni pohybové rovnice
nelinearniho kmitani fiimo vhodnymi numerickymi metodami. Z numerickéledeni vSak
neni mozné, bez provedeni tzv. numerického expetimebezprosedre posoudit vliv
jednotlivych parametrna pibéh kmitani. To umoiuji priblizné metody analytické, kterymi
se budeme zabyvat v ramci tohot@biniho textu.

Zakladni gipady nelinearniho kmitani jsou : volné kmitaninugené kmitani, samobuzené
kmitani, parametrické kmitani. N@js€jSi nelinearity se vyskytuji v pruznych a tlumicich
rovnice pak ma tvar :

m X +f (x,x) = F(t) (3.2)

V dalsim se budeme zabyvat soustavou, kde Izélibdatinky pruznych a tlumicickilena.

Pak niizeme osamostatnit tzv. vratnou siRy,, a tlumici siluF,, . Pohybova rovnice

soustavy dle obr. 3.1 je :

m&+ﬁw+aw=q0 (3.3)
2 F(X F(t)
WV V m
1 ——

Obr. 3.1 - Model nelinearni mechanické kmitajici soustavy.
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Zavislost vratné silyF,) na vychylce, resp. zavislost tlumici sHy;, na rychlosti jsou tzv.

charakteristikywratného a tlumicihdenu.

Slak nelinearni systémy modelujeme dle obr. 3.2. #é&eni je vyhodné definovat linearni
slozky charakteristiky, tedy linearni vratnou sHu = kx a linearni tlumici silu = bv.

Nelinearita pak je vyjagnaclenemp (xx) kdep << 1 je malé&islo.

7 ui(x,x) Fo
m
=
b 0 0
X X=V X=a
—

Obr. 3.2 - Model slabé nelinearni mechanické kmitajici soustavy.

Pohybova rovnice pak je :
mX +bx+k &k +ud(x,x)=Ft) (3.4)

Ptiklady nelineérnich charakteristik vratné sily :

a) Matematické kyvadloobr. 3.3a. Hmotny bod o hmotnosti m je &an na nehmotném

zawsu delky/. Pri kyvavém pohybu je poloha bodu dana uhkgd svislice k zassu, draha
bodu je s =¢@/¢. Na hmotny bod {sobi tihova sila G = m. Te&né zrychleni bodu je.a
Pohybova rovnice hmotného bodu je :

m&, =-GLsing
neboli :

mla, +G5ing=0 (3.5)
Zde ¢len K, = Gsing predstavuje pravvratnou silu, silu, jez vraci bod &pdo rovnovazné

polohy.
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2:G

0 50° 100°

Obr. 3.3a - Matematické kyvadlo.

Pro klasifikaci charakteristiky jetteZita sngrnice jeji t&ny v patatku. Je-li :
F, =GLsing (3.6)

pak jeji derivace, s#énnice te&ny, je :

dr, =G [tosy
de
V pocatku, prog = 0, pak plati :
dR, =GLltos0=G
AP (g-0)

Pitimka K, = G je tedy ténou charakteristiky v giétku (pro maly uhel Ize charakteristiku
linearizovat touto fimkou). Je #jmé, Ze skutsa hodnota vratné sily je vzdy mensi, nez
hodnota, dand touto linearizaci (s vyjimkou polapy 0, kdy jsou si rovny, nelsdd = 0),
G-sinp < G@. Charakteristika, lezici vzdy pod svou vlastnintu v p@&atku, se nazyva

meéknouci charakteristik§ako by se s néstajici vychylkou okamzita tuhost zmenSovala).
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b) Geometricka nelinearitabr. 3.3b. UvaZzujme hmotny bod, uchyceny na dsieodnych

linearnich pruzinach o tuhosti k a volné délkydélka nedeformované pruziny). Pruziny jsou
vazanu k ramu ve dvou kloubech o celkové r&izéh (b >/p). Cela soustava je symetricka

vici svislé ose. Poloha vychyleného bodu je danaasinici y.

b b
< >i< >| Fvos
| 2]
|
7 i 7 151
|
\( i \/ ]
() — — — — — == I_ ............. —()-—— —
1 0.5+

Obr. 3.3b - Geometricka nelinearita.

Pfi vychyleni hmotného bodu z rovnovazné polohy meima klouby vznikd v obou
pruzinach direkni sila b = k:(¢-/o), kde krong tuhosti k a volné délky je ¢ okamzita délka
pruziny. Direkni sily maji vodorovnou a svislou sloZzku. Zatimcoderovné slozky se
navzajem ods#taji, svislé slozky sec#taji a davaji vratnou silu,= 2Fp-sing. Vyjadiime-li

Uhel @ jako funkci posunuti bodu y, dostavame zavislosatné sily na vychylce,

charakteristiku soustavyifikkka 1 na obr. 3.3b) :

F, =2[ﬁ<@[€1——£° J (3.7)

Poznamka : Pro velmi vysoké hodnoty y se zlomeékarae blizi nule a charakteristika se
blizi rovnol#Zce s pimkou F = 2-k'y (pFimka 2 na obr. 3.3b).

Prvni derivace funkceFa tedy srérnice t&ny charakteristiky, je :

2
dFv:Z[kEﬁl_ ly . 00 J

dy o eyt (o7 y2)
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V pocatku charakteristiky (y = 0) ma prvni derivace hon:

I oo [€1— K—OJ
dy (y=0) b

- _Lo
FV—ZElkE@l bjw

Piimka

je tedy t€énou charakteristiky v p@gtku (@imka 3 na obr. 3.3b). Protoze

1-Locg- Lo

b le +y2

je skuténd hodnota vratné sily vzdyétéi, nez hodnota, dana c¢teu v pcatku.
Charakteristika, lezici vzdy nad svou vlastnéntas v p@atku, se nazyva tvrdnouci

charakteristikgjako by se s néstajici vychylkou okamzita tuhost&govala).
Oba pedchozi piklady jsou systéemy se symetrickou charakteristi{f@gumatematického
hlediska se jedna o tzv. lichou funkci, pro niztpkgx) = -Fyx). Nekteré nelinearni systémy

v8ak nemaji symetrickou charakteristiku.

c) Kvadratickd charakteristikaobr. 3.3c. Hmotny bod je uloZen na pr@Zivaru koénicke

spiraly. Jeji charakteristiku Ize vyjatjako kvadratickou parabolu.
F=ky+k,3’ (3.8)

yT Fu=ky +koy’

Z

// FV = k.y
Obr. 3.3c - Kvadraticka charakteristika.
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Smernice teny je :
dr,

=k +2[k
dy ¥
Smernice t&ny v paatku je :
dF, —k
dY (y-0)

Tecna k charakteristice v patku tedy je :
F =k

Pro y>0 plati, Ze skuwtea hodnota vratné sily jeétdi nez hodnota, dana ¢teu,
charakteristika je naddeou a je tedy tvrdnouci

Pro y<0 vSak plati, Ze skut®a hodnota vratné sily je mensi nez hodnota, datréou
(srovnavame absolutni hodnoty), charakteristikgpgel t&nou (blize k ose y) a je tedy

méknouci

d) Kontakt s wili, obr. 3.3d. €leso je ve svém pohybu omezeniivramu pruzZinami o

tuhosti k. OvSem mezéliesem a pruzinami jeile v.

\' \'

<> H‘ F, 4 Pk
% k ) k
m. [
I:V
Yo <
X Fv =k- (x+V)

Obr. 3.3d - Kontakt s vuli.

Pokud sedleso pohybuje v rozmeziX(-v, v), proti pohybu neni kladen Zadny odpor, tuhost
je nulova. Kdyz se vSak vymezile v, je-li |x|] > v, pak se 2ae deformovat jedna nebo
druh& pruzina a proti vychylentigobi vratna sila /= k:(x-v). Charakteristika je tvrdnouci,

ovSem je nespoijita v prvni derivaci.
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e) Kontakt s pedpstim, obr. 3.3e. ¥leso je vazanoiki ramu d¥éma shodnymi pruzinami o

tuhosti k. Kazda pruzina mé&eulpti p, tedy v rovnovazné poloze je saa o tuto hodnotu.

I:v :k'(X+p)

Z

Obr. 3.3e - Kontakt s predpétim.

Pokud sedeso pohybuje v rozmezi X(-p, p), tuhost uloZeni je dana paralelnim spojenim
dvou pruzin, tedy 2-k, direki sila je b = 2-k-x. Pokud posunuti v jednatindruhém sniru
piekrati hodnotu pedgsti, je-li [X| > p, jedna z pruzin se uvolni a tuhjespak jiz dana pouze
jednou pruzinou, tedy k, diréRi sila je Ib = k- (x+p). Charakteristika je ¢gknouci, ovsem je

nespoijita v prvni derivaci.

Zakladni charakteristiky nelinearnich tlumicigieni, zavislost tlumici sily na rychlosti, jsou
na obr. 3.4.

a) Hydraulické tlumeni se symetrickou charaktek@ij obr. 3.4a. Nej¥ZngjSi nelinearni

tlumeni je tlumeni kvadratické, kdy tlumici silaviszd na druhé mocninrychlosti :
F, =bV?

Tento matematicky zapis ovsem neni vhodny, figboazava informaci o siru tlumici sily
vzdy proti snéru rychlosti. Jak pro kladnou, tak pro zapornoihtgst dava silu stejného
sméru. Matematicky zapis, zahrnujici 2mu snéru tlumici sily gi zméné smeru rychlosti,
muaze byt nap. :

R, =biv v (3.9)
nebo :

F, =bv? igr(v)

kde funkcesign(v) vraci +1 je-li argument kladny a -1 je-li argant zaporny.
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P4 F=boviv

Obr. 3.4a - Hydraulickeé tlumeni.

b) Automobilovy tlumé, obr. 3.4b. V dsledku technickéheSeni je tlumici sila v jednom

smeru podstata vétsi, nez ve druhém.

e P4 F= by

Obr. 3.4b - Automobilovy tlumic.

Pro v>0 plati :

F =b, 0V (3.10a)
Pro v<0 plati :

F, =b, v (3.10b)

(Pro zapornou rychlost bude koeficient tlumenzéporny, |k<b;.)

c) Suchéieni, obr. 3.4c. Teci sila zavisi na koeficientiehi a na velikostififtlacné sily, ale
(alespa v prvnim giblizeni) nezavisi na rychlosti. Abychom dodrZalirhalismus z4pisu
tlumici sily s koeficientem tlumeni b, a abychoméadili smér téeci sily proti snaru

rychlosti, miZzeme pouZzit zapis :

Vv
F, = b% (3.11)
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nebo, podob&jako u hydraulického tlumeni :
F, = b3ign(v)

V obou gipadech koeficient tlumeni b 5 Fyjadiuje pfimo tlumici silu.

A

Fo
%

Fp = konst

v

_

Obr. 3.4c - Suché treni.

Charakteristika je nespojita v @aku, coz mize zpisobovat problémy ip numerickém

feSeni.

d) Suché ieni s vlivem rychlostiobr. 3.4d. B podrobrgjSim vySetovani suchéhoieni

zZjiStujeme, Zefieci sila zavisi na rychlosti. Charakter této zaésislzde vSak jiz nebudeme

zkoumat.

A

Fb

7
% \_/

Fb = f(v) —

_

/'\

Obr. 3.4d - Suché tfeni s vlivem rychlosti.

v
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3.3. Presné reSeni pohybové rovnice volného kmitani

Cas ke studiu: 2 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakladni postupygsnéhdeSeni nelinearniho kmitani.
Definovat matematické postupy, vedouci k nalezésgmpehdeSeni nelinearniho
kmitani.

VyieSit gesre sttedre t&Zké ulohy nelinearniho kmitani

CJ Vyklad

3.3.1. Konzervativni soustava

Predpokladejme pohybovou rovnici konzervativni soug{®ez tlumeni) ve tvaru :
mx+f(x)=0 (3.12)

Tuto rovnici Ize formala reSit integraci za pouziti vztahu pro zrychleni :
. v
a=x:vdL
dx

Rovnici (3.12) upravime na :

provedeme separaci prémmych :
m [V [alv = —f (x) [eix

Tuto rovnici budeme integrovat v mezich od@@ni drahy x resp. poateni rychlosti v
(pocatezni podminky) do obecné drahy x a obecné rychlosti v

jm@@jv: J'—f(x)mx

vO x0
Levou stranu riizeme integrovatiimo :

$0mOV* - i [v,” = [ ~f (x) Ceix
x0
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integral na pravé strarzavisi na konkrétnim tvaru funkce f(x). Odtud paiadiime rychlost
jako funkci polohy, sotadnice X :

v:i\/voz—%Djf(x)mx (3.13)
x0

Vyjadiime-li dale rychlost jako :
dx

dt

muzeme ve vyrazu (3.13) separovat psome :

dt = dx
_\/vo2 _ri DXJX'Of (x) Ceix
a znovu integrovat :
t= j ;X : (3.14)
4 \/voz - DXJ'Of (x) ceix

PresnéreSeni uvedenych integialzejména pak (3.14), Ize nalézt jen pettaré jednoduché
funkce. Na druhé stranvzdy Ize tyto integrélyeSit numericky, vysledkem vSak neni funkce,

jiz by bylo mozno analyzovat, ale poudiselna hodnot&esSeni dané ulohy.
% Priklad 3.1 Matematické kyvadlo.

Jako piklad uvedeméeSeni matematického kyvadla.

Hmotny bod o hmotnosti m je z&8en na nehmotném z#su délky/, viz kap. 3.2., obr. 3.3a
jakoz i obr. 3.5. Pohybova rovnice (3.5) byla odyme v kap. 3.2. :
mla, +G5ine=0
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%

G =myg

Obr. 3.5 - Matematické kyvadlo.

Vyjadiime-li teiné zrychleni jako :
a =el¥
kdeeg je uhlové zrychleni, a tihovou silu jako :

G=mlg

muzeme pohybovou rovnici matematického kyvadla (pkr&geni hmotnosti) psat jako :
(le+glsing=0 (3.15)

LinearnifeSeni pro maly Uhep : sinus malého ahlu jefiplizné roven hodnat tohoto Uhlu,

vyjadiené v radianech :

sing 0@

V kap. 1.2. Kmitani rotai je v tabulce uvedena chyba tétiibfizné rovnosti pro izné
hodnoty Uhlug. Obvykle se pro &ely technickych vypétt uvadi mez fjatelnosti@ < 15°,
kdy chyba je do 1 %. Pohybova rovnice (3.15) pattebmit tvar

(le+glg=0 (3.16)

Srovname-li tuto pohybovou rovnici s pohybovou rioirvlastniho netltumeného kmitani
hmotného bodu (1.2) :

miX+kix=0
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je Z‘'ejmé, ze se jedna o analogii.

pohybova rovnice hmotného bodu  pohybova rovnice matematického

(1.2) kyvadla (3.16)

miX+kix=0 lle+glg=0

misto sowadnice X je pouzita sotadnice@

druha derivace vyjddje zrychleni druha derivace vyjdadje uhlové
X=a zrychlenigp=¢

misto tuhosti k je pouzito gravitai zrychleni g
misto hmotnosti m je pouzita délka zasu ¢

Reseni pohybové rovnice (3.16) tedy bude analodidie&eni dle (1.7) :
@y = Cin(Q, @ +Y,) (3.17)

kde vlastni kruhové frekvence bude analogicky &k)(1.

Q, =9 (3.18)

a téz integréni konstanty C (amplituda) v (fazovy posuv) se tir z patateinich podminek

(t=0..0=@, w=wy) analogicky k (1.10) resp. (1.11) :

2
(V)
C=_|g, + QOZ
0 (3.19)
Yo = arctan~20 %
('00

Pti vétSich hodnotach Uhlg vSak jiz chyba linearizovanélteSeni neanogmartsta. Vrame
se tedy k nelinearni pohyboveé rovnici (3.15) :

(le+glsing=0

Vyjadiime-li uhlové zrychleni jako :
€= coB(E
do

muzeme v pohybové rovnici separovat ptomeé :

/lwldw =-glsingldg
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a nasledaintegrovat. Spodni meziditeho integralu budou gate:ni podminky
t=0..0=@ - patateni uhel,w = uy - patateeni uhlova rychlost.
] ]
J'E Lo [dlw = J'—g [SingLdo
@0 40
10 0o’ - w,?) = g cosp- cosg,)
a koneng :
W) = \/ W, +— [ﬂcoscp cos@,) (3.20)

coz vyjaduje zavislost Uhlové rychlostiv na poloze, na uhly. Odtud nizeme uéit

maximalni hodnotu Uhly, protoZe v této Uvrati je Uhlova rychlost nulova

w((p:qu) - \/(‘0 t— [ﬂCOS(pmaX - COS(pO) =0

— (’002 g
COSPpay = 0Oy ==

Vyjadiime-li dale uhlovou rychlost jako :

muzZeme separovat pramné a integrovat :

3‘:’ \/wo +—Eﬂcoscp cosg, )

do
\/(“)02 + 25:] [QCOS(p— COS(po)

@

j’dt:t:j do

wa +29 fcosp- cosp)

Vysledkem by byla zavislost Uhlg na ¢ase. OvSem obecriéSeni integralu asi neumime

=dt

nalézt. Provedeme-li vSak numerick&Seni integralu, izeme uéit ¢tvrtinu periody T a
nasleds frekvenci kyvadla :

&

do

T(pmax
Z{J

W, +*Eﬂcoscp cosg, )
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3.3.2. Nekonzervativni soustava

Re3eni budeme pouze demonstrovatifidamu.

Volné kmitani, tlumené suchym smykovybernim Vypoctovy model dle obr. 3.6.¢leso o

hmotnosti m je vdzano k ramu pruzinou o tuhostPioti snéru pohybu gsobi konstantni

tieci sila T (velikostreci sily zde nebude diskutovana).
%

Obr. 3.6 - Vlastni kmitani, tltumené suchym smykovym tfenim.

Pohybova rovnice je :
mix+kIx=+T (3.21)

Zde zaporné znameénko teti sily plati pro pohyb doprava (v>0), kladné pahyb doleva
(v<0).Reseni je podroknpopsano v kap. 1.1.3., vztahy (1.37) a (1.38) :
X( = p+CEin(Q, @ +¢,) (3.22)

kde :
=T
k
je tzv. staticka deformace. | zde zaporné znaménienu p plati pro pohyb doprava (v>0),
kladné pro pohyb doleva (v<0). Useky s kladnou pormdou rychlosti fedstavuji jednotlivé

pulperiody harmonického fibéhu, jenz je vZzdy posunut o £p.

Praibéh rozebereme podrobjn pro patateini podminky : t = 0 ... X =xVv =w =0
(predpokladame, Zep»> p; v op&ném gipact by kmitani vibec nenastalogleso by vlivem
treni Zistalo ,pilepeno” k podloZce)Reseni (3.22) pak bude mit tvar :

X = +p+CleodQ, ) (3.23)
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Na paatku, veéase t = 0, bude v souladu satEEnimi podminkami C = xp.

Usek t0¢(0,%,-Ty: Téleso se pohybuje doleva, rychlost je zaporna,
Xgy =+p+ Cl]:os(QO Dt), C = %-p, stedni hodnota sinusovky je x = p,
na konci Gseku, vase t =/, T, je X = p-C = 2- po= X¢-2- C.

Usek tO (Y- T, Ty: Téleso se pohybuje doprava, rychlost je kladna,
Xg) =—P+ Cl]:os(Qo Dt), C = %-3:p, stedni hodnota je x = -p, ha
konci Useku, waset =T, je x = -p+C =pd- p.

Usek tO(T, %,-T) : Teleso se pohybuje doleva, rychlost je zaporna,
Xgy =+p+ Cl]:os(QO Dt), C = %-5-p, stedni hodnota je x = p, na konci

Useku, wase t =/,-T, je x = p-C = 6- px

X = Xo-4-p

N \—\_ I
P c < % B
\ \ .
0 _ / \ e "
X= -p// = S/_\_/ t
A 4 Il

N/

Obr. 3.7 - Vlastni kmitani, tlumené smykovym tfenim, asovy prubéh.

@)
= 1/2.T

t

X =

Prabéh Ize zhodnotit takto : Frekvence kmitani je neglivha velikostifeci sily. Pibéhem

je sinusovka, posunut&ikladné rychlosti o hodnotu -pfipzaporné rychlosti o hodnotu +p.
Amplituda kmitani linearé klesa, za dobu jedné periody klesne o hodnotu Z-jho lze
vypccist @i danych vstupnich hodnotaélas, kdy se kmitani zastavi (amplituda klesne pod

hodnotu p).
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3.4. PAblizné analytické metody reSeni nelinearniho kmitani

Cas ke studiu: 3 hodiny

(@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
N/

Popsat zakladnitiblizné metody linearizace.
Definovat matematické postupy, vedouci k lineatipatiyboveé rovnice.
VyfteSit @iblizné stedre t&Zké ulohy nelinearniho kmitani linearizaci.

Q Vyklad

Za piblizné analytické metody povaZzujeme metody, jehraauji nelinearni pohybovou
rovnici takovou lineérni rovnici, jez m&Seni nejblizsi keSeni fvodni nelinearni rovnice.

Proto tyto metody oziajeme jako metody linearizace

3.4.1. Metoda p Fimé linearizace

Je pouzitelnd i u ziaych nelinearit. Nelinearni charakteristikaize byt definovana
matematickym zapisem nebo i tabetarnPodstatou metody je nahrada nelinearni

charakteristiky pimkou (viz obr. 3.8).

A

Fv

v

Obr. 3.8 - Nahrada nelinearni charakteristiky pfimkou.

Smernici piimky ki, urtime z podminky, Ze i&dni kvadratickd odchylka meziiyodni

funkci R, = f a linearizovanou funkciF= kin-X ma byt minimalni v intervalu, daném
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amplitudou kmitani »O (-C, +C. Protoze tyto odchylkyu§ = fix) - Kin-X maji ¥tSi vahu pro
velké vychylky (g malych vychylkdch je obvykle Urovenelinearnosti Glohy mald),
doporiuje se pouzit s¢dni kvadratickou odchylku vynasobenou vychylkcedyt y): X.

Souet €chto odchylek v daném intervalu je dan integralem :

J= T[(f(x) — Ky, O [ olx (3.24)

Hledame takovou hodnotu linearizované tuhogtj kro kterou tento integral bude nabyvat
minimalni hodnoty, tedy bude platit :

I _,
dk

lin

_ e U[ K, 5<] me =0

dkiﬁ[f( X -k, X2 me=O

+C +C
[k O Taix = [, O Ceix
-C -C

+C
K, [Egj K, 92— j £,y O
atedy:
5 F
— 3
lin _ﬁ D:[:f(x) Ok [dlx (325)
Je-li charakteristika /= fx) symetricka (licha funkce, pro niz platisyf= -fx), pak plati :
+C +C
3 —_ 3
If(x) x” [dIx = ZDjf(x) x” [alx
- 0
atedy:

k lin

5 +C
=§Dj f () X X (3.26)
0
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Vyraz pro linearizovanou tuhost (3.26) byl odvozpro symetrickou charakteristiku.
Ukazeme nyni postup pro nesymetrickou charakteuisthagp. kvadratickou (3.8) dle obr.
3.3catézobr.3.9:

F =ky+k,3’

A
Fv Fy = kX + ko'X°

v

Obr. 3.9 - Nesymetricka kvadraticka charakteristika.

PredevSim jetfeba si ugdomit, Ze amplituda ve sfru zaporné vychylky (€na obr. 3.9) a
amplituda ve srru kladné vychylky (gna obr. 3.9) nejsou st&jnelké. Jejich porr je vSak
dan podminkou stejné potencialni defoémiaenergie pro ab amplitudy. Tuto podminku

muzeme vyjadit jako :

0 c2
'[Fv(x) Lelx = _J. Fv(x) Lalx
-ClL 0
nebo :
C1 Cc2
ij(x) Celx = _[Fv(x) Calx
0 0
nebo prost:
Cc2
[ i Eix =0 (3.27)
-a
Stredni hodnota sdadnice X je :
n=Se ;Cl (3.28)

Nahradni pimkova charakteristika prochazi timto bodem, maicv
F, =k,, (x-4) (3.29)
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Amplituda vzhledem ke &dni hodnat je :

c, =&ttt (3.30)
2
Zavedenim posunuté s@aanice :
Xy =X—A (3.31)
vyjadiime linearizovanou tuhost (srovnej s (3.26)) jako :
5 +Cv
Kip = = O f ey O 7 X (3.32)
2 l:(: -Cv

Ig; o Priklad 3.2a Linearizace kubické charakteristiky.

Pro ilustraci ukazemgesSeni vlastniho a vynuceného kmitani nelinearnsteoy s kubickou
charakteristikou (s nulovym kvadratickyttenem) .

F =k, X +k; xX° (3.33)

Charakteristika je symetricka, tvrdnouci.

Obr. 3.10 - Model s kubickou charakteristikou.

Linearizovana tuhost je :

5 < 3 5 3 3 ¢ 4 6
Kin = o [ Ry O [Ox = 5 [j(k X + ky %) X° e = Sq(klm +k, X®) colx
0

0

_D(5 SD(7 =35 ﬁm5+&m7
C 5 7

Kin =k, +3 K, [C° (3.34)
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Linearizovana pohybové rovnice ma tvar dle (1.2) :
mX+k,, x=0

JejiteSeni je dle (1.7) :
X = CBInQ O +q,)

Vlastni kruhova frekvence dle (1.4) je:

kIin
m

Q=

Koneiné amplituda a fdzovy posuv zavisi naatnich podminkach dle (1.10) a (1.11) :

2

_ 2, Vv
C—,/xO +§2_02
QX

@, = arctan £

VO
Problém pi numerickém vypdtu spa@iva ve skuténosti, Ze amplituda C zavisi na kruhové
frekvenciQ, ta zavisi na linearizované tuhostj la ta zase zavisi na amplitu@. Vztah pro

vlastni kruhovou frekvenci :

muzeme upravit na :

Q2 = klin — kl+%|:k3 [C’ -
m m

3=
+
~N o
w
—E
X
o
N
+
<
I\JON
N—
]
@)
o
N
+
+
I
w
—HE~
X
o
N
+
<
I\JON
N—

kde

je vlastni kruhova frekvence pro velmi malou amyalit, kdyglen £ [k, [C? Ize zanedbat.

Dale pak :

a po vynasober(d? :
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Jedna se o bikvadratickou rovnici, jejiz i@y umime nalézt. Jakmile zname vlastni
kruhovou frekvenciQ, vypaiteme z poatenich podminek amplitudu C a linearizovanou

tuhost k.

K vysledku mizeme dos§t i jednodusSSim itegmim vypatem.
V prvnim giblizeni zanedbdme nelineartiéen ve vyrazu pro linearizovanou tuhogt.KTo

provedeme tak, Zze za amplitudu C dosadime nulu@f =

1. Vypoiteme linearizovanou tuhost K, =k, +2k, [C?
y . : K,
2. Vypaiteme vlastni kruhovou frekvenci Q= |—
m

3. Vypatteme upesrenou hodnotu amplitudy C= xo2 +\§/2—O

4. \V/racime se do bodu 1.

Prociselné hodnoty : m = 1 kgy k 100 N/mm, k=1 N/mn7,
a pro péateeni podminky : ¥=10 mm, y=5 m/s,
ma Uloha fibliznétedeni: |k = 244 N/mmQ =494 &, C = 14,2 mm

Iteratni vypaiet konverguje k vysledku sgsnosti 1 % po 6 iteracich.

Pri feSeni ustaleného vynuceného kmitani linearizovamdstavy, buzené harmonicky
proménnou budici silou F =Jsin(w-t), postupujeme jako u linearni soustawReseni
ustaleného vynuceného kmitani je (1.45) :

x = x, Gin(w - @)

amplituda pak je (1.48) :

nebo se zanedbanim tlumeni :
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Protoze vSak je vlastni kruhova frekvefizéunkci amplitudy %, je teba ji vyjadit jako :

kIin — kl + % Dk3 D(az
m m

Q2 =

Amplituda pak je dana implicitnim vyrazem :
F 1 F

)(a:_a = a
2 2 2
m [k, + 30k G ‘kl+g[k35<a - m

a

Reseni vede na kubickou rovnici :

3 [k, X, 2+(k, - m@?) X, £ F, =0
lterani vypaet pro i = 1000 N aw = 100 & konverguje kieSeni x = 7,6 mm s fesnosti
1 % po 11 iteracich.

Priklad nazorg ukazuje vyznamnou vlastnost nelinearnich soustéastni frekvence neni
konstantnim parametrem soustavy, ale zavisi naidpkmitani. Tato zavislost se obvykle
vyjadiujeme formou grafu jako tzv. skeletovoitivku (obr. 3.11).

[

\ llinearni soustava,
| frekvence je nezavisla
Ina amplitudé

amplituda

skeletova krivka
pro tvrdnouci
charakteristiku

skeletova krivka
pro méknouci
charakteristiku

Qo
Obr. 3.11 - Skeletova krivka
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3.4.2. Metoda ekvivalentni linearizace

Neni tak nazorna, jako metodémeé linearizace.
Predpokladejme pohybovou rovnici ve tvaru :

mx +f(x,x)=0 (3.35)
pro vlastni kmitani, nebo :

mx +f(x,x) = F, Gin(w) (3.36)

pro harmonicky buzené kmitani.

Predpokladejme dal&seni vlastniho kmitani v harmonickém tvaru :
x =Clsin(Qt+¢)
x=CMeodQ 0+

(3.37)
kde C je amplituda @je fazovy posuv (u vlastniho kmitani jsou to tétegra&ni konstanty).
Dosazenim (3.37) do nelinearni funkdééx,x) v (3.35) vznikne periodicky vyraz. Ten
rozvineme do Fourieroviady, v niZ budeme uvazovat pouze prilany, ostatni zanedbame.

f(x,x)=f(CHNQI+¢),CREodQ 0 +q) A EodQd +@)+BINQE+q@) (3.38)

Zde A a B jsou koeficienty prvnihtienu Fourierova rozvoje :

2
A :%Djf(c &in(Q @ + ¢),C @ [eoQ [ + ¢)) [eoQ [ + ¢) @(Q )
2;( (3.39)
= %[ O f(Csin(Q +¢).CQ [odQ 1 +¢)) sin(Q [t + ¢) [(Q 1)
0
Z (3.37) mizeme vyjatit :
sin(Q 0+ (p) =X
Cx (3.40)
Q+q)=
codQi+¢)=
a funkci (3.38) vyjatime jako
F(x,%) 02 o+ B (3.41)
cCQ  C
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a pohybova rovnice (3.35) bude mit linearizovarar tv

A 5+Bx=0
M C

mX +

Definujeme-li linearizovanou tuhosiqka linearizovany koeficient tlumenjngako :

Ky, :E
C

By, = A
Ccm

bude mit pohybova rovnice znamy tvar :

mX+Db, X+k,, X=0

lin lin

r,v"L"_"?* Piiklad 3.2b Linearizace kubické charakteristiky.
Sl

J

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Jako piklad uvedeme linearizaci soustavy s kubickou dttarsstikou dle obr. 3.10.

Charakteristika ma tvar kubické paraboly (3.33).
F,=f(x)=k, x+k, °

Koeficienty Fourierova rozvoje jsou :

2
= % 0 (k, e min(Q 0 + )+ k, [ Bin*(Q 1 + g)) wodQ [T + ¢) H(Q 1)
0

1

2m
B="0f (k, TEinQO +¢)+k, [T BN*(Q O +¢) in(Q 1 + ¢)@(Q @)
0

neboli :

2
A =%[Dj(k1 [CEIn(Q 0 + ) ogQ O + ) + k, [C° Bin*(Q 0 + ¢) o Q [ + ¢)) @(Q @)
0

2
:%[Dj k, TEir(Q+g)+k, [ Ein (Q 0 + ) @(Q )
0
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Oba koeficienty postugnvyieSime.

3 20

A=t Of sir*(Q 1t +¢)eodQ 1 + ) ra(Q 1)

)eodQ i + @) ra(Q ) + K2 T

Oba integraly budemi@Sit substituci :

sinQlt+q¢)=z
codQ+o)(Q)=
Pak :

J.sin(QDH(p)Etos(QDH(p)m(QDt):J.Zmz:%ﬁz:%Dsinz(QDtﬂp)
T[sin(QEH(p)H:oe(Q[H(p) w(Q ) = 2 fsin?(Q 0 + @)™ = 1 fsin?(2 t+ ) - sin?(g)
ProtoZesin(2-Te-g) = sin(¢) je :
2jmsin(Q [1+@)eodQ 1 +@)@(Q1)=0

Dale :

[sir(Q+g)eodQ i +g)(Q )= [ z=42* =4 sin*(Q 1 +¢)
2
J.sins(Q [ +@)eodQ X+ @(Qt)=1 Eﬁsm (Q E1t+(p] =3 Eﬁsm (20+ @) - sin ((p)]
0
Protozesin(2-Te+@) = sin(Q) je :

2Jgj(sins(Q [t +@)odQ 1 +q)@(Q ) =0

Je tedy Fouridiv koeficient A roven nule :

k m 2 k m3 20
A =21 )eodQ 1+ ¢) @(Q (1) + = — [ sin*(Q 1 + g) (eodQ [1 + ) d(Q 1)
0
Ak kT
Tt U
A=0

Linearizovany koeficient tlumeni je tedy nulovy :

lin :L:O
cm

b
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Déale Fourietdiv koeficient B :

2
B :%DJ' k, TEir(QO+9)+k, [ Bin'(Q O +¢)@(Q)
0

|]:3 2
B='u ) @(Q ) + 31‘[ Djsin“(chp)m(QEt)
0
Prvni integral je :
J'sm Qa+qu@Qi)=[tdoa+¢)-isin2dQ+q)" =

:[% ({2 0+ @) - 2 in2 {2 O+ ¢) — L [p+ 2 (8in2 (4]

Protozesin2- (2 Te+@) = sin2-@je :

T(sinz(Q G+ @Qa)=mn

Déle :
jsm (Qa+om(Qn)=[2ian+g)-15in20Q 1 +¢)+4 BinddQ it + @)™ =

_[8EQZE11+<p) 1 3in20{2 G+ @) + & Bina {2 G+ @) - 2 [p+ 2 [3in2 [p— -5 [Sin4 ()

Protozesin2- (2 1e+@) = sin2-@jakoz isind- (2 Tt+@) = sird-@je :

2

J'sin“(QDH(p)m(Q @)=20

Fouriefiv koeficient B pak je :

3 2

B=-—1 Of sin*(Q 1 +g) (1)

) (0 [t)+k353

3
szl[CDT+k3EC B§DT
Tt 1! 4

B=k, EC+3Ek c?

Koneiné linearizovana tuhost je :
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DalSiteSeni vlastniho nebo vynuceného kmitani bude sjgkoéu metody imé linearizace.
Vysledek je podobny avSak odliSny seEeni metodouipmé linearizace (3.34). @bmetody
jsou @iblizné v tom, Ze nelinearni dlohu nahrazuji uloHmearni. Nelze jednoduse difx
kterda metoda dava lepsSi vysledky. Pro jednditaw Glohu (nap. uloha s kubickou
charakteristikou) lzefeSeni obma metodami srovnat gSenim numerickou integraci a
posoudit, ktery vysledek jer@srejSi. Takovy zawr vSak nelze zobecnit ve prash téc¢i oné
metody pro vSechny ulohy.

3.5. Vlastnosti nelinearnich soustav

Cas ke studiu: 1 hodina

@ Cil : Po prostudovani tohoto odstavce budetétum
"

Popsat zakladni vlastnosti nelinearnich soustav.

Definovat zakonitosti nelinearnich soustav.

C] Vyklad

A) Vlastni frekvence je zavisla na amplitud

B) Amplitudova a fazovéa charakteristika jsou odfi&d linearniho kmitani.

V kap. 3.4.1. jsme ukdazali vypet amplitudy ustaleného vynuceného kmitani. Provedi
feSeni pro jisty interval budici kruhové frekvengedostaneme amplitudovou charakteristiku,
zavislost amplitudy ustaleného vynuceného kmitgnna budici kruhové frekvened, viz
obr. 3.12.Cerchovan&sara je tzv. skeletova (pdted) Kivka. Vyjadtuje zavislost vlastni

kruhové frekvence na amplitéidviz téz obr. 3.11).

Bude-li budici kruhova frekvenae naristat pomalu z nulové hodnoty, poroste amplituga x
podle ¥tve A-B aZz do bodu B. Zde dojde ke skokovééménamplitudy do bodu C a
pokraiuje dale po #tvi C-D.
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Xa

skeletova krivka ,.’ =
[ (V] (o] ®
w=0Q

lo

v

Obr. 3.12 - Amplitudova charakteristika

v

Obr. 3.13 - Fazova charakteristika

Pri pomalém poklesu budici kruhové frekvenase amplituda z#Suje podél ¥tve D-E. Zde
dojde ke skokové zémé amplitudy do bodu F a déle pokrge podél ¥tve F-A.

Skokové zminy na amplitudové charakteristice jsou doprovazkokovymi znénami B-C a
E-F na fdzové charakteristice. Tyto skokové&maynmezi hodnotami budici kruhové frekvence
W a wy predstavuji nestabilni oblasti, typické pro nelinéasoustavy. Budici kruhové
frekvenci v intervaluw [0 (0, wy), resp.w O (wy, ©) odpovida vzdy jedina hodnota amplitudy.
Budici kruhové frekvenci v intervalw [ (w, wy) odpovidaji ti mozné hodnoty amplitudy,

mezi nimiz je amplituda nestabilni.

s

Charakteristiky mohou byt j@SslozigjSi v zavislosti na parametrech nelinearni soustavy

rychlosti znény budici frekvence.
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C) Pasobeni konstantni sily posune rovnovaznou poloklimameni charakteristiku vratné
sily. Symetricka charakteristika, E fy) se posunutim o hodnofMvlivem konstantni sily F

stane nesymetrickou charakteristikau=Hy) (viz obr. 3.14).

y
F\/ = f(x)

v

Obr. 3.14 - Posunuti soufadného systému.

D) Nelinearni rezonance. Rezonance soustaviemastat i hodnotach budici kruhove

frekvence :

- hlavni rezonance w = Qo)

- subharmonicka rezonance W = NQ n=2,3, ..

- ultraharmonickéa rezonance W = Qcym m=2,3,..

- subultraharmonicka rezonance w = n-Qcym nm=23, ..,#m

V praxi se ngjastji setkavame (krom hlavni rezonance) se subharmonickou rezonanci. U
symetrickych charakteristik vratné sily se setkag@mezonanci $dtinovou, gtinovou atd.
hodnotou budici frekvence. U nesatinych charakteristik se objevuji rezogah kmity s

polovi¢ni frekvenci budici sily.

—

—
)
|Seas’

Sl

o

Priklad 3.3 Subharmonicka rezonance.

Nasledujicim fikladem prokadZzeme existenci takovych kimit
Nech’ je pohybova rovnice slgmelinearniho kmitani ve tvaru :

mX +k x + k, x* = F, [codw 1)
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Po Upra¥ a substitucich :

QO: L y:ﬁ
m m

3 |m

=8G&:sm02 e=Xs ccq f
m k

bude mit pohybova rovnice tvar :

X +Q,° k+yX® =f, [todwl)

Zkoumejme, zda a za jakycheglpoklad je moznétreSeni s ietinovou hodnotou budici
frekvence :

x =x, [cod} [wlt)

x = —x, 3 [olsin(2 o)

% = —x, 3 [0” (oL [o[1)

Dosazenim dostaneme :

cod3 teot) dx,, 00,2 - 3 @2 )+ 3 [y X ° |+ codwt) ft y x* - 1, | = 0
kdy? jsme dosadili : cos’ a =2 [Eosa + 4 (o3 @)

Ma-li byt rovnice splina identicky, musi byt :

x, Q7 -3 )+ 3y, =0 1yx, -f, =0
+3 2

Odtud a podle : Q? =ﬂ pro metodu ekvivalentni linearizace,

m
bude platit :

40,
X, =3
Y

a

w=30/Q, +2 Yk, =3[0, 1+3E X, =3[0

a

Je-li tedy budici frekvence rovna trojnasobku viastekvence jsou mozné subharmonické

kmity fadu’/s, amplituda kmil je X..
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Teorie nelinearniho kmitani je velmi ndnd a rozsahla. Neexistuji v ni obecné a jednoduché
metodyieSeni jako v teorii linearniho kmitani. V této Kajpe jsme se zabyvali jen zaklady
kmitani nelinearnich soustav s jednim stipnvolnosti. Kladli jsme fitom diraz na
fyzikalni stranku ¥ci, na vlastnosti takovych soustav a na jevy, kjerédliSuji od soustav
linearnich.
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