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Metoda vazenych rezidui

1 METODA VAZENYCH REZIDUI

~—] OBSAH KAPITOLY
—_—
—_
. . V této kapitole bude strucné uvedena metoda vazenych rezidui jako

zékladni nastroj pro obecnou formulaci metody konec¢nych prvki.

@ MOTIVACE:

S~ V ptedchézejicich kapitolach byly uvedeny zakladni principy a postupy
pouzivané v metodé konec¢nych prvki. Pro jednoduchost bylo v§e odvozeno
na jednoduchych jednodimenzionalnich elementech. Pro piipad
tazené¢ho/tlaCeného elementu (poptipad¢ i dalSich typl napt. ohybany) Ize
vSechny vztahy odvodit na zéklad¢ elementarnich znalosti predndsenych v
pfedmétu pruznost a pevnost. Pfi odvozeni se pouzily dva zakladni postupy,
jednak ptimy pfistup (pfima tuhostni metoda) a jednak energeticky ptistup
pfes minimum potencialni energie systému. Pro rozsifeni pouziti metody i
do jinych (nestrukturnich) oblasti je nutno tento postup zobecnit'.

"I zde je vSak mozno postupovat obdobné jako v pfedeslych pfipadech na zakladé elementarni teorie
jednotlivych védnich oboru.
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1.1 UVOD

VétsSinu praktickych inzenyrskych problémii lze popsat pomoci diferencidlnich rovnic.
Bohuzel praktické aplikace vylu€uji feSeni v uzaviené forme. Jediné schiidné feSeni je tedy
feSeni pfiblizné pomoci numerickych metod, mezi které patii pravé i metoda konecnych
prvkd.

Metoda vazenych rezidui (MVR) je pfiblizna (aproximacni) metoda pro feSeni diferencidlnich
rovnic se zadanymi okrajovymi podminkami. Vyuziva se aproximacni funkce a integralni
formulace pro minimalizaci chyby v globalnim méfitku, tj. pfes celou oblast feSeni. Zakladni
postup je popsan na nasledujicich fadcich. Pro jednoduchost je uvazovana
jednodimenziondlni uloha.

Audio 1.1 Uvod
= )) e

M¢jme diferencidlni rovnici v obecném tvaru:
Dlu(x),x] = 0. (13.1)

Symbol D predstavuje obecny operator. Ptrikladem takovéto rovnice miize byt naptiklad
rovnice (5.9) odvozena v kapitole 5. K diferencidlni rovnici pfislusi dale okrajové podminky.
Ozna¢me symbolem () oblasta feSeni (v jednodimenzionalnim piipad€ je ji mozno popsat
jedinou soufadnici, napf. x). Cast hranice kde je piedepsany podstatnd okrajova (také
oznacovana jako okrajova podminka 1. druhu, popt. Dirichletova okrajova podminka)
podminka ozna¢me S, a kde je predepsanad nepodstatna okrajova podminka (také oznaCovana
jako podminka 2. Druhu, popt. Neumannova) S;. TakZe mizeme piedepsat nasledujici
okrajové podminky:
unasS,, (13.2)

t na S;. (13.3)

Protoze neni znamo ptesné feseni, zvolme aproximacni feseni i (x). Obecné se voli ve tvaru:
n

(13.4)
a(x) = ) N,

i=1

kde c; predstavuji neznamé koeficienty, které musi byt ureny a N;(x) jsou nezdvislé
aproximacni funkce (voleny pfedem). Hlavni podminkou je, Ze aproximacni funkce mize byt
libovolna pripustna funkce (tzn. aproximacni funkce je spojitd nad celou oblasti fesSeni).
Dale na danou funkci budeme klast podminku, ze splituje okrajové podminky. Tato podminka
nemusi byt obecné splnéna, ale pro jednoduchost ji budeme nyni uvazovat. V piipadé
jednodimenzionalni ulohy je tato podminky lehce splnitelna.

Dosadime-li aproximacni funkci @ do rovnice (13.1), tato rovnice nebude splnéna a bude
generovat reziduum (zbytek, zlstatek), tedy chybu. Matematicky to 1ze zapsat nasledovné:

R(x) = DJ[ii(x),x] # 0, (13.5)

kde R(x) je prave reziduum (popf. je mozno pouzit pojem chybové funkce). Upozornéme, Ze
reziduum je také funkci nezndmych parametrti ¢;. Metoda vazenych rezidui vyzaduje, aby byl
rezidudl v oblasti odstranén nasledujicim zpisobem:
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(13.6)
f wi(x) R(x)dx = 0, proi=1..n.
Q
V piedchazejicim vzorci w;(x) predstavuje n obecnych vahovych funkci. Tedy jednoduse
muzeme fici, Ze pfipoustime chybu feseni, ale v rdmci vdZeného priméru pres celou oblast je
chyba nulova. Ziskame tedy n algebraickych rovnic ze kterych urc¢ime koeficienty c;. Pocet
vahovych funkci je roven poctu konstant c;.

©) o

Existuji razné metody vazenych rezidui, liSici se volbou vahové funkce. Jmenujme nejcastéji
pouzivané metody: kolokacni, metodu nejmensSich ctvercli, Galerkinovu metodu, aj. Pro
metodu kone¢nych prvki je vychodiskem praveé posledni zminéna metoda.

l )) Audio 1.3 Metody

1.2 JEDNOTLIVE METODY

1.2.1 Kolokac¢ni metoda
Pti aplikaci této varianty jsou voleny vahové funkce jako Diracovy § funkce.

I )) Audio 1.4 Koloka¢ni metoda

Dirakova delta funkce méa nasledujici vlastnosti:

(1 x=x (13.7)
6(x —x) = {O jinde"
Aplikaci w;(x) = §(x — x;) na rovnici (13.6) ziskame rovnice:
R(x;)) =0, proi=1..n. (13.8)

TakZe reziduil je nulovan pouze ve specifickych bodech oblasti. ReSenim této rovnice
(soustavy) ziskdme hledané parametry c;.

1.2.2 Metoda podoblasti

Tato metoda neuziva explicitné vahové funkce, a proto piisné vzato se nejedna o metodu
z rodiny metody vazenych rezidui. Nicméné¢ ji 1ze povazovat za modifikaci kolokacni metody.
Nosnou myslenkou je, Ze rezidual neni nulovan pouze v bod¢ (jako v kolokacni metod¢), ale
je nulovan pies urcitou podoblast fesené oblasti.

l )) Audio 1.5 Metoda podoblasti

Takze Vahova funkce je volena jednotkova v dané podoblasti, a integral ptes celou oblast je
rozbit na vice ¢asti. Matematicky zapsano:

(13.9)
f w;(x) R(x)dx = z f R(x)dx | =0, proi=1..n.

Q AN
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Metoda vazenych rezidui [

1.2.3 Metoda nejmenSich ¢tverca
Nejlepsi odhad se predpoklada takovy, Ze souCet (v nasem piipadé prejdeme v integraci)
¢tvercu reziduala je minimalni.

I )) Audio 1.6 Metoda nejmensich ¢tverci

(13.10)
S = f R(x) R(x)dx = f R?(x) dx.
Q Q
Minimalizace se provede néasledovné:
IR (x) (13.11)
=2 f R(x) ——d
dc;
Q
Srovnanim s rovnici (13.6) vychézi pro vahovou funkci:
B 26R(x) (13.12)
l( ) acl

Dvojka se da vSak zrusit (vytknout pied integral a ,,poslat™ k nule), takze vysledna vahova
funkce ma tvar:
OR(x) (13.13)

aCi '

wi(x) =

1.2.4 Galerkinova metoda

Na tuto metodu se dé divat jako na modifikaci metody nejmensich ¢tvercti. Ve véahové funkei
se vSak misto derivace residudlu (vzhledem k c;) provadi derivace aproximativniho feSeni, tj:

I )) Audio 1.7 Galerkinova metoda

13.14
wiG) = 25 _ o), (59

l
Takze vahova funkce je stejna jako bazova funkce.

1.2.5 Metoda momentu
V této varianté jsou vahové funkce voleny ve tvaru mocnin nasledovné:

| )) Audio 1.8 Metoda momentu

w;(x) = x%, proi=0..n—1. (13.15)

Pokud jsou zvoleny polynomy tvaru N;(x) pfechazi tato metoda v metodu Galerkinovu.

1.3 ZAHRNUTI OKRAJOVYCH PODMINEK

Doposud jsme ptredpokladali, ze vSechny okrajové podminky byly na hrancich S, a S;
splnény. V mnoha piipadech je vSak vyhodné&jsi vyhovét okrajovym podminkdm na S,
identicky (@i(x) = u(x) na S,), ale aproximovat je na S;. Chybova funkce R; definovana pro
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tuto okrajovou podminku muize byt vaZzena obdobnym zpiisobem, jako byla vazena chyba
R(x) v integracni oblasti. Mizeme tedy napsat:
(13.16)

fmﬁmmﬂ+meMdeﬂL

Q St

proi=1..n
Tato formulace vyzaduje, aby aproximacni fesSeni vyhovovalo okrajovym podminkam na S,, a
aby vahov¢ funkce byly rovny nule na S,,.
Nékdy je naopak vyhodné zahrnout do definice vahovych rezidui i okrajové podminky i na S;.
Obecné tedy mlizeme definovat rezidua na hranicich takto:
R, (x) = ti(x) — u(x), nasS,, (13.17)

R.(x) = t(x) — t(x), na S;. (13.18)

Rovnici (13.6) 1ze pak upravit na tvar:
(13.19)

f w;(x) R(x)dx + f wy;(x) Ry (x)dS + f W () Ry (x)dS = 0,

Q Su St

proi=1..n.

1.4 PRVNI ’SLABA FORMULACE PRO METODU VAZENYCH
REZIDUI

Vratme se k rovnici (13.6). VSimnéme si, ze aproximacni funkce & musi byt spojita véetné
derivaci do n-tého tadu, daného fadem operatoru v rovnici (13.1). Naproti tomu na funkci w
je kladeno pouze to, ze musi byt spojita, ale jeji derivace nemusi. Bez ztraty obecnosti
budeme dale uvazovat diferencialni rovnici druhého radu, ve tvaru:
2
ddl;(f) + f(x) =0,x € (0,1) (13:20)
Déale pak budeme (opét pro jednoduchost) predpokladat aproximativni feSeni @ spliujici

okrajové podminky. Rovnici (13.6) mizeme piepsat do tvaru vazenych rezidui:
L

f ()( ()+fwﬂ dx =0

0
RozepiSme do tvaru

f wio L

Na prvni integral aplikujme integraci metodou per partes (ve vyS$i dimenzi pouzijeme
Greenovu vétu). Ziskame:

f wix )dzu( x) [ x )du(x)l jdw(x) du(x)

(13.21)

L (13.22)
dx +fw(x)f(x) =0

(13.23)

dx

A dosadlme zpét do rovnice (13.22), ziskame:
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(13.24)

dx

L
[ x )du(x)l fdw(x) du(x) N f WCOF () = 0

Podivame-li se na posledni vyraz, vidime, Ze pozadavek na spojitost funkce % (x) byl sniZzen o
jeden tad a naopak pozadavek na spojitost funkce w(x) stoupl pravé o jeden fad. Formulace
se nazyva z diivodu oslabeni pozadavkii jako slaba formulace. Reseni je nazyvano slabym
ieSenim. Clen v hranaté zavorce ma vyznam zbytné (natural) okrajové podminky.

Slaba formulace vznikla povolenymi matematickymi postupy a z tohoto divodu je slaba
formulace ekvivalentni silné formulaci tlohy. Nedoslo tedy k zddnému zjednoduSeni ve
smyslu formulace tlohy. Jak jiz vime, oba dva druhy formulaci se vyuZzivaji v inZenyrské
praxi. Slaba formulace llohy ma nasledujici vlastnosti:

e Klade nizsi naroky na diferenciovatelnost aproximacni funkce (zjednoduseni feSeni).

e ReSeni ziskané ze slabé formulace nemusi nutné rovnici pro silnou formulaci ve
vysSich derivacich.

I )) Audio 1.9 Slaba formulace
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1.5 CVICENI

1.5.1 Priklad na FeSeni teploty

ANNNNNN Dano: L =100 mm, D =10 mm, E = 210000MPa, Poisson Ratio =
! 0.3, AT =100°, TO = 20°C, a=16,3-10"°°C™" F=100000 N.

AT Kde a je koeficient teplotni roztaznosti.

Uréi:

Fi Obr. 1

Vyteste celkové prodlouzeni tyCe. Analytické feseni je velmi jednoduché a je ukazano v Tab.
1.

Vliv zmény teploty AT [ Vliv sily F
ALTeplota:a'AT'L _FL
ALTeplata =0.163mm S E-S
ALg, =0.152mm
F-L
AL = ALTeplota + ALSz[a a- AT L + E—S

Tab. 1

Prodlouzeni ziskané analytickym vypoctem je AL = 0.315mm
Reseni pomoci MKP — Patran. Reste samostatnd pomoci nasledujici osnovy.
1. Vytvoite novou databdzi s ndzvem Cvicenil3_teplotal.

2. Vytvorite ,,material” — Ocel s parametry uvedenymi v zadani, v€etné pocatecni teploty
TO.

3. Vytvoite geometricky model s rozméry uvedenymi v zadéani.

4. Vytvoite 3D Properties — Solid_ocel.

Vytvoftte sit: Elem Shape — Tet, Mesher — TetMesh, velikost elementu 5, Properties —

Solid Ocel.

Vytvoite vazbu — vetknuti na horni ¢asti modelu.

Spodni ¢ast modelu zatizte silou uvedenou v zadani.

Ptidejte konecnou teplotu télesa (Create /Temperature/Nodal) dle zadéani.

Proved'te vypocet.

10 Zobrazte vysledky posuvli AL =0.317mm

e

© %0 N o

Vysledek feseni by mél odpovidat obr.2.
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[N cv5_1.db - default_viewport - default_group - Entity : E

%
3.17-001
Patran 2012 64-Bit 27-Jul-12 10:34:18 Zell UL
Fringe: Default, A1:Static Subcase, Displacements, Translational, Magnitu ;,?5 001
Deform: Default, Al:Static Subcase, nts, Translational, o

2.54-001
2.33-001
2.11-001
1.90-001
1.69-001
1.48-001
1.27-001
1.06-001
8.46-002
6.34-002
4.23-002

2.11-002
0.

default_Fringe :
Max 3.17-001 @Nd 1700
Min 0. @Nd 1718
default Deformation :
Max 3.17-001 @Nd 1700

Obr. 2 Prubéh posunuti na ty¢i.
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