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Galerkinova metoda kone¢nych prvki

1 GALERKINOVA METODA KONECNYCH PRVKU

7~—| OBSAH KAPITOLY
. ;
V ptedchozi kapitole byla stru¢né uvedena metoda vazenych rezidui. V této
prednédsce vyuzijeme zminovanou metodu k definovani zakladnich vztaha
metody konecnych prvkia. Tato formulace mé tu vyhodu, Ze je nezévisla na

fyzikélni podstaté feSené ulohy a tim padem je univerzalni v pouziti.

( MOTIVACE:

=\~ V ptedchozich prednaskdch byly odvozeny zakladni rovnice metody
konec¢nych prvkl na zdklad¢é ptimého a variaéniho pfistupu. Tento postup
odvozeni je véazédn na konkrétni fyzikdlni podstatu problému. Zde si
ukdzeme postup vyuzivajici metodu vazenych rezidui a Galerkinovu
metodu feSeni. Tento piistup poskytuje nejobecnéjsi postup pro odvozeni a
muze byt pouzit na jakykoliv prakticky védecky ¢i inzenyrsky problém.
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Galerkinova metoda kone¢nych prvki

1.1 UVOD

V ptedchozi podkapitole byla uvedena klasickd metoda vazenych rezidui. Tato metoda
definuje aproximacni funkce pfes celou oblast feseni, tedy globaln¢ a musi spliiovat v§echny
na n¢ kladené podminky. Obecné splnéni v§ech podminek je slozité (hlavné pro vicerozmérné
ulohy) a z tohoto divodu je vyhodnéjsi oblast feSeni rozdélit na podoblasti a aproximacni
funkce definovat pouze nad témito podoblastmi.

Audio 1.1 Uvod
‘ )) e

Resme nasledujici rovnici:

42 14.1
—y+f(x)=0, a<x<b, (14.1)

dx?
s nasledujicimi okrajovymi podminkami:
y(@) = ya, (14.2)
y(b) =y,

Oblast feSeni rozdélme na M podoblasti (,,elementy*). Celkem budeme mit M+1 ,uzla®.

Aproximativni feSeni budeme hledat ve tvaru:
M+1 (14.3)

) = )y,

kde y; jsou feSeni v bodech x; a n;(x) jsou nezavislé zname funkce, které jsou nenulové
pouze na malé Casti feSené oblasti. Pfesnéji n;(x) jsou nenulové pouze na intervalu x;_; <
x < xj;41. Pro jednoduchost zvolime linedrni funkce (obecné miize byt i vyssiho stupné), a
muzeme je tedy definovat nasledovné:

X —Xi_q
n(x) = ———, Xi-1 <X < X5 (14.4)
Xi = Xi—1
Xit1 — X
ni(x) = xi S X S xi+1
Xig1 — X
n;(x) =0, x < Xj_4q X > Xi4q

Hodnota y(x) v intervalu x; < x < x;,4 se ziska jako linearni kombinace z hodnot y; a y;, 1.
Patrné je vSe z Obr. 1.
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Galerkinova metoda kone¢nych prvki

X
O—
X5
O—>
X5
X1 X2 X3 X4 X5
Obr. 1 —,,Cepi¢ky* nad FeSenou oblasti
Naptiklad hodnota y(x) mezibody i ai + 1 lze ziskat nasledovné¢:
+1 X X=X (14.5)
:V(x) = ylnl(x) + yl+1nl+1(x) = :VL — Vi1 T———
Xit1 — X Xit1 — X

Vlozme rovnici (14.3) do rovnice (14.1), 21skame tak rezidual:
M+1 M+1 (14.6)

R(x,y) = [—+f(x)] Z [ — i) +f<x)]

Aplikujme Galerklnovou metodu Vazenych rezidui na posledni rovnici:

Xp Xb M+1 (14.7)
| were = | we) Y E= z(ylnl<x>>+f<x>] dx = 0
j=1,M+1

Po uvazeni vlastnosti danych rovnici (14.4), tj. vintervalu x; < x < xj,; jsou neneulové
pouze dvé funkce n(x). Rovnici (14.7) tedy lze piepsat do nasledujiciho tvaru:
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Galerkinova metoda koneénych prvkt [

Xj+1 M+1 22 (14.8)
f n;(x) Z lﬁ (anj(x) + Yj+1nj+1(x)) + f(x)l dx =0
%; i=1

j=1,M+1

Integrace rovnice vede na M + 1 algebraickych rovnic o M + 1 neznamych y;. To lze pfepsat
do zndmé maticové formy:

[K{y} = {F} (14.9)
Rovnice (14.7) je formaln¢ pouzita Galerkinova metoda vazenych rezidui a obsahuje jednak
formulaci elementl a jednak vlastni slozeni. Nicméné rovnice (14.8) ukazuje, Ze integrace
probiha pouze ptes jednotlivé elementy.
aplikovat dany postup na slabou formulaci metody vazenych rezidui. Druhy postup je vice
konzistentni s postupem pri aplikaci variacnich principu na strukturalni problemy. Slaba
formulace se objevi v dalsi kapitole.

1.2 ODVOZENI ELEMENTU PRI GALERKINOVE METODE

Pokud zname feSeni rovnice (14.1), takovéto teSeni plati v jakékoliv podoblasti feSeni.
Uvazme problém takto:

d?y (14.10)
E+f(x)=0, X <X S Xjyq,
dale pak:

y(x) =y, (14.11)

Y(xj+1) = YVj+1-
Aproximaci ptesné¢ho feSeni tedy budeme hledat v nésledujicim tvaru:

y© (x) = YNy (x) + ¥4, N2 (). (14.12)
Interpolacni tvarové funkce budou mit nasledujici tvar:
Xig1— X
N =22, x<x<x, (14.13)
Yj+1 7%
N,(x) = Y <x<
P Ny YT
Plati, Ze:
N(x=x)=1 Ny(x =xj41) =0 (14.14)
Nl(x = xj) =0 Nz(x = xj+1) =1

a tim padem jsou automaticky splnény okrajové podminky dané rovnici (14.11). Vlozme
(14.13) do (14.12), dale pak ziskame rezidual pro dany element dany vyrazem:

dzy(e) dZ (1415)
RO(x,y),yj41) = 2z fx) = a2 (N1 () + Y11 N () + £ ().

Aplikujme Galerkinovu metodu vazenych rezidui:

Xj+1 Xj+1 dzy(e) (1416)
| MRy yy)dx = [ MG | p | dx = 0
xj Xj

i=1,2
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Galerkinova metoda kone¢nych prvki

Aplikujme na posledni vyraz slabou formulaci metody vazenych rezidui (viz vyse), ziskame:

Xi Xi
dy©[ 1 AN, dy© 0 (1417
N;(x) | — I dx dx + f N;(x)f(x)dx =0
Xj Xj Xj
i=1,2

Coz lze upravit:
A A (14.18)

dN; dy©® dy®
T dx dx = j N, () f (x)dx + I
Xj x] xj
Xj+1 Xj+1
Wb e [ mrewa-2T
dx dx x= 2(0)f (x)dx dx
x] x] xj+1

Ptipomenime, co ziskame aplikaci slabé formulace:
e Snizi se fad derivaci hledané¢ho aproximativniho feSeni o jeden ad.
e Matice tuhosti se stane symetrickou.

e Integrace per partes zavede do vyrazu gradientni okrajové podminky (zbytné, natural,
druhého druhu, atd.)

Polozme j=1, pak:

Xz 2 (14.19)
dN, dy(e) dy(e)
Tx dx dx = j N;(x)f(x)dx + I
X1 X1 *1
dN, dy© s ©
Tx dx dx = f N, (x)f(x)dx — Ix
X1 X1 X2
Coz Ize maticov¢ zapsat v nasledujicim tvaru:
k14 k12] {3’1} _ {f1} (14.20)
k1 kzz] Y2 f2)
kde
*2 dN, dN, (14.21)
ij = Eadx, L] = 1,2
X1

Uzlové sily jsou dany pravou stranou rovnice (14.19).
Pfi sestaveni globalni rovnice lze vyuzit postup ukézany pii pfimém pfistupu k metodé
konec¢nych prvki (kapitola 3). Ziskame rovnici stejnou jako (14.9).

1.3 APLIKACE GALERKINOVY MKP NA  STRUKTURNI
PROBLEMY

Vratme se zpét k jednoduchému tazenému ¢i tlacenému tyCovému prvku, ten byl popsan
v kapitole 3, a ukazme si, ze vSe funguje tak jak bylo odvozeno vySe. Rovnice rovnovahy
takovéhoto prvku lze zapsat v nasledujicim tvaru (detailnéji, viz kapitola 5):
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do, d d?u(x) (14.23)
dx dx( x) dx?

Pole posunuti 1ze aproximovat pomoci nasledujici rovnice (blize viz vyse):

X X
u(x) = Ny (0w + No (), = (1 - Z) Uy + 7 Uz (14.24)
Galerkinova metoda vazenych rezidui generuje nasledujici rovnici:
(14.25)

fffN(x)(E—)dV fN<E3u>de—0 =12,

kde dV je objemova cast elementu, ale protoze predpoklddame konstantni prurez S, plati
dV = Sdx. Integraci metodou per partes lze ziskat rovnici:
L

ps [ |N ES L =1,2 (1420
d d X = Or L= )
Uvéienim vztahu (14 25) ziskame:

AN du (14.27)
_]-d_d_ Niuy + Nou,)dx = —ESE o = —ESéely=0 = =50 x=0,
)

sz du

ES Tx dx — (Nyuy + Npuy)dx = ESa . = ESely_p = Soly=y,

0
Vidime, Ze na hranicich gradientni podminky pfedstavuji aplikované zatizeni v uzlech

elementu. Rovnice lze ptepsat do maticového tvaru:
. [dNydN; dN; dN, (14.28)
dx dx dx dx 1 _ (kA
ES_[ le sz sz sz d {uz} - {Fz}'
dx dx dx dx

Provedenim integrace Ize ziskat nasledujici tvar:
E_S[ 1 _1] {ul} _ {Fl} (14.29)
L _1 1 uZ - Fz

Porovnanim rovnice (14.29) srovnici (3.7) popt. (6.21) Ize vidét, Ze jsme ziskali stejny
vysledek.

Tento ptiklad jednoduse ukazuje na ekvivalenci Galerkinovy metody a energetického piistupu
k danému problému.

1.4 ZAVER

Metoda vazenych rezidui (v Galerkinové podob¢) je silny matematicky nastroj pro
formulovéani vztahi pro metodu kone¢nych prvka a feSeni okrajovych problémti popsany
diferencialnimi rovnicemi. Je patrno, Ze tento postup je nezavisly na fyzikdlni podstateé
problému a proto muze byt aplikovan obecné.

I )) Audio 1.2 Modelovani
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1.5 CVICENI - ODEVZDANI PROGRAMU

Program bude odevzdan jednak v tisténé jednak v elektronické verzi na vhodném datovém
nosici.
1.5.1 Pozadavky na zavérecnou zpravu
Zprava bude obsahovat:
e jméno studenta, studijni ¢islo, skupina
e zadani ulohy
e rozbor ulohy
e budou uvedena vSechna potfebnd vstupni data (geometrie, material, okrajové
podminky)
e vlastni model (obrazek, typy pouzitych prvki, aplikované okrajové podminky, ...) ve
formé obrazkii a komentari
e vysledky (obrazky, grafy, tabulky, ...) a jejich interpretace
e zaveér, ve kterém bude provedeno celkové zhodnoceni

Do programu nepopisujte, jak jste vytvareli model v daném software. Zavérecna zprava neni
manudl k danému software!

1.5.2 Datovy nosic¢
Datovy nosi¢ bude obsahovat:
e clektronickd verze tisténé zpravy
e prezentaci (do 6-ti obrazovek), ve které budou stru¢né informace o feSené uloze a
vysledcich
e geometricky model (pokud byl vytvaren v né¢jakém jiném software) v rozumném
prestupném formatu (parasolid, iges, step)
e vysledny model v programu Patran (*.db,*. db.jou) , a pokud to dovoli velikost i
vysledkové soubory (*.bdf, *.xdb nebo *.master nebo *.op2)

Dokumenty ulozte ve vhodném forméatu, doporucujeme: *.pdf, *.djvu, *.rtf, *.doc, *.ppt.
Vse umistéte do samostatnych adresait (viz obrazek).
Mazev polodky *

) fem_model
) geo_model
| prezentace

| Zprava
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