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1 TEORIE NAPJATOSTI

OBSAH KAPITOLY:
/"
Teorie napjatosti
Hlavni roviny a hlavni napéti

Mohrova kruznice pro jednoosou napjatost

Mohrova kruznice pro rovinnou napjatost

[ MOTIVACE:

g V ptedchozi predndSce jsme se vénovali konceptu napéti, konceptu
deformace a jejich propojeni skrze konstituéni vztahy v mechanice
kontinua. Hlavnim cilem této kapitoly je vysvétleni pojmu hlavnich napéti a
vylozeni metod jejich stanoveni. V bodé télesa s prostorovou napjatosti lze
redukovat definovanou transformaci pocet nenulovych slozek tenzoru
napjatosti z Sesti na tii, kterym fikame hlavni napéti. Hlavni napéti maji
velké praktické vyuziti, jak si ukdzeme pfi formulaci a aplikaci hypotéz
pevnosti v dalsi kapitole.

CiL:

Teorie napjatosti, hlavni napéti a hlavni roviny.

Jednoosa napjatost, odvozeni vztahi pro normalové a smykové napéti na
sklonéné rovin€, Mohrova kruznice pro tah (tlak).

Dvojoosa napjatost, odvozeni vztahli pro normalové a smykové napéti na
sklonéné rovin€, Mohrova kruznice pro rovinnou napjatost a prosty smyk.
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Teorie napjatosti 2NN

1.1 UvVOD

V ptedchozi kapitole byly popsany zaklady mechaniky kontinua. Pfedvedli jsme si, jak lze
popsat stav napjatosti a stav deformace v bod¢ télesa a ukazali charakter matice tuhosti pro
jednotlivé stupné anizotropie materialu. Nyni koncept napéti rozsifime o moznost
transformace tenzoru napjatosti do libovolného soutfadnicového systému. Vysledkem bude
mimo jiné 1 ,,zjednoduseni* konstitu¢nich vztahti pro ptipad elastickych materialt.

1.2 HLAVNI ROVINY A HLAVNI NAPETI

Matematicky lze dokazat, Ze v kazdém bod¢ télesa lze nalézt takovou polohu elementarni
krychli¢ky, kdy jsou smykova napéti nulovd. Oznacime-li osy pravouhlého souiadnicového
systému ztotoznéné s tiemi hranami elementarni krychle 1, 2, 3, bude platit

Typ = T13 = To3 = 0. (5.1)

Na sténach této elementarni krychlicky pusobi tedy pouze normalova napéti oy, 0,, gs.
Roviny, na nichZ je smykové napéti rovno nule, se nazyvaji hlavni roviny. V kazdém bodé
télesa existuji tfi hlavni roviny. Normalova napéti v hlavnich rovinach (o4, g,, 03) se nazyvaji
hlavni napéti.

Tenzor napjatosti, ktery, jak bylo uvedeno dfive, vyjadiuje stav napjatosti v bod¢ télesa, 1ze
potom psét ve tvaru

oo 0 O
TO’ = O 0-2 0 ]
0 0 o3

Dle velikosti hlavnich napéti rozliSujeme tfi zdkladni typy napjatosti (obr.1):
1) Jednoosé (ptimkova) napjatost (obr.1a), kdy jsou dv¢é z hlavnich napéti nulova, tedy

00#0;,0,=0;,03=0
K jednoosé napjatosti dochazi ve zkusebni ¢asti vzorku u tahové zkousky (pfi idealnim
upnuti vzorku) az do vzniku lokalniho zuzeni (krcku).
2) Dvojosa (rovinnd) napjatost (obr.1b), kterd je definovdna podminkou, Ze jedno
Z hlavnich napéti je nulové, tedy
o1 #0; 0, #0; 03 = 0.
Ptikladem rovinné napjatosti je téleso rovinného tvaru, u kterého jsou dva rozméry
veétsi nez tieti, nebo tenkosténna tlakova nadoba. V oblasti zkuSebnictvi se pak uvaZzuje
rovinna napjatost u tenkosténnych dutych valcovych vzorki (mluvime o biaxialnich
testech — napft. tah/krut, tah/vnitini pfetlak, atd.). Jedna se o velmi casty pfipad
napjatosti, protoze na volném nezatizeném povrchu télesa je vZdy rovinna napjatost.
3) Trojosa (prostorova) napjatost (obr.1c), kdy Zadné z hlavnich napéti neni rovno nule.

@) =
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Obriazek 1 Piipady napjatosti

Je zvykem po stanoveni velikosti hlavnich napéti tato sefadit tak, ze plati 63<G,<01.

1.3 JEDNOOSA NAPJATOST

Ke stanoveni velikosti hlavnich napéti a polohy hlavnich rovin se s vyhodou pouZiva grafické
feSeni (Mohrova kruznice). Zakladni zakonitosti tohoto feSeni je nejlépe vyloZit na
nejjednodussim piipadé namahani — jednoosém namahani.

@) =

Pfipomenime, Ze pro normalové a smykové napéti na sklonéné roviné pii prostém tahu plati
(viz odvozeni rovnic (2.3) a (2.5))

1+cos2a

O' =
a 2

=24+ Zcos2a, (5.2)
2 2

Tqg = %sin 2a. (5.3)

Uvedené rovnice jsou parametrickymi rovnicemi kruznice. Pro obecnou polohu
elementarni krychle danou Uhlem o je vytvofeno jednoduché znazornéni v diagramu
normalové napéti o — smykové napéti t na obr. 2.
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Mohrova kuzmce

Elementarni krychle
T A
o A o O
> EsinZa }(
2a E. ! a 1,
g X
o | —1 =cos2a
> 2

Obréazek 2 Mohrova kruznice pro jednoosou napjatost — vysvétleni zakonitosti

Je ztejmé, ze natoCi-li se elementarni krychle ve sméru hodinovych rucek o thel a,
pootoci se privodice rovin v zobrazeni 6—t V témze sméru, ale o dvojnasobny thel.

Hlavni roviny odpovidaji specidlni poloze elementarni krychle, kdy jsou smykova napéti
nulova. V piipadé jednoosého namahani je tomu tak pro a=0, coZ plyne z rovnice (5.3).
Hlavni napéti o1 tedy odpovida pfimo axialnimu napéti oy.

Mohrova lauzince

Elementarni krychle
T A
0° O | .
\ d i 0] - = ]
a=10 |

[ Gy= O = Opax ™

Obrézek 3 Mohrova kruznice pro jednoosou napjatost — poloha hlavnich rovin (¢ervené - rovina
maximalniho hlavniho napéti o1, modfe - rovina minimalniho hlavniho napéti c,)

Mohrova kruznice pro jednoosé namahani prochazi vzdy pocatkem. V piipad¢ tlakového
namahani je axidlni (normélové) napéti zaporné a kruznice se nachéazi ve druhém a tietim
kvadrantu (c1=0, 5,<0).

Jak bude ukazano v dalsi ptfednasce, z hlediska pevnostni kontroly je dulezité stanoveni
maximalniho smykového napéti v kritickém misté soucasti vyrobené z tvrneho materiélu.
Tentokrat jiz mizeme vyuzit Mohrovu kruznici. Pro pifipad prostého tahu je ziejmé, Ze
maximalni smykové napéti odpovidd pootoceni elementarni krychle o 45°, jak je patrné
z obr.4. Tentyz vysledek vSak plyne z rovnice (5.3). VSimnéte si, ze v roviné maximalniho
smykového napéti plisobi polovi¢ni normalové napéti nez v rovin€ piicného fezu, tzn. 6,=c/2.
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Mohrova kruznice
Elementarni krychle

L,

T Or
J A
b N -

Tmax
Tmax
Tmax % /Q
l O O
—

Obrézek 4 Mohrova kruznice pro jednoosou napjatost — stanoveni maximalniho smykového napéti

DalSi poznatky Ize ziskat z animace ptistupné na internetové adrese:
http://mi21.vsb.cz/flash-animace/animace-mohrovy-kruznice-elementarni-krychle

1.4 DVOJOSA NAPJATOST

Piipad rovinné napjatosti je charakteristicky tim, Ze vSechny nenulové slozky tenzoru
napjatosti pusobi v jedné roving. Element télesa lze tedy znézornit opét jako ¢tverec (obr.5).
Uvazujme Sikmy fez vedeny pod tthlem a, pficemz je tento uhel vynesen ve stejném smyslu
jako v ptedchozi sekci.

Audio 1.3

¢) =

Tyx T Oy
—
T T
Oy o,
— | a —_—

l o, Iw

Obréazek 5 Rovinna napjatost

Predpokladejme, Ze jsou znamy slozky napéti oy, oy, Txy. Pro normalova a smykova napéti je
zavedena znameénkova dohoda v souladu se smyslem zavedeni smykového napéti u jednoosé
napjatosti (obr. 6).

Normalova napéti jsou kladna, jestlize jsou tahova, a zaporna, jestlize plsobi tlakové.
Smykova napéti jsou kladnd tehdy, jestlize tvoii dvojici ve sméru pohybu hodinovych
rucicek, zdporna pro smer opacny.
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Obrazek 6 Znaménkova dohoda pro normalové a smykové napéti u dvojosé napjatosti

Ulohou je uréit slozky napéti na obecné sklonéné roving p. Aplikujeme tedy metodu fezu.
Element (obr. 7) rozdélime fezem vedenym pod thlem a na dvé ¢asti a dale se zabyvame
pouze ¢asti vlevo od fezu. Ucinek odstranéné ¢asti nahradime hledanymi slozkami napéti 6, a

T, V roving p (obr. 7).

“|

p

dScosa

Obriazek 7 Aplikace metody Fezu

Slozky napéti ur¢ime z podminek rovnovahy psanymi pro normalovy smér a teCny smér

Kk rovin¢ p, tedy
Z E, = (5.4)

a po dosazeni
0,dS — (ax COS & — Ty, SiN a)dS cosa — (ay COS & — Ty, Sin a)dS sina =0

Uvazenim, ze 1, = |Tyx| a po vydéleni dS dostaneme

Oy = 05,C05°a + 0, Sin*a — 2Ty, sina cos a. (5.5)
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Z podminky rovnovahy pro smér te¢ny

D Fe=0 (5.6)

po dosazeni
T,dS — (ax sin o +7y,, cos a)dS cosa + (ay cos @ + Ty, Sin a)dS sina =0

a Upraveé

T= (ax — ay) sina cos @ + Ty, (cos®a — sin*a). (5.7)

Zavedenim dvojnasobného argumentu 2o vztahy
cos’a = %(1 + cos 2a),
sin’a = %(1 — cos 2a),

2sina cosa = sin 2a

dostaneme po uprave

1 1 i
Oa =5 (ox +0y) + 2 (0x = 0y) cos 2a — 7y sin 2a (5.8)

1
Ta=5 (o, — ay) sin 2a + T, cos 2a (5.9)

Pti pozadavku numerického urceni polohy hlavnich rovin a velikosti hlavnich napéti si
musime uv€domit jejich definici. Potfebujeme tedy urcit thel a=op, pfi kterém normalova
nap¢ti nabyvaji extrémni hodnoty. Pfesnéji chceme znat polohu hlavnich rovin. Z podminky
pro extrém

a0 (5.10)

obdrzime

tgl2a = E— 7 (5.11)

Z tvaru rovnic (5.10) a (5.11) je zfejmé, ze se jednd opct o parametrické rovnice kruznice.
Zvolime kartézsky souradnicovy systém. Na osu useCek budeme opét vynadSet normalové
napéti o a na svislou osu smykové napéti T.

Grafické feSeni, zahrnujici konstrukci Mohrovy kruznice, stanoveni velikosti hlavnich napéti i
polohy hlavnich rovin je popsano v animaci, dostupné na adrese:

http://mi21.vsb.cz/flash-animace/konstrukce-mohrovy-Kruznice
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Pro odlisny ptipad, nez je uveden na obr.5, je Mohrova kruznice zobrazena na obr.8.
Z obr. 8 lze odvodit vztahy pro vypocet hlavnich napéti o, a o,

B _Oxt oy Ox — Oy 2 5 512
0 =05 +51=—"——+ ( . ) +1% (5.12)
a
B _0xtoy Ox — Oy\? 5 513
0y =05 —$2= "2~ ( . )+rxy (5.13)

Uhel 2a je také mozno uréit z obrazku 8, tedy

(5.14)

coz je v absolutni hodnoté stejny vyraz, ktery byl urcen analytickym feSenim, viz rovnice
(5.11). Z Mohrovy kruznice Ize rovnéz uréit nejvetsi smykové napéti (viz zminéna animace).

T
F 3
Oy  Tyx Oy 3
—_— A
G G Tmax
X X
4 S
fo}
Twl v O 2 S 1 v o
A
4 2a
Tyx v Oy Txy
o
\ x
c 4
. /? . o }
- o
i l A
01/
T2
\

Obréazek 8 Mohrova kruznice pro rovinnou napjatost
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