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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

1 NEHOMOGENNI LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

|
\

Nehomogenni LDR 2. fadu - Lagrangeova metoda variace konstant

Metoda neurcitych koeficientl

MOTIVACE:

\
J' (

Jelikoz se v mnoha technickych aplikacich (napf. pohybovad rovnice
hmotného bodu, pohybova rovnice pro harmonické buzeni, aplikace v
dynamice rotorovych soustav,..) setkavame i s nehomogenni linearni
diferencidlni rovnici druhého ftadu, naucime se tyto rovnice vyfesit.
Ukazeme si dvé metody pro nalezeni feSeni - obecnou metodu a metodu pro
specialni typy rovnic.

CiL:

Poznat specidlni pravou stranu a umét spravné napsat odhadovany tvar
feSeni k ptislusné pravé stran€. Dokazat vyfeSit nehomogenni linearni DR 2.
fadu s konstantnimi koeficienty s vyuzitim Lagrangeovy metody variace
konstant.
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice [

1.1 RESENI NEHOMOGENNI LINEARNI DR S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

M¢jme tGplnou rovnici Ay” + By’ + Cy = D(x), tj. D(x) # 0.

Obecné feseni Giplné rovnice ma tvar: y =y, + Y,

kde y, je feseni piislusné zkracené rovnice a y je partikularni feSeni uplné rovnice piislusné
pravé stran¢ D(X) .

Nalézt y, umime, takze zbyva nalézt partikularni feseni.

To je mozno pomoci dvou metod:

1. Lagrangeova metoda variace konstant (univerzalni metoda pouzitelnd pro kazdou
linearni diferencialni rovnici)

2. metoda neur¢itych koeficientl (metoda pouzitelna pouze v piipadé specidlniho tvaru
pravé strany)

Audio 1.1 Metody pro feSeni nehomogennich LDR
‘ ) e

1.1.1 Metoda neurcitych koeficienti
Pro nékteré funkce D(X) (tzv. specialni pravé strany) mizeme tvar partikularniho feSeni

predem odhadnout a nésledné jednoduSe dopocitat. Tvar specidlni pravé strany je dan
V nasledujici veéte.

Véta: Necht prava strana linedrni DR s konstantnimi koeficienty ma tvar
D(x) = e™[P(x) cosbx + Q(x)sin bx],
kde P(x),Q(x) jsou mnohoc¢leny nejvyse s-tého stupné a a,beR.

Pokud a +ib (a—ib) neni kofenem charakteristické rovnice, pak partikularni integral ma
tvar

y=e% [R(x) cosbx + S(x)sin bx],

kde R(x),S(x) jsou (zatim neznam¢) mnohocleny nejvyse s-tého stupné.

Pozndamka:

1. Obecngji, je-li a+ib r-nasobnym kotenem charakteristické rovnice, pak partikularni
integrél je ve tvaru

¥ = x"e™[R(x) cosbx + S(x)sin bx]
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice
2. je-li pravd strana ve tvaru polynomu (a:O,b=O), je tteba vySetfit, zda
charakteristicka rovnice nema koien 0

3. pokud je na pravé strané¢ exponenciala (a;«t 0,b=0,P(x) :1), je nutné vySetfit, zda
existuje koten a

4. je-li na pravé strané coshx +sinbx (a=0,b =0, P(x)=1Q(x) =1) je ticba ovéfit, zda
je kofenem hodnota ib, pokud je na pravé strané pouze jedna z goniometrickych
funkci, partikularni feSeni musime hledat ve tvaru obsahujicim obé& goniometrické
funkce

Napriklad:
specialni pravé strany:

sinx (a=0,b=1P(x)=0,Q(x) =1),

sinx-elx (a=-1b=1P(x)=0,Q(x) = x)

nejsou specialni prave strany:
sinx-cos3x ... funkce sinus a kosinus miizeme pouze scitat
Inx ... nejednd se o polynom, o exponencialni funkci ani o funkci sinus a kosinus

Tvar partikularniho feSeni odhadneme podle nasledujici tabulky (P, (x),R,(x) a S, (x) jsou
polynomy n-tého stupné: A x" +...+ AX+ A):

D(x) kofen char. rovnice | §
P.(x) r =0, k-nasobny x*R. (x)
r-0 R, (x)
e r = a, k-nasobny Axke®
r+a Ae®
cosbx r = +ib x(Acosbx + Bsinbx)
sin bx r #=+ib Acoshx + Bsinbx
e™P, (x) cosbx r=axib xe™[R, (x)cosbx + S, (x)sinbx]
e®P, (x)sinbx r-«azxib e®[R, (x)cosbx + S, (x)sinbx]

Priklad:

Odhadnéte pro rovnici y” + 5y’ = D(X) tvar partikularniho feSeni:
a) D(x)=5x?,
b) D(x)=sin5x,
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice [N
c) D(x)=3e’,
d) D(x)=3e™
ReSeni:
Potiebujeme najit feSeni charakteristické rovnice: r* +5r=0=r,=0,r, =-5

a) D(x)=5x? ... polynom druhého stupné = i partikularni feseni musi byt polynom
stupné dva: § = Ax® + Bx+C

musime zkontrolovat, zda neni feSenim charakteristické rovnice 0: r, =0 = polynom
musime vynasobit x

partikularni feSeni ma tvar: y = X(AX2 +Bx+ C)

b) D(x)=sin5x ... funkce sinus a kofeny charakteristické rovnice jsou realna ¢isla (tzn.
+5i neni kofenem)

tvar partikularniho feSeni: § = Acos5x + Bsin5x

c) D(x)=3e"* ... exponencialni funkce=> i partikuldrni feSeni musi byt exponencialni
funkce se stejnym argumentem, 5 neni kofen

tvar partikularniho feseni: ¥ = Ae>
d) D(x)=3e™ ... exponencialni funkce = -5 je jednoduchy kofen
tvar partikularniho fedeni: § = Axe*

Nalezeni obecného ieSeni

Po spravném urceni tvaru partikuldrniho feSeni zbyvéd dopocitat neznamé koeficienty
polynomt R(X),S(X).

1. piredpokladany tvar feSeni a jeho prvni a druhou derivaci dosadime za y,y’,y" do
ptvodni (uplné) rovnice

2. dostaneme jednu rovnici pro neznamé koeficienty polynomt R(x),S(x) a tu feSime

znamou metodou neurCitych koeficient, kterd spocivd v porovnani koeficientti
u jednotlivych linearné nezavislych funkci na obou stranach rovnice - dostaneme
soustavu linearnich rovnic, kterou vyieSime

Pozndamka:

Metodu neurcitych koeficientii 1ze pouzit 1 v piipad€, kdy prava strana je rovna souctiim
specialnich pravych stran, napt. D(X) = (X +2)e”* +CcosX.
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Priklad:
Reste diferencialni rovnice

a) y'+4y=-2

ReSeni:

najdeme feseni ptislusné zkracené rovnice: y"+4y =0

charakteristicka rovnice: r’ +4=0=r,, = +2i

obecné feSeni homogenni rovnice: y, = C, cos2x +C, sin 2x

D(x) = -2 ... polynom stupné 0 a 0 neni kofenem = y=A

ur¢ime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feSeni: y'=0,y" =0 a dosadime do
puvodni rovnice y” + 4y =-2 a nalezneme koeficient A

0+4A=-2> A:—%

] - L e iy s 1
dosadime do y = A a dostavame partikularni feSeni: y = -

obecné feSeni rovnice dostaneme jako y =y, +V:

y =C,cos2x +C,sin 2X—%

b) y"+2y'=8cos4x
ReSeni:
najdeme feseni pfislusné zkracené rovnice: y"+2y' =0
charakteristicka rovnice: r’> +2r=0=r, =0,r, = -2
obecné feseni homogenni rovnice: y, = C, +C,e ™
D(x) =8c0s4x ... +4i neni kofen = § = Acos4x + Bsin4x

ur¢ime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feSeni:

y' =—4Asin4x+4Bcos4x,
y" =—-16Acos4x—16Bsin 4x
dosadime do ptivodni rovnice y" + 2y’ =8c0s4x
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~16Acos4x —16Bsin 4x + 2(~ 4Asin 4x + 4B cos 4x) = 8C0os 4x

a nalezneme koeficienty A,B porovnanim koeficientt u ptislusnych funkci a vyfeSenim
soustavy

cos4dx: —16A+8B =8
sindx: —-16B-8A=0= A=-2B

aA=—2

dosadime do prvni rovnice: 32B+8B=8=40B=8=B = c

gl

dosadime do y = Acos4x + Bsin4x a dostavame partikularni feseni:
y= —gcos4x + lsin 4x
5 5

obecné feSeni rovnice dostaneme jako y=y,+:

y=C,+C,e > —%cos4x +ésin 4x

c) y'—-y=(x+1)e”

ReSeni:

najdeme feseni ptislusné zkracené rovnice: y"—y =0
charakteristicka rovnice: r> -1=0=r, =1r, =-1
obecné feSeni homogenni rovnice: y, =C,e* +C,e™

D(x) =(x+1)e* ... jedna se o specialni pravou stranu (tvar e*P, (x)sinbx) - polynom
stupné jedna krat exponencialni funkce s argumentem X, vidime, Ze 1 je kofen

= §=x-(Ax+B)* = (Ax? + Bx*
uréime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feseni:
§' = (2Ax+B)e* +(Ax? + Blp* =e*(Ax? + 2Ax + Bx+B),
§" = e*(AX? + 2Ax+ Bx + B)+ " (2Ax+ 2A+B)
dosadime do pivodni rovnice y" —y = (x +1)e*
e*(AX? + 2AX + Bx+ B)+e* (2Ax + 2A+ B)— (AX? + Bx* = (x+ 1)
e*(4AX+2A+2B) = (x +1)e*
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AAX +2A+2B =x+1

a nalezneme koeficienty A,B porovnanim koeficientl u pfislusnych funkci a vyfesenim
soustavy

X: 4A=1=> A:1
4
0 1 1
X" 2A+2B=1=2B=—=B=—
2 4
dostavame partikuldrni fesen:
9:%(% +x)eX

obecné feseni rovnice dostaneme jako y =y, +V:

y=Ce*+C,e™ Jr%(x2 +%)

1.1.2 Lagrangeova metoda variace konstant
Princip metody je analogicky feseni linearni diferencialni rovnice I. fadu.
M¢jme nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru
y"+ By'+Cy = D(x),
kde B,C eR.
Vime, Ze obecné feSeni zkradcené rovnice ma tvar
Yo =Ci¥: () +C,y,(x),
pricemz {yl, y2} je fundamentalni systém feSeni.

Vyuzijeme metody variace konstant.

Hledané obecné feseni je tedy ve tvaru
y =Ci(x)y;(x) + C, (x)y, (%),
kde C,(x),C,(x) jsou spojité diferencovatelné funkce.
Podobnym postupem jako u rovnic prvniho fadu (ktery je ale komplikovanéjsi) dostaneme:

necht’ funkce C, (X),C,(x) spliuji soustavu
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Ci()y: () +C;(x)y, (x) =0
C1()y1(x)+C;(x)y; () = D(x),

pak funkce y je obecnym fesenim.

Pii feSeni soustavy vyuzijeme Wronskianu [W = yl, yf ]a Cramerova pravidla:
yl y2
W 0 W 0
Cl'(x)=—l,kdeW1:‘ yf aCé(x)=_2,kdeW2:y1, .
W D(x) Yo w Y. D(x)

Piiklad:

Reste diferencialni rovnice

a) y'+3y'+2y=

X

1+e
ReSeni:
najdeme feSeni pfislusné zkracené rovnice: y" +3y'+2y =0
charakteristickd rovnice: r* +3r+2=0=r =-1r, =-2

obecné feseni homogenni rovnice: y, = C,e™ +C, e

D(x) = ... hejedna se o specialni pravou stranu, budeme fesit variaci konstant

1+e*
v fedeni homogenni rovnice nahradime konstanty funkcemi: y = C, (x)e ™ +C, (x)e >
staci ur¢it funkce C,(x),C,(x)

Sestavime a vypocteme wronskian:

e—x e—Zx
W = yf yf = =28 e = e
i Yo |-et -2
nalezeni C,(x):
-2X
_ 0 Yo| 0 € _ e
"D Yy lre* T 14e
W e e*
Cl(0) =t =~

W (1+eXX—e‘3X)=1+eX
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C,(x) = jﬁdx =Infl+e’|+c,

nalezeni C,(x):

_ Yi 0 _ e 8 _ e
7 ly, D) ¢ Tier| 1+¢
, W e e
CZ(X):_2: X ) X
W (1+e X—e ) l+e
e2x
Cz(x):—j—xdx:...:ln‘l+eX -1-e"+c,
1+e

obecné feseni ziskame dosazenim C,(X),C,(x) do y =C,(x)e ™ +C,(x)e > :

=l e b sl 1o s b

y=ce +ce*+e”* In‘1+ e +e‘2x(ln‘1+ e —1—e*)

b) y'+y=—7
COS™ X

Regeni:
najdeme feseni piislusné zkracené rovnice: y"+y =0
charakteristickéa rovnice: r’ +1=0= r, =i

obecné feSeni homogenni rovnice: y, = C, cosx+C, sin x

... nejedna se o specialni pravou stranu, budeme fesit variaci konstant

D(x):c !

0s® X
v feSeni homogenni rovnice nahradime konstanty funkcemi: y = C, (x)cos x + C, (x)sin x
sta¢i urcit funkce C,(x),C, (x)
Sestavime a vypoc¢teme wronskian:

cosX sinXx

—sinX Ccos X
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nalezeni C,(x):

W - (1) sin X sin x
Pl—== C0sX  ¢os®x
CoS° X
sin X
Ci(X)=——
cos” X
sin X 1
C.(0) =~ —Fodx=-"Fg,
COS” X 2C0S° X
nalezeni C,(x):
COS X 0 1
= . 1 |=
W, —sIn X

- 2
cos® x COS™ X

, 1
CZ(X) = 2
COS™ X

1
CZ(X) = J.de = tan X+C2

obecné feseni ziskame dosazenim C,(x),C,(x) do y =C,(x)cosx+C,(x)sinXx:

y=| —————+¢, |cOSX+(tan x + C, )sin X
2cos?x ( :)

) 1-2sin? x
Yy =C,COSX+C,SINX————
2C0S X
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