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3 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

1 NEHOMOGENNÍ LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

 

 
 

STRUČNÝ OBSAH PŘEDNÁŠKY: 

Nehomogenní LDR 2. řádu - Lagrangeova metoda variace konstant 
Metoda neurčitých koeficientů 

 
 

 

MOTIVACE: 

Jelikož se v mnoha technických aplikacích (např. pohybová rovnice 
hmotného bodu, pohybová rovnice pro harmonické buzení, aplikace v 
dynamice rotorových soustav,...) setkáváme i s nehomogenní lineární 
diferenciální rovnicí druhého řádu, naučíme se tyto rovnice vyřešit. 
Ukážeme si dvě metody pro nalezení řešení - obecnou metodu a metodu pro 
speciální typy rovnic. 

 
 

 

CÍL: 

Poznat speciální pravou stranu a umět správně napsat odhadovaný tvar 
řešení k příslušné pravé straně. Dokázat vyřešit nehomogenní lineární DR 2. 
řádu s konstantními koeficienty s využitím Lagrangeovy metody variace 
konstant. 
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4 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

1.1 ŘEŠENÍ NEHOMOGENNÍ LINEÁRNÍ DR S KONSTANTNÍMI 
KOEFICIENTY 

Mějme úplnou rovnici )(xDCyyByA =+′+′′ , tj. 0)( ≠xD . 

Obecné řešení úplné rovnice má tvar: yyy ˆ0 += , 

kde 0y  je řešení příslušné zkrácené rovnice a ŷ  je partikulární řešení úplné rovnice příslušné 
pravé straně )(xD . 

Nalézt 0y  umíme, takže zbývá nalézt partikulární řešení. 

To je možno pomocí dvou metod: 

1. Lagrangeova metoda variace konstant (univerzální metoda použitelná pro každou 
lineární diferenciální rovnici) 

2. metoda neurčitých koeficientů (metoda použitelná pouze v případě speciálního tvaru 
pravé strany) 

 

Audio 1.1 Metody pro řešení nehomogenních LDR 

 

1.1.1 Metoda neurčitých koeficientů 
Pro některé funkce )(xD  (tzv. speciální pravé strany) můžeme tvar partikulárního řešení 
předem odhadnout a následně jednoduše dopočítat. Tvar speciální pravé strany je dán 
v následující větě. 

Věta: Nechť pravá strana lineární DR s konstantními koeficienty má tvar 

[ ],sin)(cos)()( bxxQbxxPexD ax +=  

kde )(),( xQxP  jsou mnohočleny nejvýše s-tého stupně a Rba ∈, .  

Pokud iba +  )( iba −  není kořenem charakteristické rovnice, pak partikulární integrál má 
tvar 

[ ],sin)(cos)(ˆ bxxSbxxRey ax +=  

kde )(),( xSxR  jsou (zatím neznámé) mnohočleny nejvýše s-tého stupně. 

Poznámka: 

1. Obecněji, je-li iba ±  r-násobným kořenem charakteristické rovnice, pak partikulární 
integrál je ve tvaru  

[ ].sin)(cos)(ˆ bxxSbxxRexy axr +=  


19.226131
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5 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

2. je-li pravá strana ve tvaru polynomu ( )0,0 == ba , je třeba vyšetřit, zda 
charakteristická rovnice nemá kořen 0 

3. pokud je na pravé straně exponenciála ( )1)(,0,0 ==≠ xPba , je nutné vyšetřit, zda 
existuje kořen a 

4. je-li na pravé straně bxbx sincos +  ( )1)(,1)(,0,0 ==≠= xQxPba  je třeba ověřit, zda 
je kořenem hodnota ib, pokud je na pravé straně pouze jedna z goniometrických 
funkcí, partikulární řešení musíme hledat ve tvaru obsahujícím obě goniometrické 
funkce 

Například:  

speciální pravé strany:  

xsin ( )1)(,0)(,1,0 ==== xQxPba , 

xe
xx ⋅sin ( )xxQxPba ===−= )(,0)(,1,1  

nejsou speciální pravé strany: 

xx 3cossin ⋅  … funkce sinus a kosinus můžeme pouze sčítat 

xln  … nejedná se o polynom, o exponenciální funkci ani o funkci sinus a kosinus 

Tvar partikulárního řešení odhadneme podle následující tabulky ( )(xPn , )(xRn  a )(xSn  jsou 
polynomy n-tého stupně: 01... AxAxA n

n +++ ): 

)(xD  kořen char. rovnice ŷ  
)(xPn  0=r , k-násobný )(xRx n

k  
 0≠r  )(xRn  

axe  ar = , k-násobný axk eAx  
 ar ≠  axAe  

bxcos  ibr ±=  ( )bxBbxAx sincos +  
bxsin  ibr ±≠  bxBbxA sincos +  

bxxPe n
ax cos)(  ibar ±=  [ ]bxxSbxxRxe nn

ax sin)(cos)( +  
bxxPe n

ax sin)(  ibar ±≠  [ ]bxxSbxxRe nn
ax sin)(cos)( +  

Příklad: 

Odhadněte pro rovnici )(5 xDyy =′+′′  tvar partikulárního řešení: 

a) 25)( xxD = , 

b) xxD 5sin)( = , 
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6 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

c) xexD 53)( = , 

d) xexD 53)( −=  

Řešení: 

Potřebujeme najít řešení charakteristické rovnice: 5,005 21
2 −==⇒=+ rrrr  

a) 25)( xxD =  … polynom druhého stupně ⇒  i partikulární řešení musí být polynom 
stupně dva: CBxAxy ++= 2ˆ  

musíme zkontrolovat, zda není řešením charakteristické rovnice 0: 01 =r ⇒polynom 
musíme vynásobit x 

partikulární řešení má tvar: ( )CBxAxxy ++= 2ˆ  

b) xxD 5sin)( =  … funkce sinus a kořeny charakteristické rovnice jsou reálná čísla (tzn. 
i5±  není kořenem) 

tvar partikulárního řešení: xBxAy 5sin5cosˆ +=  

c) xexD 53)( =  … exponenciální funkce⇒  i partikulární řešení musí být exponenciální 
funkce se stejným argumentem, 5 není kořen 

tvar partikulárního řešení: xAey 5ˆ =  

d) xexD 53)( −=  … exponenciální funkce⇒ -5 je jednoduchý kořen 

tvar partikulárního řešení: xAxey 5ˆ =  

Nalezení obecného řešení 

Po správném určení tvaru partikulárního řešení zbývá dopočítat neznámé koeficienty 
polynomů )(),( xSxR .  

1. předpokládaný tvar řešení a jeho první a druhou derivaci dosadíme za yyy ′′′,,  do 
původní (úplné) rovnice 

2. dostaneme jednu rovnici pro neznámé koeficienty polynomů )(),( xSxR  a tu řešíme 
známou metodou neurčitých koeficientů, která spočívá v porovnání koeficientů 
u jednotlivých lineárně nezávislých funkcí na obou stranách rovnice - dostaneme 
soustavu lineárních rovnic, kterou vyřešíme 

Poznámka: 

Metodu neurčitých koeficientů lze použít i v případě, kdy pravá strana je rovna součtům 
speciálních pravých stran, např. xexxD x cos)2()( 7 ++= . 
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7 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

Příklad: 

Řešte diferenciální rovnice 

a) 24 −=+′′ yy  

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 04 =+′′ yy  

charakteristická rovnice: irr 204 2,1
2 ±=⇒=+  

obecné řešení homogenní rovnice: xCxCy 2sin2cos 210 +=  

2)( −=xD  … polynom stupně 0 a 0 není kořenem ⇒  Ay =ˆ  

 určíme první a druhou derivaci odhadnutého tvaru řešení: 0ˆ =′y , 0ˆ =′′y  a dosadíme do 
původní rovnice 24 −=+′′ yy  a nalezneme koeficient A  

2
1240 −=⇒−=+ AA  

dosadíme do Ay =ˆ  a dostáváme partikulární řešení: 
2
1ˆ −=y  

obecné řešení rovnice dostaneme jako yyy ˆ0 += : 

2
12sin2cos 21 −+= xCxCy  

b) xyy 4cos82 =′+′′  

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 02 =′+′′ yy  

charakteristická rovnice: 2,002 21
2 −==⇒=+ rrrr  

obecné řešení homogenní rovnice: xeCCy 2
210

−+=  

xxD 4cos8)( =  ... i4±  není kořen ⇒  xBxAy 4sin4cosˆ +=  

 určíme první a druhou derivaci odhadnutého tvaru řešení: 

xBxAy 4cos44sin4ˆ +−=′ , 

xBxAy 4sin164cos16ˆ −−=′′  

dosadíme do původní rovnice xyy 4cos82 =′+′′  
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8 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

( ) xxBxAxBxA 4cos84cos44sin424sin164cos16 =+−+−−  

a nalezneme koeficienty BA,  porovnáním koeficientů u příslušných funkcí a vyřešením 
soustavy 

:4cos x  8816 =+− BA  

:4sin x  BAAB 20816 −=⇒=−−  

dosadíme do první rovnice: 
5
18408832 =⇒=⇒=+ BBBB  a 

5
2

−=A  

dosadíme do xBxAy 4sin4cosˆ +=  a dostáváme partikulární řešení: 

xxy 4sin
5
14cos

5
2ˆ +−=  

obecné řešení rovnice dostaneme jako yyy ˆ0 += : 

xxeCCy x 4sin
5
14cos

5
22

21 +−+= −  

c) xexyy )1( +=−′′  

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 0=−′′ yy  

charakteristická rovnice: 1,101 21
2 −==⇒=− rrr  

obecné řešení homogenní rovnice: xx eCeCy −+= 210  

xexxD )1()( +=  … jedná se o speciální pravou stranu (tvar bxxPe n
ax sin)( ) - polynom 

stupně jedna krát exponenciální funkce s argumentem x, vidíme, že 1 je kořen  

⇒  ( ) ( ) xx eBxAxeBAxxy +=+⋅= 2ˆ  

určíme první a druhou derivaci odhadnutého tvaru řešení: 

( ) ( ) ( )BBxAxAxeeBAxeBAxy xxx +++=+++=′ 22ˆ 22 , 

( ) ( )BAAxeBBxAxAxey xx ++++++=′′ 222ˆ 2  

dosadíme do původní rovnice xexyy )1( +=−′′  

( ) ( ) ( ) xxxx exeBxAxBAAxeBBxAxAxe )1(222 22 +=+−++++++  

( ) xx exBAAxe )1(224 +=++  
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9 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

1224 +=++ xBAAx  

a nalezneme koeficienty BA,  porovnáním koeficientů u příslušných funkcí a vyřešením 
soustavy 

:x  
4
114 =⇒= AA  

:0x  
4
1

2
12122 =⇒=⇒=+ BBBA  

dostáváme partikulární řešení: 

( ) xexxy += 2

4
1ˆ  

obecné řešení rovnice dostaneme jako yyy ˆ0 += : 

)(
4

2
21 xxeeCeCy

x
xx +++= −  

1.1.2 Lagrangeova metoda variace konstant 

Princip metody je analogický řešení lineární diferenciální rovnice I. řádu. 

Mějme nehomogenní lineární diferenciální rovnici s konstantními koeficienty ve tvaru 

)(xDCyyBy =+′+′′ , 

kde RCB ∈, . 

Víme, že obecné řešení zkrácené rovnice má tvar 

)()( 22110 xyCxyCy += , 

přičemž { }21 , yy  je fundamentální systém řešení. 

Využijeme metody variace konstant. 

Hledané obecné řešení je tedy ve tvaru 

),()()()( 2211 xyxCxyxCy +=  

kde )(),( 21 xCxC  jsou spojitě diferencovatelné funkce. 

Podobným postupem jako u rovnic prvního řádu (který je ale komplikovanější) dostaneme: 

nechť funkce )(),( 21 xCxC  splňují soustavu 
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10 Nehomogenní lineární diferenciální rovnice 

),()()()()(
0)()()()(

2211

2211

xDxyxCxyxC
xyxCxyxC
=′′+′′
=′+′

 

pak funkce y  je obecným řešením. 

Při řešení soustavy využijeme Wronskiánu 







′′

=
21

21

yy
yy

W a Cramerova pravidla: 

W
WxC 1

1 )( =′ , kde 
2

2
1 )(

0
yxD
y

W
′

=  a 
W
WxC 2

2 )( =′ , kde 
)(

0

1

1
2 xDy

y
W

′
= . 

Příklad: 

Řešte diferenciální rovnice 

a) xe
yyy

+
=+′+′′

1
123  

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 023 =+′+′′ yyy  

charakteristická rovnice: 2,1023 21
2 −=−=⇒=++ rrrr  

obecné řešení homogenní rovnice: xx eCeCy 2
210

−− +=  

xe
xD

+
=

1
1)(  … nejedná se o speciální pravou stranu, budeme řešit variací konstant 

v řešení homogenní rovnice nahradíme konstanty funkcemi: xx exCexCy 2
21 )()( −− +=  

stačí určit funkce )(),( 21 xCxC  

sestavíme a vypočteme wronskián: 

xxx
xx

xx

eee
ee

ee
yy
yy

W 333
2

2

21

21 2
2

−−−
−−

−−

−=+−=
−−

=
′′

=  

nalezení )(1 xC : 

x

x

x
x

x

e
e

e
e

e

yxD
y

W
+

−=−
+

=
′

=
−

−

−

12
1

1
0

)(
0 2

2

2

2

2
1  

( )( ) x

x

xx

x

e
e

ee
e

W
WxC

+
=

−+
−==′

−

−

11
)( 3

2
1

1  
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11 1ln
1

)( cedx
e

exC x
x

x

++=
+

= ∫  

nalezení )(2 xC : 

x

x

x
x

x

e
e

e
e

e

xDy
y

W
+

=
+

−=′=
−

−

−

11
1
0

)(
0

1

1
2  

( )( ) x

x

xx

x

e
e

ee
e

W
WxC

+
−=

−+
==′

−

−

11
)(

2

3
2

2  

2

2

2 11ln...
1

)( ceedx
e

exC xx
x

x

+−−+==
+

−= ∫  

obecné řešení získáme dosazením )(),( 21 xCxC  do xx exCexCy 2
21 )()( −− += : 

( ) ( ) xxxxx eceeecey 2
21 11ln1ln −− +−−++++=  

( )xxxxxxx eeeeeececy −−+++++= −−−− 11ln1ln 22
21  

b) 
x

yy 3cos
1

=+′′  

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 0=+′′ yy  

charakteristická rovnice: irr ±=⇒=+ 2,1
2 01  

obecné řešení homogenní rovnice: xCxCy sincos 210 +=  

x
xD 3cos

1)( =  … nejedná se o speciální pravou stranu, budeme řešit variací konstant 

v řešení homogenní rovnice nahradíme konstanty funkcemi: xxCxxCy sin)(cos)( 21 +=  

stačí určit funkce )(),( 21 xCxC  

sestavíme a vypočteme wronskián: 

1
cossin
sincos

=
−

=
xx
xx

W  
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nalezení )(1 xC : 

x
x

x
x

x
W 3

3
1 cos

sin
cos

cos
1

sin0
−==  

x
xxC 31 cos

sin)( −=′  

1231 cos2
1

cos
sin)( c

x
dx

x
xxC +−=−= ∫  

nalezení )(2 xC : 

xx
x

x
W 2

3
2 cos

1

cos
1sin
0cos

=−=  

x
xC 22 cos

1)( =′  

222 tan
cos

1)( cxdx
x

xC +== ∫  

obecné řešení získáme dosazením )(),( 21 xCxC  do xxCxxCy sin)(cos)( 21 += : 

( ) xcxxc
x

y sintancos
cos2

1
212 ++






 +−=  

x
xxcxcy

cos2
sin21sincos

2

21
−

−+=  
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