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3 Cvičení č. 11 

1 CVIČENÍ Č. 11 

 

 
 

STRUČNÝ OBSAH CVIČENÍ: 

Nalezení charakteristické rovnice a její řešení 
Řešení homogenní lineární diferenciální rovnice 2. řádu 

 
 

 

MOTIVACE: 

Diferenciální rovnice druhého řádu jsou často využívány v oblasti fyziky 
pro popis fyzikálních vztahů. 

 
 

 

CÍL: 

Umět vyřešit zkrácenou lineární rovnici - vytvořit charakteristickou rovnici 
a na základě jejího řešení dokázat určit správný tvar obecného řešení 
příslušné LDR 2. řádu. Pomocí wronskiánu dokázat ověřit, že dané funkce 
tvoří fundamentální systém řešení rovnice. 
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1.1 PŘÍKLADY 

Příklad 1: 

Rozhodněte, zda funkce xeyey xx cos, 5
2

5
1 ==  tvoří fundamentální systém řešení rovnice 

02510 =+′−′′ yyy . 

Řešení: 

funkce derivujeme a vypočteme hodnotu Wronskiánu 

xexeyey xxx sincos5,5 55
2

5
1 −=′=′  

( ) =−−=
−

= xexexee
xexee

xee
W xxxx

xxx

xx

cos5sincos5
sincos55

cos 10555
555

55

 

xexexexe xxxx sincos5sincos5 10101010 −=−−=  

Protože 0sin10 =− xe x  pro každé Zkkx ∈= ,π , jsou funkce 21 , yy  lineárně závislé a netvoří 
tedy fundamentální systém řešení dané rovnice. 

Příklad 2: 

Určete partikulární řešení rovnice 024 =′−′′ yy  za podmínek ( ) 1)0(,10 −=′= yy . 

Řešení: 

první určíme obecné řešení homogenní LDR - napíšeme příslušnou charakteristickou rovnici:  

( )
2
1,00122024 21

2 ==⇒=−⇒=− rrrrrr  … řešením jsou 2 různé reálné kořeny 

⇒  1)( 0
1 == xexy  a 2/

2 )( xexy =  

obecné řešení je : 2/
210

xeCCy +=  

jelikož máme počáteční podmínku pro derivaci řešení, musíme řešení derivovat a pak do 
derivace řešení a do obecného řešení dosadíme počáteční podmínky ( ) 1)1(,10 −=′= yy  a 
nalezneme konstanty 21 ,CC , 

2/
20 2

1 xeCy =′    po dosazení počáteční podmínky 0,1 =−=′ xy  : 2
2
11 22 −=⇒=− CC  

dosadíme počáteční podmínku ( ) 10 =y  a 2C  do řešení a dopočítáme 1C  

321 11 =⇒−= CC  

partikulární řešení: 2/
0 23 xey −=  
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Příklad 3: 

Určete obecné řešení rovnice 04 =+′′ yy . 

Řešení: 

napíšeme příslušnou charakteristickou rovnici: 

irrr 2404 2,1
22 ±=⇒−=⇒=+  … řešením jsou 2 komplexně sdružené kořeny s 

2,0 == βα  

⇒  xxexy x 2cos2cos)( 0
1 ==  a xxexy x 2sin2sin)( 0

2 ==  

obecné řešení je : xCxCy 2sin2cos 210 +=  

Příklad 4: 

Určete obecné řešení rovnice 044 =+′−′′ yyy . 

Řešení: 

napíšeme příslušnou charakteristickou rovnici: 

2
2

16164044 2,12,1
2 =⇒

−±
=⇒=+− rrrr  … řešením je dvojnásobný reálný kořen 

⇒  xexy 2
1 )( =  a xxexy 2

2 )( =  

obecné řešení je: xx xeCeCy 2
2

2
10 +=  

Příklad 5: 

Řešte rovnici 02 =+′+′′ yyy s počátečními podmínkami ( ) 40)0(,200 −=′= yy  a řešení 
znázorněte graficky. 

Řešení: 

charakteristická rovnice: 1
2

442012 2,12,1
2 −=⇒

−±−
=⇒=++ rrrr  

obecné řešení je: xx xeCeCy −− += 210  

určíme derivaci řešení: xxx xeCeCeCy −−− −+−=′ 2210  

do řešení a derivace řešení dosadíme počáteční podmínky - dostaneme soustavu dvou rovnic 
pro dvě neznámé 

120 C=  
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2140 CC +−=−  ⇒  202040 22 −=⇒+−=− CC  

partikulární řešení: xx xeey −− −= 20200  

 

řešení rovnice pro dané počáteční podmínky 

Příklad 6: 

Máme manometr (využívaný k měření tlaku, viz obr.), který pracuje pod tlakem p. Sloupec 
kapaliny v manometru získává, vlivem působení tlaku, polohu zobrazenou na obrázku. 

 

Určete pohybovou rovnici. Délka sloupce kapaliny je l, trubice má průměr d a hustota 
kapaliny je ρ . 

Řešení: 

Hmotnost kapaliny v manometru je rovna ρπ ldm 2

4
= . Vzniklá síla je podmíněna rozdílem 

hladin v obou sloupcích manometru a pokud ji bereme jako střední aritmetický rozdíl obou 

hladin při vychýlení z rovnovážné polohy o 
2
hy =  je její velikost gydF ρπ 2

4
2= . 

Podle 2. Newtonova zákona: 

yldymF  ρπ 2

4
−=−=  (síla působí proti směru pohybu, proto znaménko mínus). 

Porovnáním dostáváme: 

02
4

2
4

22 =+⇒=− y
l
gygydyld  ρπρπ  … homogenní LDR 

Označíme 22 α=
l
g  a řešíme tedy rovnici 02 =+ yy α . 



 

 
MODERNIZACE VÝUKOVÝCH MATERIÁLŮ A DIDAKTICKÝCH METOD 
CZ.1.07/2.2.00/15.0463 

 

7 Cvičení č. 11 

charakteristická rovnice: irr αα ±=⇒=+ 2,1
22 0  

obecné řešení: ( ) ( )tCtCy ⋅+⋅= αα sincos 21  

počáteční podmínky: 0)0(,)0( 0 =′= yyy : 

10210 0sin0cos CyCCy =⇒+=  

( ) ( ) 00cossin 2221 =⇒=⇒⋅+⋅−=′ CCtCtCy ααααα  

partikulární řešení: ( )tyy ⋅= αcos0  

Další řešené příklady: 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr1/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr2/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr5/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr6/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr9/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr10/index.html 

Neřešené příklady: 

Nalezněte řešení rovnice 

a) ′′ + ′ =y y5 0  [ ]xCCy 5
21 e−+=  

b) 016 =+′′ yy  [ ]xCxCy 4sin4cos 21 +=  

c) c) ′′ + ′ + =y y y6 13 0  [ ])2cos2sin(e 21
3 xCxCy x += −  

Další příklady najdete ve sbírce úloh v kapitole 8.2.1: 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/pdf/8.pdf 
  

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr1/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr2/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr5/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr6/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr9/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/ldr10/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/pdf/8.pdf
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