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3 Cvičení č. 12 

1 CVIČENÍ Č. 12 

 

 

STRUČNÝ OBSAH CVIČENÍ: 

Metoda neurčitých koeficientů 
Lagrangeova metoda variace konstant 

 
 

 

MOTIVACE: 

Jelikož se v mnoha technických aplikacích setkáváme i s nehomogenní 
lineární diferenciální rovnicí druhého řádu, naučíme se tyto rovnice vyřešit. 
Ukážeme si dvě metody pro nalezení řešení - obecnou metodu a metodu pro 
speciální typy rovnic. 

 
 

 

CÍL: 

Dokázat vyřešit úplnou LDR 2. řádu. Umět rozpoznat speciální pravou 
stranu a správně vytvořit tvar partikulárního řešení. Pochopit metodu 
variace konstant. 
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4 Cvičení č. 12 

1.1 PŘÍKLADY 

Příklad 1: 

Mějme rovnici )(2 xDyy =′−′′ . Rozhodněte, zda příslušná )(xD  je speciální pravá strana a 
pokud ano, odhadněte tvar partikulárního řešení. 

a) ( ) xxxxD cos23)( 3 += , 

b) xxxD sincos)( ⋅= , 

c) xexD x sin)( 2= , 

d) xexxD x 2cos3)( += . 

Řešení: 

Speciální pravá strana je ve tvaru [ ]bxxQbxxPexD ax sin)(cos)()( += . 

a) ( ) xxxxD cos23)( 3 +=  

xxxP 23)( 3 += , 0)(,0,1 === xQab  ... jedná se o speciální pravou stranu 

k odhadnutí tvaru partikulárního řešení potřebujeme znát kořeny charakteristické 
rovnice 

2,00202 21
2 ==⇒=−⇒=′−′′ rrrryy  

v pravé straně se vyskytuje funkce kosinus vynásobená polynomem ⇒  kontrolujeme, 
zda je kořenem charakteristické rovnice i±  ... není kořen 

tvar partikulárního řešení musí odpovídat tvaru pravé strany - polynom stupně tři 
vynásobený funkcí kosinus (i když je na pravé straně pouze 1 z goniometrických 
funkcí, musíme v odhadovaném tvaru použít obě z funkcí - sinus i kosinus se stejným 
argumentem): 

( ) ( ) xHGxFxExxDCxBxAxy sincosˆ 2323 +++++++=  

b) xxxD sincos)( ⋅=  ... nejedná se o speciální pravou stranu, protože funkce sinus 
a kosinus násobíme 

c) xexD x sin)( 2=   

0)( =xP , 1)(,2,1 === xQab  ... jedná se o speciální pravou stranu 

v pravé straně se vyskytuje funkce sinus vynásobená exponenciálou ⇒   kontrolujeme, 
zda je kořenem charakteristické rovnice i±2  ... není kořen 

tvar partikulárního řešení musí odpovídat tvaru pravé strany - exponenciální funkce 
s argumentem 2x vynásobený goniometrickými funkcemi: 
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)sincos(ˆ 2 xBxAey x +=  

d) xexxD x 2cos3)( +=  ... nejedná se o speciální pravou stranu, ale jedná se součet o 
dvou výrazů, které speciální pravou stranou jsou 

)()()( 21 xDxDxD += , kde 

xxD =)(1  ... xxP =)( , 0)(,0,0 === xQab  ... jedná se o speciální pravou stranu 

xexD x 2cos3)(2 =  ... 3)( =xP , 0)(,1,2 === xQab  ... jedná se o speciální pravou stranu 

tvar partikulárního řešení odhadneme pro každou stranu samostatně, nalezneme hledané 
koeficienty a pak nalezené řešení sečteme 

1) xxD =)(1  

v pravé straně se vyskytuje polynom stupně jedna ⇒  kontrolujeme, zda je 
kořenem charakteristické rovnice 0 ... je kořen 

tvar partikulárního řešení: ( )xBAxy +=1ˆ  

2) xexD x 2cos3)(2 =  

v pravé straně se vyskytuje funkce kosinus vynásobená exponenciálou ⇒
 kontrolujeme, zda je kořenem charakteristické rovnice i22 ±  ... není kořen 

tvar partikulárního řešení: ( )xBxAey x 2sin2cosˆ2 +=  

partikulární řešení dostaneme sečtením partikulárních řešení: 21 ˆˆˆ yyy +=  

Příklad 2: 

Určete řešení rovnice xyy cos89 =+′′  za podmínek 
2
3

3
,0

3
−=






′=






 ππ yy . 

Řešení: 

1) vyřešíme zkrácenou LDR: 09 =+′′ yy  

irr 309 2,1
2 ±=⇒=+  … řešením jsou 2 komplexně sdružené kořeny 

obecné řešení je: xCxCy 3sin3cos 210 +=  

2) zkontrolujeme, zda se nejedná o speciální tvar pravé strany 

xxD cos8)( =  … jedná se o speciální pravou stranu, proto použijeme k řešení metodu 
neurčitých koeficientů, tj. řešení budeme hledat ve tvaru yyy ˆ0 +=  
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odhadneme tvar partikulárního řešení ( i±  není kořenem) a určíme jeho první a druhou 
derivaci: 

xBxAy sincosˆ +=  

xBxAy cossinˆ +−=′  

xBxAy sincosˆ −−=′′  

dosadíme do původní rovnice xyy cos89 =+′′  a porovnáním koeficientů u stejných 
funkcí nalezneme neznámé konstanty BA, : 

xxBxAxBxA cos8)sincos(9sincos =++−−  

:cos x  189 =⇒=+− AAA  

:sin x  009 =⇒=+− BBB  

partikulární řešení je: xy cosˆ =  

obecné řešení: xxCxCy cos3sin3cos 21 ++=  

3) máme okrajovou úlohu, tzn., hledáme partikulární řešení úplné LDR 

xxCxCy sin3cos33sin3 21 −+−=′  

do yy ′,  dosadíme počáteční podmínky 
2
3

3
,0

3
−=






′=






 ππ yy  

2
1

2
10

3
cossincos0 1121 =⇒+−=⇒++= CCCC πππ  

0
2
33

2
3

3
sincos3sin

2
13

2
3

222 =⇒−−=−⇒−+−=− CCC πππ  

partikulární řešení: xxy cos3cos
2
1

+=  

Příklad 3: 

Řešte diferenciální rovnici xxyy sin12 2 ++=+′′ . 

Řešení: 

1) vyřešíme zkrácenou LDR: 0=+′′ yy  

irr ±=⇒=+ 2,1
2 01  … řešením jsou 2 komplexně sdružené kořeny 

obecné řešení je: xCxCy sincos 210 +=  
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2) zkontrolujeme, zda se nejedná o speciální tvar pravé strany 

xxxD sin12)( 2 ++=  … nejedná se o speciální pravou stranu, ale je dána jako součet 
dvou funkcí, z nichž každá má tvar speciální pravé strany, tj. řešení budeme hledat ve 
tvaru 210 ˆˆ yyyy ++=  

a) 12)( 2
1 += xxD  

odhadneme tvar partikulárního řešení ( 0  není kořenem) a určíme jeho první a 
druhou derivaci: 

CBxAxy ++= 2
1ˆ  

BAxy +=′ 2ˆ1  

Ay 2ˆ1 =′′  

dosadíme do původní rovnice 12 2 +=+′′ xyy  a porovnáním koeficientů u 
stejných funkcí nalezneme neznámé konstanty CBA ,, : 

122 22 +=+++ xCBxAxA  

:2x  2=A  

:x  0=B  

:0x  314 −=⇒=+ CC  

32ˆ 2
1 −= xy  

b) xxD sin)(2 =  

odhadneme tvar partikulárního řešení ( i±  je kořen) a určíme jeho první a druhou 
derivaci: 

( )xBxAxy sincosˆ2 +=  

( )xBxAxxBxAy cossinsincosˆ2 +−++=′  

( )xBxAxxBxAxBxAy sincoscossincossinˆ2 −−++−+−=′′  

dosadíme do původní rovnice xyy sin=+′′  a porovnáním koeficientů u stejných 
funkcí nalezneme neznámé konstanty BA, : 

( ) ( ) xxBxAxxBxAxxBxAxBxA sinsincossincoscossincossin =++−−++−+−  

xxBxA sincos2sin2 =+−  
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xsin  
2
112 −=⇒=− AA  

:cos x  002 =⇒= BB  

xxy cos
2
1ˆ2 −=  

obecné řešení: xxxxCxCy cos
2
132sincos 2

21 −−++=  

Příklad 4: 

Řešte diferenciální rovnici 21
2

x
eyyy

x

+
=+′−′′ . 

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 02 =+′−′′ yyy  

charakteristická rovnice: 1012 2,1
2 =⇒=+− rrr   

obecné řešení homogenní rovnice: xx xeCeCy 210 +=  

21
)(

x
exD

x

+
=  … nejedná se o speciální pravou stranu, budeme řešit variací konstant  

v řešení homogenní rovnice nahradíme konstanty funkcemi: xx xexCexCy )()( 21 +=  

stačí určit funkce )(),( 21 xCxC  

sestavíme a vypočteme wronskián: 

xxx
xx

xx

exexe
xee

xee
yy
yy

W 222

21

21 )1(
)1(

=−+=
+

=
′′

=  

nalezení )(1 xC : 

2

2

22

2
1 1)1(

1

0

)(
0

x
xe

xe
x

e
xe

yxD
y

W
x

x
x

x

+
−=

+
+

=
′

=  

2
1

1 1
)(

x
x

W
WxC

+
−==′  

( ) 1
2

21 1ln
2
1

1
)( cxdx

x
xxC ++−=
+

−= ∫  
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nalezení )(2 xC : 

2

2

21

1
2 11

0

)(
0

x
e

x
ee

e

xDy
y

W
x

x
x

x

+
=

+
=′=  

2
2

2 1
1)(
xW

WxC
+

==′  

222 arctan
1

1)( cxdx
x

xC +=
+

= ∫  

obecné řešení získáme dosazením )(),( 21 xCxC  do xx xexCexCy )()( 21 += : 

( ) ( ) xx xecxecxy 21
2 arctan1ln

2
1

++





 ++−=  

( ) xxexexececy xxxx arctan1ln
2
1 2

21 ++−+=  

Příklad 5: 

Řešte diferenciální rovnici 3

2
x

xyy +
=′−′′ . 

Řešení: 

najdeme řešení příslušné zkrácené rovnice: 0=′−′′ yy  

charakteristická rovnice: 1,00 21
2 ==⇒=− rrrr   

obecné řešení homogenní rovnice: xeCCy 210 +=  

3

2)(
x

xxD +
=  … nejedná se o speciální pravou stranu, budeme řešit variací konstant  

v řešení homogenní rovnice nahradíme konstanty funkcemi: xexCxCy )()( 21 +=  

stačí určit funkce )(),( 21 xCxC  

sestavíme a vypočteme wronskián: 

x
x

x

e
e
e

W ==
0
1
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nalezení )(1 xC : 

( )
3

32

2
1

22
0

)(
0

x
ex

e
x

x
e

yxD
y

W
x

x

x
+

−=+=
′

=  

3
1

1
2)(

x
x

W
WxC +

−==′  

1231
12)( c

x
xdx

x
xxC +

+
=

+
−= ∫  

nalezení )(2 xC : 

3
31

1
2

220
01

)(
0

x
x

x
x

xDy
y

W +
=+=′=  

xex
x

W
WxC 3

2
2

2)( +
==′  

22

2222

3

2332
222)(

c
x
e

dx
x
edx

x
e

x
e

xe
xe

dx
x
edx

x
edx

ex
xxC

x

xxx

x

xxx

x

+−=

=+−−=
−−

=+=
+

=

−

−−−

−−

−−−−

∫∫∫∫∫
 

obecné řešení získáme dosazením )(),( 21 xCxC  do xexCxCy )()( 21 += : 

x
x

ec
x
ec

x
xy 








+−++

+
=

−

2212

1  

x
eccy x 1

21 ++=  

Další řešené příklady: 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/pso3/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/pso6/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/pso1/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/wron4/index.html 

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/wron5/index.html 
  

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/pso3/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/pso6/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/pso1/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/wron4/index.html
http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/video/wron5/index.html
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Neřešené příklady:  

Nalezněte řešení rovnice 

a) ′′ + = −y y x x4 2cos sin  [ ]xxxxxCxCy sin2cossincos 21 +++=  

b) ′′ − ′ + = −y y y x4 4 e  [ ]xx xCCy −++= e)(e 9
1

21
2  

c) 
x

yy
cos

1
=+′′  [ ]xxxxxCxCy sincoslncossincos 21 +⋅++=  

Další příklady najdete ve sbírce úloh v kapitole 8.2.2:  

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/pdf/8.pdf 
  

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Sbirka_uloh/pdf/8.pdf
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