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Laplaceova transformace

1 LAPLACEOVA TRANSFORMACE

OBSAH KAPITOLY:
,—'
,/"._-
Definice L-transformace
Zakladni vlastnosti L-transformace

Rozklad na parcialni zlomky

Reseni diferencialnich rovnic

@ MOTIVACE:

— — Chovani dynamickych systému popisuji diferencidlni rovnice. Pro vysetieni
zakladnich vlastnosti systémil je nutné umét co moznd nejjednodusSim
zpusobem vyiesit diferencialni rovnice.

CiL:

Budete umét definovat Laplaceovu transformaci  a vyrtesit linearni
diferencialni rovnice pomoci Laplaceovy transformace.
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Laplaceova transformace 73

1.1 UvVOD

L-transformace je dilezitym nastrojem usnadiujici analyzu a syntézu spojitych linearnich
dynamickych systémi. Prevadi slozity problém z prostoru originalu do prostoru obrazi, kde
je feSeni takhle transformovaného problému mnohem jednodus$si. Po vyfeSeni obrazu

vypocitame pomoci zpétné transformace vysledny original, viz obr. 1.

A RIMA OBRAZ
ORIGINAL > PRIMA >

PROBLEMU TRANSFORMACE PROBLEMU

v v

NESNADNE SNADNE
RESENI RESENI
\ S TN A OBRAZ
OBIGINAL ZPETNA b
VYSLEDKU ¢ TRANSFORMACE ¢ VYSLEDKU

< S 9,
prostor originalQ

Obr.1 - Obecné schéma FeSeni problémi pomoci transformace

1.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI

Laplaceova transformace je definovéna vztahy:
Piima L-transformace

X (s) = L{x(t)} = jo“’ x(t)e dt.

Zpétna L-transformace

1
X(t) = LHX(s)f==——=- ¢ X (s)e*ds
(1) =LHX(9)} 2ﬂjf (s)e”ds,
kde je S=a+ jo - je komplexni proménnd (« = Refs}, = Ims}),

t - redlnd proménna (v nasem piipadé Cas),

prostor obrazli

1)

)

x(t) - original (L-original); funkce definovand v oblasti realné proménné

pro te(0,%),

X(s) - obraz (L-obraz); komplexni funkce definovana v oblasti

komplexni proménné,
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Laplaceova transformace

j =+/—1 - imaginarni jednotka,
L - operator piimé L-transformace,
L - operator zpétné (inverzni) L-transformace,

C - reélna konstanta zvolené tak, aby v poloroving Re{s}>C funkce
X (s) neméla Zadné singularni body.

Z ptimé L-transformace vyplyva, Ze zobrazuje funkci redlné proménné x(t) (v naSem piipadé
¢asu) na komplexni funkci komplexni proménné X (s). Hodnota origindlu x(t) pro t>0
predstavuje ve fyzikdlnich interpretacich zpravidla velikost urCité fyzikalni veli¢iny v
Casovém okamziku t. Protoze ¢as t se méni spojité, hovoiime o spojité transformaci a je
ziejmé, ze L-transformace bude vhodna piedevsim pro spojité systémy, jejichZ vlastnosti se
daji vyjadtit pomoci linearnich diferencialnich, integralnich a integro-diferencialnich rovnic s
konstantnimi koeficienty.

Podminky které original musi spliiovat:

1. musi byt nulovy pro zéporny ¢as

©0={g 1o

2. musi byt exponencialniho tvaru

X(t)] < Meayt,

M >0,¢, € (—w,),t>0;
3. musi byt spojita funkce.

Splnéni podminek:
1. podminka spoc¢iva v tom, ze vzdy vyndsobime danou casovou funkci Heavisideovym

jednotkovym skokem, definovanym vztahem:

1...t>0
n(t)={0 <0

2. a 3. podminka odpadd, protoze vétSina Casovych funkci pouzivanych v technice

.. . y t2
spliiuje. Vyjimkou je napt. funkce X(t) =e'" .

Vztah mezi origindlem a jeho obrazem se nazyva korespondence a zapisuje se ve tvaru
x(t) = X (t).

Original zna¢ime malym pismenem a obraz stejnym velkym pismenem.
Vztah mezi origindlem a obrazem, které budeme pouzivat pii vypoctech transformaci.

1. Linearita

L{agx; (t) £ a,%, (1)} =a; X4 (s) £ a, X, (). ©)
2. Derivace 1. fadu

L{%} =X (s) - x(0). 4)
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Laplaceova transformace [

3. Derivace n-tého fadu

M —gh _ v n—l.m =
L{ i }—s X () ;s Gt n=1,23,... (5

4. Integrace

t
L{ | X(z’)dz} - % X (s). (6)

0
5. Pocatecni hodnota v Casové oblasti
X(0) = limx(t) = lim sX(s). (7
t—0 S—0
6. Koncova hodnota v ¢asové oblasti (pokud existuje)
X(0) = lim x(t) = lim sX (s). (8)
t—>w© s—0
7. Posunuti v ¢asové oblasti vpravo (zpozdéni)
L{x(t—a}=e"3X(s), a=>0. (9)

8. Posunuti v ¢asové oblasti vlevo (piedstih)

L{x(t+a}=e"% {X (s)- :T x(t)e“dt} ,a>0. (10)
0

1.3 URCOVANI ORIGINALU Z OBRAZU

Pomoci slovniku L-transformace najdeme vztahy mezi originaly a obrazy. Potize mohou
vznikat pfi ur€eni origindlu z obrazu. Obraz je vzdy ve tvaru racionalni lomené funkce a Casto
je nutné jej rozdélit na soucet parcialnich zlomki, které ve slovniku L-transformace najdeme.

M(s) b,s™+..+bs+by
X(s) = = -
N(s) a,s"+..+a5+3a

r N>m.

Pokud stupen jmenovatele n neni vétsi nez stupen Citatele m, je tieba provést tipravu obrazu
vydélenim Citatele jmenovatelem.

Obraz ve tvaru ryze racionalni lomené funkce mizeme zjednodusit rozlozenim na parcialni
zlomky, pro které jiz ze slovniku L-transformace shadno najdeme odpovidajici
korespondenci:

M(s) M (s)
X (S) = = rfa2 2 q'’
N(s) (s—s)(s—s,) (s"+as+b)(s”+cs+d)
kde (s—s,) - odpovida realnému kotenu,

(s—s,)" - odpovida r-nasobnému realnému kofenu,

(s* + as+b) - odpovida komplexné sdruzenym kofentim,
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Laplaceova transformace

(s> +cs+d)? - odpovida q-niasobnym komplexné sdruzenym kotrentim.

Obraz X(s) mize byt zapsan v rozlozeném tvaru :
A B B B D
X (5) = —— 4 —t : : Cs
S

=t —+ —
-3, s-s, (s-5s,) (s—s,)" s“+as+b

Es+F N E,s+F . Es+F,
s+cs+d  (sP+cs+d)? T (sP+cs+d)?

kde A,B,,B,,...B,,C,D,E,,FR,F,,..,F, jsou konstanty, které se ur¢i napf. dosazovaci

metodou nebo metodou neurcitych koeficient. Nékdy je vhodné tyto metody kombinovat.

1.4 RESENI DIFERENCIALNICH ROVNICE

Postup feSeni diferencidlnich rovnic S konstantnimi koeficienty je nasledujici. Nejdiive
musime urcit obraz diferencialni rovnice (rovnice se méni na algebraickou), najit obraz feSeni
a ten prevést zpét do oblasti originalu, viz. (obr. obr. 1).

Priklad 1: Vyfeste rovnice s nulovymi po¢atecnimi podminkami:
y"(t) +4y(t) +3y(t) = de™ y(0)=0;y'(0)=0.
Postup feSeni:
Obraz levé strany se rovnd obrazu pravé strany. Nejdiive musime urcit obraz diferencialni
rovnice

S2Y () + 4sY (s) +3Y (5) =i3

$+3,
2 4
Y(S)-(sc+4s+3)=——
s+3.
obraz feSeni musime pro dal$i vypocCty rozlozit na parcialni zlomky
4 A B C

Y(s)=

= + + .
(s+1(s+3)* s+1 s+3 (s+3)°
musime vypocitat konstanty rozkladu, pouZzijeme naptiklad dosazovaci metodou
4=A(s+3)*+B(s+1)-(s+3)+C(s+1),

4=4A=A=1,
4=-2C=C=-2,
4=9A+3B+C,

4=9+3B-2=>B=-1,
pomoci slovniku L-transformace (tab. 3 vlastnost 16 a 17) je feSeni

y(t) = L‘l{ 1 3 2 }:e—t —3e3t —2te3t,

s+1 s+3 (s+3)2

Priklad 2: Vyfeste diferencialni rovnici:
y'(t) +5y'(t) + 6y(t) =12,

s poc¢ate¢nimi podminkami y(0) =2;y’(0) =0.
Postup feSeni:
V podstaté stejny jak v ptedchozim ptikladu. K vypoétu pouZzijeme vzorec

L{y"(t) +5y'(t) + 6} = L{12}.
MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Laplaceova transformace JEI

Zavedeme-li L{y(t)}:Y(S) a pouzijeme-li vztah o linearité (3), vztah o derivaci obrazu (4) a
vztah o derivaci n-tého fadu (5), kde n = 2, dostavame:
[52Y () - s"y(0) - s°y'(0) |+ 5[sY (s) - s°y(0) |+ 6 (s) =%,
dosazeni obou pocate¢nich podminek a upravou dostaneme
Y(s)[s? + 55+ 6] =25 +10+%,

tim dostadvame obraz feSeni
252 +10s+12 2
Y(s) = —
S(s“+55+6) s
pomoci slovniku L-transformace (tab. 3 vlastnost 3) je feSeni

y=LY(s)}=L" {%} =27n(t).

Priklad 3: Vyfeste diferencialni rovnici pomoci L-transformace
y'(t) +3y' () +2y(t) =65 y(0) =3;,y'(0) = -2.
Postup feSeni:
Urcime obraz diferencidlni rovnice
[SZY (s) —sly(0) —s° y’(O)]+ 3[SY (s) - s°y(0)]+ 2Y (s) = 6 ,
S
dosazeni obou pocate¢nich podminek a upravou dostaneme

Y(s)[s2 +3s+2]:35+7+§,
S

obraz feSeni musime op¢t rozlozit na proporcionalni zlomky
Y(s) = 332+73+6 _A B C
S(s°+3s+2) s s+1 s+2
Reseni metodou neuréitych koeficienti
3s°+7s+6=(A+B+C)s’+(3A+2B+C)s+2A.
ProtoZe koeficienty u stejnych mocnin komplexnich proménné s musi byt stejné, lze proto
psat:

3=A+B+C,

7=3A+2B+C,

6 =2A.
Z této soustavy 3 linearnich algebraickych rovnic snadno dopocitame 3 nezndmé konstanty:
A=3B=-2,C=2.
Pomoci slovniku L-transformace (tab. 3 vlastnost 4, 16 a 17) je feseni

y(t)=L" {E 2,2 } =3(t)—2e " +2e,
S S+1 s+2
Priklad 4: Najdéte feSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu
y"(t) +3y'(t) +2y(t) = 2e7%; y(0)=0;y'(0)=0.
Postup feSeni:
Urcime obraz diferencidlni rovnice
S2Y () +3sY(s) +2Y(s) = L,
S+2

obraz feSeni:
~ 2 ~ 2 ~ 2
(5+2)(s2+35+2) (5+2)5+2)(s+1) (s+1D(s+2)?"
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Reseni metodou neurcitych rezidui:

K =L resx (9e*]= Z{( il -sy x<s>e“]}

Kde pocet riiznych kofent je 2(i=1,2); s, =-1,81 = -1, S, =—2; nasobnost kofend I, =1,
r,=2, stupeﬁ mnohoclenu ve jmenovateli obrazu n =1, +r, = 3, potom:

yit)=-——— m[(s+1) 2 2e“}+ ! Iim{(s+2)2;2e“}:
(1- 1)' (s+1(s+2) (2-1)1s>-2 (s+1)(s+2)

= lim 2 ~e* |+ lim| - 2 ~e* |+ lim 2 te* | =26 —2e7% —2te™®
s>-1 (S+2) s>2  (s+1) s>-2 (S+1)
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