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Cvicen ¢. 6

1 CVICENIC.6

STRUCNY OBSAH CVICENI:

\

Laplaceova transformace - Uvod, odvozeni

= 9™>  V tomto cviteni se student seznami s pouZitim Laplaceovy transformace a

@ MOTIVACE:

jejimi zakladnimi vlastnosti. A procvici si ptiklady na pfimou Laplaceovu
transformaci, a piiklady na vytvofeni pienosu systému z diferencialni
rovnice.

CiL:

Cilem cviceni je naucit studenta vyuzivat Laplaceovu transformaci.
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1.1 LAPLACEOVA TRANSFORMACE - UVOD, ODVOZENI

Cviceni ¢. 6 NN

Laplaceova transformace patii do oblasti tzv. symbolickych poctl, kde se nesnadno feSitelny
problém v ¢asové oblasti s realnou proménnou t transformuje do oblasti komplexni proménné
p, kde je problém snadnéji fesitelny a po vyfeSeni problému se provede zpétna Laplaceova
transformace a vysledky se tak ptevedou zpét do casové oblasti. Laplaceova transformace se
pouZiva K popisu, analyze a feSeni fidicich obvodd, které jsou popsany jevy probihajicich
Vv ¢ase popsanych linearni diferencialni rovnici.

@) =

Oblast ¢asova

f(t)

Original
problému

L

Obtizné reseni

U

Original
vysledku

L{f(D)}

Oblast LT
F(p)

Obraz
problému

1V

Jednoduché
reSeni

iV

Obraz
vysledku

Obr. 1 Postup Feseni pri uZziti Laplaceovy transformace

L — operator pfimé Laplaceovy transformace
L™ — operator zpétné Laplaceovy transformace

f(t) — funkce definovand v oblasti realné proménné pro t e <0, oo)

F(p) — komplexni funkce definovana v oblasti komplexni proménné

Piima Laplaceova transformace — (origindl = obraz)

F(p)=[ f(1)-e 7t

LK A(D}=F(p)

L — operator pfimé Laplaceové transformace

Pii zapisu oznaCujeme funkce v Casové oblasti malymi pismeny a fikdme jim originaly

{u(®), y}-

Zpétna transformace — (obraz = original)

CZ.1.07/2.2.00/15.0463
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Cvicen ¢. 6

p = + jo — komplexni proménna
C — realnd konstanta vétsi nez nula
jo — imaginarni ¢ast (j = J-1- imaginarni ¢ast, o— Uhlova frekvence)
Lt - operator pro zpétnou Laplaceovu transformaci
()= L{F(P)}

Funkce v operatorové oblasti oznaCujeme stejnymi velkymi pismeny a fikame jim obrazy

{U(p), Y(p)}-

Vztah mezi origindlem a jeho obrazem se nazyva korespondence a zapisuje se ve tvaru
f(t)=F(p)

aby funkce f(t) v integralu byla integrovatelna, to je, aby existoval obraz, musi byt funkce f(t):

1. nulova pro zaporny Cas

f(Hprot>0
f(n) =
0 pro t<0

2. musi byt alespon po ¢astech spojita
3. musi byt funkci exponencidlniho fadu, tj. musi vyhovovat nerovnosti
| F(f)| < M

kde M>0; «ae(~wo,0), te<0,0)

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Zakladni vlastnosti Laplaceovy

transformace Ize shrnout do nasledujici tabulky:

Cviceni ¢. 6 [N

Vlastnost Funkce ve tvaru originalu Funkce ve tvaru obrazu
Linearita fL()+f(0)+...+F (1) F.(p)+F,(p)+...+F (p)
Nasobeni konstantou a.f(t) a.F(p)
y : 1 p
Véta o podobnosti f(at) . Fl £
a a
Véta o posunuti vpravo f(t-17) e P"F(p)
Derivace f ™ (1) p".F(p) =
F 1
Integrace If(x)dx —-F(p)
0 p *
Priklad:

Pieved’te funkci na jeji obraz pomoci vztahu pro piimou Laplaceovou transformaci, pti
ptedpokladu nulovych pocate¢nich podminek.

Definiéni vitah piimé Laplaceovy transformace. F(p) = L{f (t)} = j f(t)-e ™dt
0

L{e‘at }: Te“”“e‘p'dt = Te“"‘“‘“dt =
0 0

a+np

_i[et-(—a—p)]: - _a+1p[ew-(—a—p) _eO-(—a—p)]= -

flh=e*
u=t(-a-p)
du:(—a—wndtzje“ du___ 1
du —(a+p) a+p
dt =
—(@+p)
1 0-1] 1
p+a p+a

CZ.1.07/2.2.00/15.0463
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Cvieni &. 6
Priklad:

Preved'te funkci na jeji obraz pomoci vztahu pro piimou Laplaceovou transformaci, pfi
ptedpokladu nulovych pocate¢nich podminek.

(8 = at

!

. . u=t v =e™ . 1 1
Liat}=[ate "dt =a|te "dt = =allt-—e™Y-L-="e™)|dt =
A

:a[t—le‘pt} —aj‘l—le“’tdtza{t—le‘p‘} +a.|'e"’tdt:{—ate‘p‘} +a{—1e““} =
p 0 0 p p 0 pO p 0 p p 0

At L —%(e""“’ —e""o): O+0—%(0—1) = %
p p p p 1

integrace per partes J' uvat= uv— j  vat

u=t V=e”
=1 v= —le”"
D

Diferenciélni rovnici mtizeme pii nulovych pocate¢nich podminkach pouzitim véty o obrazu
derivace ptevést na prenos soustavy (obrazovy prenos), coz je obraz diferencialni rovnice pfi
nulovych poc¢ate¢nich podminkach.

ayP M) +a,_y" ) +...+a,y(t) =b u™ () +....+ bu(t)
a,p"Y(p)+a,,p" Y (p)+..+a,Y(p) = b, p"U(p)+...+b,U(p)
Y( p)(an p" +...+a0) =U( p)(bm p"+.. .+b0)
Z &eho obrazovy prenos dostaneme jako pomér vistupu ke vstupu

G(p)=

Y(p) b,p"+.+h,
U(p) a,p"+.+a

Zakladni rovnice pfenosu

_Y(p) _ by +b,p+...+b,p
U(p) a,+a,p+...+a,p"

G(p)
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Cviceni ¢. 6 [N

Zakladni rovnice pfenosu se ¢asto upravuje na tvar:

b, b b, . . |
— 4+ —p+...4+—P ) 5p
G(p)=a° % 8y :ﬂo+ﬂlp+....+ﬁmp _ ;l
1+ i p+....+a—” p" 1+ a,p+..+a,p 1+zaipi
N d, 2

V praxi mé prenos soustavy Casto tvar:

by
a, K

G = =
(P) n 1I+Tp+Tp%+. . 4T p"

a
1+ L pr.+"p
aO aO

Kde:

K — zesileni soustavy
Ty, Tz .... Tn — Casové konstanty

Priklad:

Vytvoite pfenos systému, je-li zadana jeho diferenciélni rovnice
2y"(t) + 3y"(t) + y'(t) + 7y(t) = 4u’(t) + 0,3u(t)
2p°Y(p)+3p*Y(p) +5pY (p) + 7Y (p) = 4pU(p) + 0,3U(p)

Y (p) (2p° +3p? +5p + 7) = U(p)(4p + 0,3)

Y(p) 4p+0,3
G = =
) U(p) 2p*+3p°+5p+7

Priklad:

Vytvoite pfenos systému, je-li zadana jeho diferenciélni rovnice
4y"(t) + 2y'(t) = u(t)

4p*Y (p) +2pY (p) = U(p)

Y (p) (4p® +2p) = U(p)

_Y(p) 1
G('D)_U(|O)_4|02+2|o
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CZ.1.07/2.2.00/15.0463




Cviceni ¢. 6 [N
Priklad:
Vytvoite pienos systému, je-li zadana jeho diferencialni rovnice
3y"(t) + 5y'(t) + 7y(t) = 3u"(t) + 4u’(t) + 0,3u(t)
3p*Y(p)+5pY(p)+ 7Y (p) = 3p*U(p) + 4pU(p) + 0,3U(p)
Y (p) (8p* +5p+7) = U(p)(3p* +4p+0,3)

Y(p) 3p®+4p+0,3
U(p) 3p°+5p+7

G(p) =

Priklad:
Vytvoite pfenos systému, je-li zadana jeho diferenciélni rovnice
y(t) = 2u(t)

Y(p)=2U(p)

G(p):LYJ((E))ZZ

Priklad:

Napiste diferencialni rovnici, je-li zadan pfenos systému

6p> +4p+1
G(p) =
(P) 3p°+p*+5p+9

Y(p) 3p® +p? +5p +9) = U(p)(6p° +4p +1)

3p°Y(p) +p*Y(p) +5pY(p) + 9Y(p) = 6p*U(p) + 4pU(p) + U(p)
3y"(t) + y"(t) + 5Y'(t) + 9y(t) = 64/ (t) + 4u'(t) + u(t)

Priklad:

Napiste diferencialni rovnici, je-li zadan pfenos systému

_2p*+5p+4
p?+0,2p+3

G(p)
Y(p) (p? +0,2p+3) = U(p)(2p° +5p +4)

P2Y(p) +0,2pY (p) +3Y(p) = 2p*U(p) + 5pU(p) + 4U(p)
y"(t) +0,2y'(t) + 3y(t) = 2/ (t) + 5u'(t) + 4(t)
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Cvieni &. 6
Priklad:

Napiste diferencialni rovnici, je-li zadan ptenos systému

p
G =
(P) 0,8p% +0,2p + 0,33

Y (p) (0,8p° +0,2p +0,33) = U(p)(p)
0,8p*Y(p)+0,2pY (p) +0,33Y(p) = pU(p)

0,8y"(t) + 0,2y'(t) + 0,33y(t) = u'(t)

@\ f;) MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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