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Matematicky model soustavy

1 MATEMATICKY MODEL SOUSTAVY

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
/
.

Vyjadfeni matematického popisu soustav.

Popis linearni diferencialni rovnici.

Popis pienosem v Laplaceove transformaci.

Statické a dynamické vlastnosti soustav

Definice vstupnich signali pro deterministické metody identifikace.

[ MOTIVACE:

I~ v predeslé kapitole jsme si vysvétlili dilezitost procesu identifikace. Nyni
se zaméfime na vhodné zpusoby vyjadieni matematickych modeld, které
v rizné formé vystihuji vlastnosti soustav. Pro jednoduché matematické
vypoéty a snadnou praci s modely je velmi podstatné pochopit princip
Laplaceovy transformace (LT). Jednd se o matematicky postup, ktery
jednoduse upravuje slozité diferencialni rovnice a nahrazuje je
jednoduchymi algebraickymi.

CiL:

Cilem kapitoly je pfehledné vyjadfit moznosti matematickych modeld, jako
vysledky procesu identifikace.
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1.1 VYJADRENI MATEMATICKEHO POPISU SOUSTAV
Na tomto misté se zaméfime na vyjadieni popisu linearnich spojitych dynamickych soustav.
Dynamické vlastnosti uvedenych soustav lze popsat:

¢ linearni diferencialni rovnici systemu,

e pienosem systému v Laplaceové transformaci,

e piechodovou charakteristikou,

e impulsni charakteristikou,

e polohou polt a nul pfenosu systému,

e frekvenénim pfenosem Systému,

o frekvencni charakteristikou systému,

e odezvou systému na libovolny zndmy signél,

e stavovymi rovnicemi systémd.

%)) =

V dalsim se zaméfime predev§im na metody ziskani prvych ¢tyf uvedenych druhi popisu.

1.2 POPIS LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICI
Jednou ze zékladnich metod je popis systému linearni diferencialni rovnici.

Obecny tvar popisu je:

a y®Wt)+a,_ y" TV (t) .. +a,y(t) =b u™ (t)+....+b,u(t) (1)
kde a., bj jsou konstantni koeficienty, u(t) je vstup, y(t) je vystup systému.
Z podminky fyzikalni realizovatelnosti plyne m < n. Rad diferencialni rovnice je roven fadu
v -1
systému. ReSeni rovnice je mozno ziskat, mame-li ureny poc¢atecni podminky y(n )(O),...,y(O)

a u(m_l)(O), ..., u(0) a tvar vstupniho signalu u(t).

Castou formou zapisu je:
2.2y’ (M) =2 bu" () @)
i=1 j=1

V systému s dopravnim zpozdénim
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n m
zaiy(l)(t):iju(l)(t_Td), 3)
i=1 j=1

kde T je doba dopravniho zpozdéni.

1.3 POPIS PRENOSEM V LAPLACEOVE TRANSFORMACI

Casto v reguladni technice, tedy i v popisu prenosovych ¢&lentl, uzivame tzv. Laplaceovy
transformace (dale LT). Je to integralni transformace, ktera prevadi matematické operace jako
je derivace nebo integrace v ¢asové oblasti na nasobeni nebo d€leni operatorem transformace
p. Pouzitim této transformace lze nékteré obtizné fesitelné tlohy v ¢asové oblasti pievést na
jednoduché feSeni v operatorové oblasti podle schématu znazornéného na obr. 1, kde je
symbolem L{f(t)} oznaGena transformace funkce &asu, symbolem L™'{F(p)} pak zp&tna
transformace Laplaceova obrazu do ¢asové oblasti.

oblast Casova oblast LT

f(t) F(p)
predmét obraz
problému L{f(t)} ? problému

v f

obtizné feSeni jednoduché fedeni
predmét -1 9braz
vysledku ¢ L {F(p)} < vysledku
Obr. 1. Postup FeSeni pri uziti Laplaceovy transformace
Zakladni defini¢ni integral Laplaceovy transformace je:
F(p)z_[ f(t)-e™dt (4)

0

@) =

Takto definovanou Laplaceovou transformaci lze feSit problémy v Casové oblasti pocinaje
casem t = 0. Chovani systému pied timto ¢asem, tedy jak se systém dostal do vychoziho
stavu, nelze takto definovanou transformaci fteSit. Tento stav je popsan pocate¢nimi
podminkami feSeni.

Abychom nemuseli stdle vypocitavat obraz podle defini¢niho integralu a pak provadét zpétny
pievod do Casové oblasti, jsou zpracovany slovniky LT - stru¢ny slovnik LT je v ptiloze 1.

Pfi zapisu oznaCujeme funkce v Casové oblasti malymi pismeny a fikdme jim predmeéty,
funkce v operatorové oblasti oznacujeme stejnymi velkymi pismeny a fikame jim obrazy.
Vyhody feSeni uzitim LT demonstrujeme na zékladnich vétach:
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V2.1. Véta o obrazu derivace

Necht’ f(t), f(t), ..., f(n'l)(t) jsou spojité laplaceovsky transformovatelné funkce. Necht’ f(n)(t)
je po Usecich spojita v intervalu <0,). Pak je f(n)(t) laplaceovsky transformovatelna a plati

f(N)(t) = pPF(p) - pn-1f(+0) - pn-2f (+0) - ...- f(N-1)(+0) (5)
Symbolem f(n'l)(+0) oznaCujeme derivace zprava. V uvedeném vztahu zahrnuji vliv
pocatecnich podminek na fesen.

V2.2. Véta o obrazu integralu
Necht’ f(t) je laplaceovsky transformovatelna funkce, ktera mé obraz F(p). Pak i funkce
t

j f (t)dt = g(t) je laplaceovsky transformovatelna funkce a plati:

0
‘ 1
[ f(t)dt = =F(p) (6)
0
Laplaceova transformace umoznuje urcit limity funkce f(t), pokud tyto limity existuji. LT ale
existenci limit nepotvrzuje.
V2.3. Véta o pocatecni hodnoté
Necht’ f(t) je laplaceovsky transformovatelnd funkce, kterd ma obraz F(p), necht’ existuje

kone¢na Itm f(t) , pak

lim f (t) = lim pF(p) (7)

t—0 p—ow

V2.4. Véta o kone¢né hodnoté

Za analogickych ptedpokladi plati

lim f (t) = lim pF(p) (8)

V2.5. Véta o translaci vpravo

Necht f(t) je laplaceovsky transformovatelna funkce, kterda ma obraz F(p). Pak i funkce f(t-
7).7(t-7), kden(t) je tzv. Heavisideiv jednotkovy skok (viz dale), je laplaceovsky
transformovatelna funkce a plati:

f(t-7).n(t-7) = eP".F(p) 9)
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Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace Ize shrnout do nasledujici tabulky:

Vlastnost

Funkce ve tvaru originalu

Funkce ve tvaru obrazu

Linearita

fO+FL)+..+1 (1)

F (p) +F ,(p) +...+F ,(p)

Nasobeni konstantou a.f(t) a.F(p)

N . 1 p
Véta o podobnosti f(at) —.F|l =

a \a
Véta o posunuti vpravo f(t-1) e ""F(p)
Derivace f ™ (t) p".F(p) «
! 1

Integrace J f (t)dt o F(p) .

0

PoznamKy: a - konstanta, * - poc¢ate¢ni podminky musi byt nulové

Tabulka 1. Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

Diferencialni rovnici (1) mizeme pii nulovych pocatecnich podminkéch pouzitim véty
0 obrazu derivace V2.1 pfevést na prenos soustavy (obrazovy prenos) - €0z je obraz

diferencialni rovnice pfi nulovych pocatecnich podminkach.

a,p"Y(p)+a,,p"Y(p)+..4+8,Y(p) = b, p"U(p)+..+bU(p) (10)

Z ¢ehoz obrazovy pienos

Y(p) _ by p"+. by

Y( p)(an p" +...+a0) =U( p)(bm p" +...+b0) (11)

G(p)=

U(p) a,p"+..+a,

(12)

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Zakladni rovnice pfenosu

_Y(p) _ by +bpt...+b,p

G(p) =
(P) U(p) a,+a,p+....+a,p" (13)
se Casto upravuje:
b0 b1 m Lm N ]
=+ Pt t+—p . Bip
G(p)_ a0 aO a0 _180+ﬂ1p+"-'+ﬁmp _ ; J
- - no n (19
1+ %4y G 1+ a,pt..+a,p 1+ ap'
ay CR i=1

V praxi ma prenos soustavy casto tvar

by
w1+ Tp+Tp*+. 4T p"

G(p) = a (15)
1+t p+..+—"p

ay a,

kde K je zesileni soustavy — vystupujici jako méfitko. Po vydéleni rovnice zesilenim K
ziskdme dalsi Casto uzivany tvar

1

G(p) = 2 ;
S, +S,P+S, P +... S, P

(16)

Fourierovym operatorem jo dostavame pienos ve frekvenéni oblasti, kde @ = 2f je kruhova
frekvence. Tento tzv. frekvencni prenos je pouzivan pro zkoumani vlastnosti soustav pii
Formalnim nahrazenim Laplaceova operatoru p vstupnich signalech o riznych frekvencich. Je
v8ak nutno poznamenat, Ze podminky aplikace Fourierovy a Laplaceovy transformace na
funkci Casu se lisi.

1.4 STATICKE A DYNAMICKE VLASTNOSTI SOUSTAV
Vlastnosti jakéhokoliv systému mtizeme pozorovat za riznych podminek:

e v ustaleném stavu - pak hovoiime o statickych vlastnostech,

e ve stavu neustaleném - pak hovoiime o dynamickych vlastnostech.

Statické vlastnosti soustavy stavu se daji vyjadfit statickymi charakteristikami, které jsou
vlastn¢ zavislosti vystupni veli¢iny na vstupni veli¢iné v ustdleném stavu.

y="f(u) (17)
Audio 1.3
‘ )) e
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U linearnich soustav pfedpokladame tuto zavislost linearni. Prakticky vSak byva tato zavislost

nelinearni a provadime jeji linearizaci v okoli pracovniho bodu diive uvedenymi metodami.
A

y(e0)

Y2

Y1

U uz u(e0)
Obr. 2. Staticka charakteristika

Nejjednodussim zpuisobem zjist'ovani této zavislosti u dynamickych soustav, kterymi se nyni
zabyvame, je metoda ur¢ovani bod po bodu. Postupné nastavujeme hodnoty vstupni veli¢iny
a métime odpovidajici hodnoty vystupni veliCiny. Pfitom dbame, aby se neuplatnila dynamika
systému. To zajistime dodateéné odeditanim vystupni veli¢iny po uréité dobé od zmény
vstupni veli¢iny, az se soustava dostane do ustaleného stavu.

V linedrni diferencialni rovnici vyjadiuje tuto zavislost posledni ¢len rovnice, protoze
Vv ustaleném stavu vymizi v§echny zmény v ¢ase (derivace):

Ao Y(t) =bo u(t) (18)

pro t — o (takto vyjadiujeme ustaleny stav; pro rizné systémy je Cas potiebny k dosazeni
ustaleného stavu rtizny: 1 min, 1 h, atd.)

_ b0 _ y(OO) (19)

a, u()

Clen ag popisuje statické vlastnosti soustavy. Statickou charakteristikou pak bude piimka
a jeji rovnice je:

y(e9) =k u(e) (20)

Smérnice piimky bude:

b
tga=k=" (21)
0
Na zékladé rovnice (20) muzeme doptedu urcit, jaky bude vystup pifi daném vstupu
VvV ustdleném stavu, ale rovnice nam nic nefikd o tom, za jakou dobu tohoto vystupu
dosdhneme. Neziskame jesté Gplny popis systému, nemizeme jej jeste ridit.

Pro uplny popis systému musime zjistit také dynamické vlastnosti systému, tedy zavislost
vystupni veli¢iny na ¢ase.
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@) (=

Pro uréeni dynamickych vlastnosti soustav zavadime na vstup soustavy pfredem definované
signaly. Tyto signaly jsou bud’ neperiodické nebo periodické. Podle téchto vstupnich signalt
délime deterministické metody na metody vyhodnoceni ptechodovych, frekvencnich
a impulsnich charakteristik, a dale na metody, pii kterych je vstupni signal ve tvaru obecné
funkce casu, spliiuje vSak wurCité omezujici pfedpoklady. Mezi nejcastéji pouzivané
neperiodické vstupni signaly patii:

e Heavisidetv jednotkovy skok 7(1),

e Diracuv jednotkovy impuls &t),

e jednotkovy skok rychlosti & (t) resp. v(t),

e jednotkovy skok zrychleni a(t) (uzivany mén¢ ¢asto).
Mezi nejcastéji pouzivané periodické signaly patii:

e sinusovy prubéh,

e sled pravouhlych impulsd,

e sled lichobéznikovych impulsti,

e sled trojuhelnikovych impulst.

Meéieni dynamickych vlastnosti a zjistovani vystupnich dynamickych charakteristik vyuzivaji
metody deterministické identifikace.

1.5 DEFINICE VSTUPNICH SIGNALU PRO DETERMINISTICKE
METODY IDENTIFIKACE

Jedna se o experimentalni metody identifikace, pii kterych neuvazujeme pisobeni ndhodnych
veli¢in na objektech ani neuvazujeme nepiesnosti méfeni. Deterministické metody jsou
jednoduché a nazorné. Je-1i méfeni na objektu provedeno peclivé, dostaneme dobré vysledky.
Hodi se piedevsim pro jednoparametrové soustavy. Pro viceparametrové soustavy se hodi
tehdy, mtizeme-li hodnoty nesledovanych veli¢in zanedbat nebo jejich vliv vyloucit
(udrzovéanim na konstantni hodnot¢).

1.5.1 Heavisideiiv jednotkovy skok 7(t)
Audio 1.5
*)) re

1.5.2 Je definovan vztahy:

nit)=1prot>0
nt)=0prot<0
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u) T
n®)

Obr. 3. Heavisideiiv jednotkovy skok

V Laplaceov¢ transformaci L{7(t)} = 1/p.
V case t = 0 se skokové zméni hodnota signalu z nuly na jednicku.

Odezvu na Heavisidetv jednotkovy skok nazyvame prechodova funkce, jeji graf pak
prechodova charakteristika soustavy a oznacujeme ji h(t). Jednotlive charakteristiky budou
vyjadieny v nésledné kapitole.

@) =

Diractv jednotkovy impuls &t)
Diractv impuls &t) je idealizovana funkce fyzikalné nerealizovatelna. Lze ji charakterizovat
vztahy:

@) =

At)=0 prot=0
ot) = o prot=0.

Piedstavujeme si, ze vznikd z impulsu o vySce h a Sifce b. Plochu impulsu si zvolime
jednotkovou a pii soucasném zmenSovani Sitky (b—0) zvétSujeme vysSku (h—»o0) tak, aby
stale platilo

b.h=1 (23)
&) S(t)

/— b.h=1

|=

A
b t
Obr. 4. Diraciiv jednotkovy impuls
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Laplacetiv obraz L {Jt)} = 1.

Odezvou systému na vstupni signal ve tvaru Diracova impulsu je impulsni funkce a jeji
grafickeé zobrazeni pak impulsni charakteristika systému a oznac¢ujeme je g(t).

@) =

Diraciiv impuls je derivaci Heavisideova jednotkového skoku a podobné je iimpulsni
charakteristika derivaci pfechodové charakteristiky.

@) (=

Skok rychlosti &)
Je definovan vztahy:

) =0 prot<0

) =t prot >0
0

t
Obr. 5 Skok rychlosti
Laplaceovym obrazem skoku rychlosti je:
1
L{g(t)} = o (24)

1.5.3 Skok zrychleni a(t)
Je definovan vztahy:

ait)=0 prot<0

a(t):; t? prot >0
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a() |

t
Obr. 6 Skok zrychleni
Laplaceovym obrazem skoku zrychleni je:
1
Lia(t)f= I’ (25)

Vstupni funkce ve tvaru skoku rychlosti, jednotkového skoku a jednotkového impulsu si
navzajem odpovidaji podle vztahi:

6(t)=n'(t)=2"(t) (26)
n(t)=2'(t) (27)

Diractiv impuls je derivaci jednotkového skoku a druhou derivaci skoku rychlosti; jednotkovy
skok je derivaci skoku rychlosti.

Podobné 1ze hovofit i o vztahu mezi odezvami. Impulsni charakteristika g(t) je derivaci
prechodové charakteristiky h(t):

g(t)=h'(t) (28)

Podobné je ptrechodova charakteristika derivaci odezvy na skok rychlosti. Pfi praktické
realizaci je nutno pocitat s tim, ze prub&hy vstupnich signalt nebudou idealni, ale dojde
K jejich zkresleni.
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2 PREDNASKOVY TEXT SE VZTAHUJE K TEMTO OTAZKAM
e Vyjadfeni linearni diferencialni rovnice n-tého radu.
e Pienos systému v obrazovém tvaru pomoci LT.
e Staticke vlastnosti a staticka charakteristika soustavy.

e Dynamicke vlastnosti a dynamickée charakteristiky soustavy - ptechodova a impulsni
charakteristika.

e Vstupni signdly pro deterministickou identifikaci — Diractuv jednotkovy impuls,
Heavisidetv jednotkovy skok.
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