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Kvadraticky moment a t€zisté prafezu nosniku

1 KVADRATICKY MOMENT A TEZISTE PRUREZU NOSNIKU

OBSAH KAPITOLY:

/‘

—
Obecny postup feseni.
Kvadraticky moment prifezu.

Vv w

Vv v

kvadraticky moment prafezu,

hlavni centralni kvadraticky moment prifezu.
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Kvadraticky moment a t€zisté prafezu nosniku

1.1 OBECNY POSTUP RESENI

1/Libovolné si zvolime souradny systém

Vv w

= Yi=1Yri-Si i i1 27i- i (1
T - —’ T - T - .
i=1Si i=15i
3/Vzhledem k t€ZiStnim osdm vypocCitime kvadraticky moment prifezu J, a J,, ptipadné
pokud prifez nema ani jednu osu symetrie, pak vypocitame i deviatni moment

Jyr :ff z2dA, Jr :ff yszr]yTzT :ff yzdA. (1.2)
A A A

4/Vypocitame hlavni centralni kvadratické momenty a polohu natoceni hlavnich os kolem

2%

+ Jorars
4 rer (1.3)

1 2
0 = —atan Qﬂ> .
2 zT _]yT

_Jyr ter + \/(ij _]ZT)Z

]Tmax,min - 2 -

1.2 PRIKLAD 1

Odvod'te obecné vztahy pro kvadratické momenty obdélnikového prifezu.

B

!
| |
Q
i
a2 . -
T
y
r |
B/2

Obr. 1.1 Rozméry prifezu

Vvoev

vysce H (Obr. 1.1) se dvémi osami symetrie.
Pro vypocet kvadratickych momentti prifezu pak vyuZzijeme vztaht (budou pouzity i
v nasledujicich piikladech)

Jyr :fL an 1 =ﬂ:4 y2dA. (1.4)

Pro odvozeni vztahli vyjmeme z obdélnikového prifezu ve vysce z element vysky dz a Sitky

Vv v
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Kvadraticky moment a t€Zisté prifezu nosniku

integrani meze v ose y jsou velikosti H/2 v kladném i1 zaporném sméru a v ose z pak B/2
taktéZ v zaporném i kladném sméru osy

dz

H/2
N
N

T +T
I
|
B2
Obr. 1.2 Vyjmuti elementu
H B H B H
2 (7 z P 312 g BH?3 .
]yT—f__ __z dydz—f_ﬂz dzf_éldyz 3 [y]_g— v (1.5)
2 2 2
H B H B B
= (2 yeayaz= (1 [2y2ay = iz, [o] =HE (1.6)
er—f_gf_gy yZ—f_g Zf_gy y_m-g?_g_u' :
2

Deviaéni moment setrvacnosti u symetrického prufezu, kde souradné osy, viici nimz pocitame
moment setrvacnosti, tvoii osy symetrie je nulovy.
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Kvadraticky moment I

2 KVADRATICKY MOMENT I

OBSAH KAPITOLY:
=
Kvadraticky moment prifezu a tézisté plochy.

Steinerova véta.

CiL:

Kvadraticky moment priifezu k posunutym osam,

kvadraticky moment prifezu k pootoenym osam,
devia¢ni moment prafezu,

hlavni centralni kvadraticky moment prifezu.
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Kvadraticky moment I

2.1 PRIKLAD 2

Odvod'te obecné vztahy pro kvadratické momenty kruhového priifezu.
z

Obr. 2.1 Rozméry prifezu

Vv v

tudiz do stfedu kruhu. Kvadraticky moment prafezu uré¢ime z elementu (Obr. 2.2), ktery
vyjmeme ve vzdalenosti r od stiedu o tloust’ce dr a v thlové vzdalenosti ¢ a thlovém vyseku
de. Kvadraticke momenty prifezu J, a J, lze spocitat pomoci transformace do polarnich
soufadnic. Transformac¢ni rovnice maji nasledujici tvar

V4

Qr
s

Obr. 2.2 Vyjmuti elementu

Yy =71"coS @,
Z=r-sing, (2.1)
J=r.
Kde J je jakobian transformace
2w R
Jr = f j (r - sing)? - rdrde = (22)
0 0
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Kvadraticky moment I

_fzn oV2d fR 3 _[1 1 5 ]2"r4R_nR4_nD4
=), (sing) <p0r y=13¢ 45111(4))0 40— T = ea

2w R
jozf f(r-cosq))z-rdrdq):
o Yo
_fzn 24 fR 34 _[1 +1_ ) ]2" T4R_TI.'R4_T[D4 (2:3)
_0(cos<p)<p0r y—2<p 4sm(q))o 40_4_64'

Pro integraci vyrazu (sing)? a (cos@)? jsou vyuzity nasledujici vztahy a integrace pomoci
substituce

cos(2¢), (cosp)? = % + %cos(pr). (2.4)

N =
N =

(sing)? =

Polarni kvadraticky moment setrva¢nosti je pak prostym souctem kvadratickych momentt
prifezu J,, a J,
nD* nD* mD*

= = s 2-5
Jo =Iyr Her =~ t e = 35 25)

2.2 PRIKLAD 3

Odvodte obecné vztahy pro kvadratické momenty ctvrtkruhového priifezu.
Z

& y

Obr. 2.3 Rozméry prifezu
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Kvadraticky moment I [

Y

X y

Obr. 2.4 Vyjmuti elementu

Podobné¢ jako v predchozim piikladé se jedna o kruhovy priifez, nyni ale pouze v rozmezi
je orientovan podél spodni a levé hrany prufezu. K odvozeni vztahli pro kvadraticky moment
prafezu plochy pouzijeme opét element o rozmérech d¢g a dr vyjmuty ve vzdalenosti r od
sttedu a @ od osy y (Obr. 2.4). K odvozeni vyuzijeme opét transformaci do polarnich
soutadnic rovnice (2.1) a vztahy pro vypocet kvadratickych momenti priifezu (rovnice (1.4))

L
2

]yT=j f (r - sing)? - rdrdg =
0o Jo

2 2 g 1 1. [ /1 m R (2.6)
fmmran[ oo tenl [ -9 5
nR* nwD*
"6 "6
7 R
Jzr =f j (r-cosp)? -rdrde =
0 YO0
z R T 4R 4
= joz(cosfﬂ)zdgoj; r3dy = E(p +%sin(2(p)]z l%lo = (%%) RT = (2.7
nR* nmD*
=76 =256
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Kvadraticky moment I

2.3 PRIKLAD 4

Odvod'te obecné vztahy pro kvadratické momenty trojuhelnikového prifezu.

|

h

V4
Obr. 2.5 Rozméry prifezu

V tomto ptiklad¢ je nutné nejprve upozonit na jinou orientaci zvoleného souradného systému.
Kladna osa z smétuje podél levé hrany dolli, osa y pak doprava od vrcholu trojahelniku.
Z trojuhelniku opét vyjmeme element ve vzdalenosti z od osy y vysky dz a ve vzdalenosti y
od osy z sitky dy (viz Obr. 2.5). Elementarni plocha pak je dA = dy - dz. Horni integracni
mez pro soutradnici y je nutné urcit z podobnosti trojahelnika, a to

y B B
;_E—>y_ i (2.8)
n . N - y
dA = dydz
Y
an I
I |y dy
N
1 o
’L.I

-

Obr. 2.6 Vyjmuti elementu

Pro vypocet kvadratickych momenti setrvacnosti pouzijeme opét vztahy (1.4.), v tomto

piipad¢ se jedna o prifez, ktery nemd osu symetrie, tudiz musime vypocitat i deviacni
moment setrvacnosti

Bz . H
"o " Bz B [z*]" BH?®
o= [ [T rayar= [ pifa=- B2 o
Bz Bz 0
H (4 Hy31H B3 41" yg3
_ zddzf LA JA 228 (2.10)
Jar jofo yaver=1o13| T3 H |4 12
0 0
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Kvadraticky moment I [N

Bz

n BZ H 21T H 2 4H 22
_ H _ y _ B z _B H .11
Jyrzr —fo fo yzdydz—f0 z lZL dz = > 12 [4]0 =5
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Kvadraticky moment II

3 KVADRATICKY MOMENT II

OBSAH KAPITOLY:
=
Kvadraticky moment prifezu a tézisté plochy.

Steinerova véta.

CiL:

Vvoev

kvadraticky moment prazezu,
kvadraticky moment prafezu k posunutym osam,

hlavni centralni kvadraticky moment prifezu.
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Kvadraticky moment I1

3.1 PRIKLAD S5

Vypocitejte momenty setrvacnosti u zadané¢ho slozeného prufezu na Obr. 3.1 s jednou osou
symetrie.
Zadan¢ hodnoty jsou t = 5mm; a = 10mm; b = 20mm.

2

b

t * ]

—

Obr. 3.1 Rozméry prifezu

v w

obrazce. Slozeny obrazec si rozdélime na zdkladni tvary, u nichz zndme momenty
setrvacnosti (obdélnik, ¢tverec, kruh,...). Pomoci ndm muze byt zapis soutadnic tézist’ a ploch
jednotlivych elementarnich utvarG do tabulky. Rozdéleni sloZzené¢ho obrazce na jednotlivé

Vv w

b

*/. &Y
Om t I

—

Obr. 3.2 Rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary
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Kvadraticky moment I1

]2

[T1

—

y

Obr. 3.3 Tézisté dil¢ich ploch

Tab. 1 Polohy tézisté dilé¢ich ploch

i[—] yrilmm] zri[mm] Si[mm?]
1 10 5 50
2 10 12,5 100
Tezisté slozeného obrazce
b b
Y2 . yriSi mrat+z bt 10-50+10-100 G3.0)
yr = > = = = 10 mm, .
2_S; a-t+b-t 10-5+20-5
a t
zn-S, gratt+(z+a) bt 5.504+125-100
Ty s a-t+b-t ~710-5+20-5 (3.2)
=10 mm.
YT
—— gl ———
Z ‘ ZT‘

Wvew

A%

kvadratické momenty setrvacnosti

t-a3 a\?  pt3 t\2
Jyr =55t act(zr=5) +5 bt (zr+3) =
_510° +10-5 (10 10)2 L2 5 +20-5 (10 + 5)2 - 3.3)
12 2 12 2]
=17 500 mm?,

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Kvadraticky moment 11 [

t-b® a-t> 5-20° 10-53
Jr= vt T T
Zadany priifez ma jednu osu symetrie, kterd je zaroven i t€ziStni osou, proto pro vypocet
kvadratického momentu setrvacnosti kolem osy z - [, neni potieba pouziti Steinerovy véty.
Prvni a tieti ¢len ve vypoctu kvadratickych momentt setrvacnosti J,7 je moment setrvacnosti
zékladniho tvaru, tudiz obdélniku vici jeho vlastnimu soufadnému systému prochazejicim

2%

= 3437,5 mm*.

disledkem Steinerovy véty a jsou soucinem obsahu dané elementdrni plochy a kvadratu
vzdalenosti t€zistni osy elementarniho soufadného systému od soufadného systému celého
sloZzeného obrazce.

Prifez ma jednu osu symetrie, kterou tvoii t€ziStni soufadny systém, proto je deviacmi

moment setrvacnosti nulovy.

3.2 PRIKLAD 6

Vypocitejte momenty setrvacnosti u zadané¢ho slozeného prufezu na Obr. 3.5 s jednou osou
symetrie.
Zadan¢ hodnoty jsou B = 70mm; H = 100mm; D = 30mm; a = 15mm.
Z
|

—

y

Obr. 3.5 Rozméry priiezu a rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary

Opct si zvolime soufadny systém, jehoz pocatek je tentokrat umistén v levém dolnim rohu
prifezu. Tentokrat mame obdélnik, ktery ma uvnitf vyfezanou kruhovou diru, tudiz pfi
vypoctu tézisté 1 kvadratickych momentl setrvacnosti budeme kruhovou plochu odecitat.

Vv v
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Kvadraticky moment I1

=y
:Tl
|
|
|
| .
|
¥y
Obr. 3.6 Tézisté dil¢ich ploch
B B mwD?* 70 70 - 3072
) _ZL'Z=1)’Ti'Si_2 B-H — 7 F 7 -70100 — 7 TA
T = 2 . 2 - - 302 - 34
=15 B-H-"2 70 - 100 — Z-39 34
4 4
= 35 mm,
H H nD?
, YiaznS; 7 BH-— (7""1) i
r = =
12=1Si B.]-[__ﬂD2
100 100 Y[ 332 3-5)
=5=+70-100 — (T+ 15) -
= — 302 = 48,3 mm.
70-100 — 7
Z ZT[
YT
I
i S
|
Yy
Obr. 3.7 Poloha tézisté slozeného obrazce
B-H3 H nD*  mD? H 2
T-I_B'H'(ZT_;) +—+— (a+;—ZT) = (36)
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Kvadraticky moment 11 [

_70-100° oo (48 ; 1oo>2 L300
12 ’ 2 64
m - 307 100 ? .
+ -(15+T—48,3) = 6090 460 mm*,
_H'B3+T[D4 B 100-703_|_7r-304
S =t e T T 12 64
Zadany priiez ma jednu osu symetrie, ktera je zaroven 1 téziStni osou, proto pro vypocet
kvadratického momentu setrvacnosti kolem osy z - J,r neni potfeba pouziti Steinerovy véty.
Prifez mé jednu osu symetrie, kterou tvoii t€ziStni soufadny systém, proto je deviacmi
moment setrvacnosti nulovy.

= 2 898 094 mm*. (3.7)
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Hodnoty kvadratickych momentt zékladnich prifezi

4 HODNOTY KVADRATICKYCH MOMENTU ZAKLADNICH
PRUREZU

OBSAH KAPITOLY:
=
Kvadraticky moment zakladnich prifezi.

CiL:

Hlavni centralni kvadratické momenty vybranych plochy.
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Hodnoty kvadratickych momentt zékladnich prifezi

4.1 HODNOTY KVADRATICKYCH MOMENTU ZAKLADNICH

PRUREZU
Tab. 1 Hodnoty kvadratickych momenti zakladnich praiezi
Tvar priifezu J,rIm?] Tvar priifezu J,rIm*]
b B
g
), bh? | _ | BH? —bR?
= [
T 12 ST 12
‘ 7
b
y i' y
b
l
S d nD* mr A bh3  md*
64 4 RN N 12 64
!
b
a
z RN
TL'(D4 _ d4) @ ‘@\1 TL'(D4 _ d4)
64 64
!
Proa + d/z < D/2
b
wha3 bh3
= [
4 o o 48
e
P
| = =
h3(a? + b2 + 4ab) + bh3
< 1.z 36(a + b) R 48
%, :
b ] {
Yy
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|
4 —— = z
= z h3(a* + b* + 4ab) T bh?
36(a + b) it 48
y

B
h(a+2b)

3(atb)

S _
] I 2
o = Ny .z 3
14 i\ q Z B (L — L) D* I ﬂ
f 128 18w b 36
. ‘
@D yL
e
@D
! NEE
¥ | T 1 bh3
T z o <_ — _> D4 g = —
& / A 128 18m = 36
] ¢
~ ¥
y
|
L | b 4
S
—rljh—-h & o
4 bh3 — (b —s)(h—2h)| = & & a*
C L.\ ] 12 12

hi >

- | T
| 2h,b3 + (h — 2hy)s3 2 a*
== d/ ! o Py
T 12 o 12

S N

!
Yy
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H D2
h
|
] |
\ , bh®+ (H — h)B3 @@‘Z 5v/3D*
I s eSS 12 | 256
/] - yl
y r= D/Z
H
h
N/
| , bh3® + (H — h)B3 H* —h*
B - 12 12
- [ 7
y
D
i <4 - nD?[4(H — D)? + D?] N D(H — D)[(H — D)? + 2D?]
64 12
-
Yy
r=L/;H>D
T
N <
_ - BH3® — (B —b)h® [BH? — (B — b)h?]?
L 3 [BH — (B — b)h]
b
b [
asi =
STz BH3® — (B —b)h® [BH? — (B — b)h?]?
K N 3 [BH — (B — b)h]
Yy
B
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5 PRIKLADY I

OBSAH KAPITOLY:
=
Kvadraticky moment prifezu a tézisté plochy.

Steinerova véta.

r

CIL:

Vvoev

kvadraticky moment prazezu,

kvadraticky moment prafezu k posunutym osam,
kvadraticky moment prifezu k pootoenym osam,
devia¢ni moment,

centralni moment priizezu,

konstrukce Mohrovy kruznice.
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5.1 PRIKLAD 7
Vypocitejte momenty setrvacnosti u zadaného pratezu (viz Obr. 5.1).

Zadané hodnoty jsou a = 28 mm; b = 24 mm; ¢ = 8 mm; h = 40 mm; t; = 6 mm;
t, =3mm; t; = 4 mm.

yi

B |

t1

L/

N

FH LT, g

!
Wf\\\

C
P s |
-V
; !
v | 1 _
Z
=} b i

Obr. 5.1 Rozméry priufezu

Zvolime si soufadny systém, jehoz pocatek je umistén v levém dolnim rohu (viz Obr. 5.1).

Vv v

zvolenym osam.

Yr = o1 VriSi
= LALERLP
?:151' b
%'a'tl+(h_t1_tz)'tg'(%‘l'c)‘l'b'tz'(?‘l'c)
N a't1+(h_t1_t2)'t3+b't2 N (51)
28 4 24
_7-28-6+(40—6—3)-4-(§+8)+24-3-(7+8)=
28-6+ (40 — 6 —3) -4 + 24 -3
=13,82 mm,
=21$=1ZTi'Si _
’ ?:151' b
t -t —t t
B at1+(h_t1_t2)t3+bt2 - (52)
6 40—-6—3 3
:(40—7)-28-6+(40—6—3)-4-(T+3)+24-3-§_
28:6+(40—6—3)-4+24-3
= 23,68 mm.
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|
e

¢

—_ _—— -

Z

Obr. 5.2 Rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary

Jy =

t\> (h—t; —t,)3 ¢t
1) +( 1 2) 3+

a't13
+a't1' h_E 12

12 ,

h—t, —t b-t,?
+(h—t1_t2)'t3'(% 2) -
_28-6° 6)2 (40-6—-3)%-4

=1 +28'6-<40—§ 12

40—-6-3 2 24.33
+(40—6—3)-4-(T )
]Z:t1'a3+t33'(h_t1_t2)

3 12
PCELA (b+ )2—
12 2'\7¢) =
_6:28 A U062 44 3)4<4+8>2+
3 12 2
43 24 2
+24-3-(7+8) = 88 725 mm*,

a tl t3 h_tl_tz
]yZ:a'tl'E'(h_g)‘}'(h_tl_tz)'t:;'<3+C>'<—+t2>+

b t,
+b-t2-<§+c)-?

=28-6-?-(40—§>+(40—6—3)-4-(;+8>-<

24 3
+24-3-(7+8>-§=112 124 mm*.

(5.3)

= 283 081 mm*,

2

t
+(h_t1_t2)'t3'(?3+C) +

(5.4)

+

40—6—3
T+3)+
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N/

L

Wvew

Zadany prafez nema osu symetrie, k vypoc¢tu kvadratickych momentli prafezu k téziStnim
0sam lze pouzit naptiklad Steinerovu vétu.

Lr=Jy—la-ti+h—t;—t;) ts+b-ty] 2;* =

5.6
= 283081 —[28-6+ (40 — 6 — 3) -4 + 24 - 3] - 23,682 = 79 043 mm?*, (5-6)
]ZT:]z_[a'tl+(h_t1_t2)'t3+b't2]'yT2: (57)
=88725 —[28-6+ (40 —6 —3) - 4 + 24 - 3] - 13,822 = 19 162 mm?*, '
Jyrzr =Jyz —la-ti +(h—t; —t) " t3+b-t;] - zp - yr =
=112124 —[28-6+ (40 —6—3) -4 +24-3]-23,68-13,82 = (5-8)

= —7 013 mm*.
K urceni hlavnich centralnich kvadratickych momentl prifezu a uhlu pootoceni od teZiStni
osy lze pouzit grafické feseni, které spoc¢iva v konstrukci Mohrovy kruznice (viz Obr. 5.4).
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Dytzt 4
[mm']
8
>
-
| Z
1 ®
L — _ _ _
| - Iy, J4zt
\'% [mm’]
A
A
Iyt
Obr. 5.4 Konstrukce Mohrovy kruzZnice
Dytzt
[mm4] Jzt
5
e
=
Y |
— 1 —
! | Jyt, Jazt
[ [mnt']

Iyt

Obr. 5.5 Konstrukce Mohrovy kruznice

Dytzt
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Dytat ? Jmax
[mm ‘* >
|
Z
2 1 Jyt, Jzt
\' [mm']
|
Jmin
Obr. 5.6 Konstrukce Mohrovy kruznice
Dyt { - .
[mm’]
- Ja
IS}
>
A
;| Z
. . Y
1 | 2 1 Jyt, Jzt
Y | [mm4]
B
>
| A
- Jmin .
Iyt
Obr. 5.7 Vysledna Mohrova kruZnice
Z daného feSeni lze také odvodit nasledujici vztahy.
Jyr +Jar Jyr = Jar\?
Jmax = - 2 4 + (y > - ) +]yTzT2= (5.9)
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2
) + (~=7013)2 = 79 853 mm*,

79043 + 19162 79043 — 19162
- 2 + ( 2

+/; —Jz 2
Jmin =]yT 2 Jor _\/(AfT ) / T) -I']yTzT2 =

(5.10)

79043 + 19162 (79043 — 19162

2
2 .
- |larctg (#) = arctg<

YW yr
ye'

ZXAE S

\ | ZT’

T e
//
Z7
Q

\ z

Obr. 5.8 Zobrazeni polohy hlavnich centralnich os

2
) + (=7013)2 = 18 352 mm*,

2-(=7013)
79043 — 19162

1
2

>‘ = 6,59°. (5.11)

-
//

\

SRR N RS NN N
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6 PRIKLADY II

OBSAH KAPITOLY:
=
Kvadraticky moment prifezu a tézisté plochy.

Steinerova véta.

r

CIL:

Vvoev

kvadraticky moment prazezu,

kvadraticky moment prafezu k posunutym osam,
kvadraticky moment prifezu k pootoenym osam,
devia¢ni moment,

centralni moment priizezu,

konstrukce Mohrovy kruznice.
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6.1 PRIKLAD 8

Vypocitejte momenty setrvacnosti u zadaného prarezu (viz Obr. 6.1).
Zadané hodnoty jsou a = 28 mm; b = 24 mm; ¢ = 8 mm; h = 40 mm; t; = 6 mm;
t, =3mm; t; = 4 mm.

y

r a .

) —| Y

7///////| “

7]

o 13

P o~

4

? v

i S I
A Z

Obr. 6.1 Rozméry prifezu

Zvolime si soufadny systém, jehoz pocatek je umistén v levém dolnim rohu (viz Obr. 6.1).

Vv w

zvolenym osam.

Xyt Si
o ?:151' -
%-a-tl+(h—t1—t2)-t3-t73+b-t2-%
B at;+(h—t,—t,) ts+b-t, B (6.1)
28,286+ (40-6-3)-4-3+24-3- 5

28-6+(40—-6—3)-4+24-3
=9,52 mm,
_213=1ZTi'Si_
T ?:151' -
(h—%)-a-t1+(h—t1—t2)-t3-(@+tz)+b-tz-%
a a-t,+(h—t,—t,) ts+b-t, - (6.2)
_(40—%)-28-6+(40—6—3)-4-(w+3)+24-3-%_

28 6+ (40— 6—3) 4 + 243

= 23,68 mm.
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/@

4

—_ —_——

/@

Obr. 6.2 Rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary

Jy =

a-t;’ t1)2 (h—t; —t)° t5
1 +a-t; (h > + 1 +

h—t, —t 2 p-t,3
+(h—t1_t2)'t3'(# 2) = =
2, (6.3)
_28-63+28 . (40 6) +(40—6—3)3-4
12 2 12
40—-6-3 2 24.33

+(40—6—3)-4-(T ) = 283 081 mm*,

t;ra® t3-(h—t;—t,) t, b3
]Z= 1 3 1 2 + 2 —

3 3 (6.4)
_6-28% 4°-(40-6-3) 3-243_2_)8389 .
~ T3 12 3 mms,

a tl t3 h_tl_tz

Jyz=a tl-i-(h—5)+(h—t1—t2)-t3-3-(T+t2)+

b t,
+b't2 57_
_0g.6.28 (40 6)+(40 6—3)-4 i (40_6_3+3)+ (¢
B 2 2 2 2

24 3
+24-3-7-E=92908mm4.

Zadany prifez nema osu symetrie, k vypoctu kvadratickych momentl prifezu k t€ziStnim
osam lze pouzit napiiklad Steinerovu vétu.
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W wvew

Jyr=Jy—=la-ti+(h—t;—t;) ts3+b-t;]-2z;* =

6.6
= 283081 —[28-6+ (40— 6 —3) -4+ 24 -3]-23,68% = 79 043 mm*, (6.6)
]ZT:]z_[a'tl+(h_t1_t2)'t3+b't2]'yT2: (67)
=58389 —[28:-6+ (40 —6 —3) -4+ 24-3] - 9,522 = 25 424 mm?*, '
Jyrzr =Jyz —la -ty + (h—t; —tp) "tz + b -t3] " yr-zr = (6.8)
=92908 —[28-6+ (40— 6 —3) -4+ 24-3]-9,52- 23,68 = 10 895 mm*™. '

K urceni hlavnich centralnich kvadratickych momentl prifezu a uhlu pootoceni od teZiStni

osy lze pouzit grafické feSeni, které spociva v konstrukci Mohrovy kruznice (viz Obr. 6.4 az
Obr. 6.7).

Dytzt |

4. Iyt _
[mm’] = =
—
N
>
A
Y
! | J yt, Jzt
] 4
® [mm’]
. Z,
N
>
-
Obr. 6.4 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
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Dytzt
wal Iy _
[mm’] = =
I B
Y |

N

B

A

Obr. 6.5 - Konstrukce Mohrovy kruZnice

Dytaf

[mm’]
|

Y
2
1 J yt, Jzt
[mm’]
Z
|
Jmin

- Jmax o

Obr. 6.6 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
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Dytz4t A Jy1:

Jyt, Jzt
[mum]
B
>
- |
Jmin
Jmax
Obr. 6.7 - Vysledna Mohrova kruZnice
Z daného feSeni lze také odvodit nasledujici vztahy.
Jyr + Izt Jyr = ot 2
Jmax = > ~ + ( 2 4 ) +]yTzT2=
(6.9)

79043 + 25424 4 \/(79043 — 25424

2
5 5 ) + 108952 = 81 172 mm?*,

+ z —Jz g
Jmin :]yT > Jor - \/(ij 2 J T) +]yTzT2 =
(6.10)

79043 + 25424 (79043 — 25424
B 2 B 2

a=—-|arct 2 Jyrar 1 2-10895 )
~2 I\Ir =T 79043 — 25424

2
Znaménko pro uhel a se stanovi na zaklad¢ platné znaménkové dohody (viz ptrednaskové
texty z predmétu Pruznost a pevnost 2). V tomto pfipad¢ je thel o« = —11,06°.

2
) + 108952 = 23 295 mm*,

1

arctg ( =11,06°. (6.11)
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Obr. 6.8 Zobrazeni polohy hlavnich centralnich os

6.2 PRIKLAD 9

Vypocitejte momenty setrvacnosti u zadaného prafezu (viz Obr. 6.9).
Zadan¢ hodnoty jsou b = 24 mm; h = 40 mm; t; = 6 mm; t, = 3 mm; t; = 4 mm.

4
a |
Y
f ///// ‘
A ]
; <
Nﬂ l///
7 / // \ I
Z
—g b o

Obr. 6.9 Rozméry pruiezu
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Zvolime si soufadn}'/ systém jehoi pocatek je umistén v levém dolnim rohu (viz Obr 6.9).

Vvoev

zvolenym osam.
= i yritSi
p = ————— =
i=15i
b

T 6+(40—6—3) 4- (2+24—4)+24 37
24-6+(40—6—13)-4+24-3
= 15,65 mm,
4 _Z?leTi'Si_
e LI
AR .
t —t, —t t
( _%)'b'tl‘l'(h_tl_tz)'t:;'(%‘l‘tz)‘}'b'tz'72
- b't1+(h_t1_t2)'t3+b't2 o (6'13)
6 40—6—-3 3
:(40—7)-24-6+(40—6—3)-4-(T+3)+24-3-§_
24-6+(40—6—13)-4+24-3
=22,74 mm.
|
[
| /C
— _—P_
Z
Obr. 6.10 Rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary
b't13 (h_tl_tZ)
= bt (h——)
Jy 12 thh ) 12
h tz 2 b't23
+(h_t1_t2)'t3 ( +t2) + S
2 3 (6.14)
24 - 63 (40 6—3)3
= +24-6- (40— ) +
12
40 — 6 — z .33
+(40—6—3)-4( > 3) + 3 = 250 153 mm?,
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t; b3 ti3-(h—t, —t
1 +3 ( 1 2)+

Jz =3 12
t32 tz'b3
+(h_t1_t2)'t3'(b__) + =
2 3 (6.15)
_6-243+43-(40—6—3)+ '
-3 12
4% 3-248
(40—6—3)-4-(24—§> +— =101 653 mm?,
b t3 h_tl_tz
et g (1=5) et () ()
bty _
24 4\ (40 —6—3 (6.16)
= — (40——)+(40 6—3)-4- (24——)-<—+3)+
2 2 2
24 3
+24-3- - 5—115700mm

Zadany prifez nema osu symetrie, k vypoctu kvadratickych momentl prifezu k t€ziStnim
osam lze pouzit napiiklad Steinerovu vétu.

y yr

VA4

L

W wew

]yT:]y—[b't1+(h_t1_t2)'t3+b't2]'ZT2:

6.17
= 250153 —[24-6+ (40 —6—3) -4 + 24 - 3] - 22,74% = 74 410 mm?*, ( )
]ZT:]z_[b't1+(h_t1_t2)'t3+b't2]'yT2: (618)
= 101653 —[24-6+ (40— 6 —3) -4 + 24 - 3] -15,65% = 18 411 mm?*, '
Jyrzr =Jyz = [ty +(h—t; —t)) " ts+ b -t3] - yr-zr =
= 115700 —[24-6+ (40— 6 —3) -4 + 24 - 3] - 15,65 - 22,74 (6.19)

= —5 252 mm*.
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Piiklady II

K urceni hlavnich centralnich kvadratickych momentt priifezu a uhlu pootoceni od téziStni
osy lze pouzit grafické feSeni, které spoc¢iva v konstrukci Mohrovy kruznice (viz Obr. 6.12 az

Obr. 6.15).

Dytzt A
[mm']
B Jzt -
N
S
=
|
| L
° 1 1
) T - T~ -
| 2 o 1y, Ja
Y i [mm4]
N
=,
A
Jyt
Obr. 6.12 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
Dytzt A
[mm4
B Jzt o
N
>
=
|
Y
! | Jyt, Jzt
[mm']
Iyt

Obr. 6.13 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
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Dyezt | -
|
Z
1
2 Jyt, Jzt
Y [mm4]
|
Jmin
B BE—
Obr. 6.14 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
A
o Jmax _
[mm'] [~ -
§
)
o
|
Y
1 | Jyt, Jzt
[mm’]
|
Iyt
Obr. 6.15 - Vysledna Mohrova kruZnice
Z daného feSeni lze také odvodit nasledujici vztahy.
Jyr +or Jyr = Jor\?
Jmax = Y 2 - + (y 2 < ) +]yTzT2 = (6.20)

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Piiklady II

2
) + (—5252)2 = 74 898 mm*,

74410 + 18411 74410 — 18411
- 2 + ( 2

2
Jmin = 2 —) +]yTzT2 =

_Jyr ter B \/(]yT — ot
2

6.21)

_ 74410 + 18411 (74410 — 18411
- 2 B 2

~ (21| 20(=5252)
RN A 7y I\ 74410 — 18411

2
Znaménko pro uhel a se stanovi na zaklad¢ platné znaménkové dohody (viz ptrednaskové
texty z pfedmétu Pruznost a pevnost 2). V tomto piipad¢ je uhel a = +5,31°.

y b

2
) + (=5252)2 = 17 923 mm*,

1

= 5,31°. (6.22)

/% /; QZT
\ Z

Obr. 6.16 Zobrazeni polohy hlavnich centralnich os
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Piiklady III

7 PRIKLADY III

OBSAH KAPITOLY:
=
Kvadraticky moment prifezu a tézisté plochy.

Steinerova véta.

CiL:

Vvoev

kvadraticky moment prazezu,

kvadraticky moment prafezu k posunutym osam,
kvadraticky moment prifezu k pootoenym osam,
devia¢ni moment,

centralni moment priizezu,

konstrukce Mohrovy kruznice.
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7.1 PRIKLAD 10

Vypocitejte momenty setrvac¢nosti u zadaného pratezu (viz Obr. 7.1).
Zadané hodnoty jsou b = 24 mm; ¢ = 8mm; h =40 mm; t; = 6 mm; t, = 3mm;
t; = 4mm.

y
& |
|
//; l
|
c/ 3
e .
% 8
Y :
S [ S—
] Z
— b g

Obr. 7.1 Rozméry prifezu

Zvolime si soufadny systém, jehoz pocatek je umistén v levém dolnim rohu (viz Obr. 7.1).

Vv w

zvolenym osam.

Yy S
p = — =
?:151' b
c+t t
2 3'(C+t3)'t1+(h_t1_t2)'t3'(C+73)+b't2'(c+§):
8 4 (C+t3)'t1+(h_t1_tz)'tfl“l'b'tz 24 (7'1)
+
=T-(8+4)-6+(40—6—3)-4-(8+§)+24-3-(8+7)=
B8+4)-6+(40—-6—-3)-4+24-3
=11,61 mm,
4 _Z?leTi'Si _
= ——— =
i=1Si .
t -t —t t
_( _71)'(C+t3)'t1+(h_t1_t2)'t3'(%‘l‘tz)‘}'b'tz'?z
(C+t3)'t1+(h_t1_t2)'t3+b't2 (7'2)
(40—%)-(8+4)-6+(40—6—3)-4-(w+3)+24-3-%

B (8+4)-6+(40—6—3)-4+24-3 B
= 18,90 mm.
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e
e

¢

— .

Z

Obr. 7.2 Rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary

ti\? (h—t;—t,)3t
1) +( 1 2) 3+

(c+t3)-t;3
:#Hcﬂg.h.(h_? =

y 12 ,
h—t, —t b-t,>3
+(h_t1_t2)t3(# 2) + 2 =
2 SN (7.3)
(8+4)-6° 6\> (40-6-3)%-4
=—+(8+4)-6-(40——> + - +

12 2
40-6-3 2 24.33
+(40—6—3)-4-(T+3> + =151 369 mm?,

_t1'(C+t3)3 ts>  (h—t; —t;)
Z 3 12

t 2
+(h_t1_t2)t3(c+73) +

_6-(8+4H° 4°-(40-6-3)
-3 12

4% 3-24° 2 .
(40—6—3)-4-<8+§) + +24-3-(8+7) = 48 277 mm*,

+t t
Jye= (et t) - & z 3)-(h—71)+

t h—t;—t

+b't2'<c+§()%: (7.5)

—(8+4)6 8;4)-(40—g)+

4\ (40 —6—3
+(40—6—3)-4-(8+§>-(T+3)+

24\ 3
+24-3-(8+7)-§= 41 084 mm*.
Zadany prafez nema osu symetrie, k vypoctu kvadratickych momentli prifezu k t€ziStnim

0sam lze pouzit naptiklad Steinerovu vétu.

3 b 2

tz'b
12

(7.4)
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ONONSORRNNN
=]

|

P
Z
Obr. 7.3 Tézisté dil¢ich ploch
]yT:]y—[(C+t3)'t1+(h_t1_t2)'t3+b't2]'ZT2 =
= 151369 —[(8+4)- 6+ (40 —6—3) -4+ 24 - 3]-18,90% = (7.6)
= 55 607 mm*,
Jor =Jz—[(c+t3) ty+(h—t; —t)) " t3+b-t;] - yr° = 1.7)

= 48277 —[(8+4)-6+ (40 —6—3)-4+24-3]-11,612 = 12 141 mm*,

Jyrzr =Jyz —[(c+t3) ty +(h—ty —t;) "t + b t)] - yr-zr =
=41084—-[(8+4)-6+(40—-6—-3)-4+24-3]-11,61-18,90 = (7.8)

= —17 742 mm*.
K urceni hlavnich centralnich kvadratickych momentt prifezu a uhlu pootoceni od téziStni

osy lze pouzit grafické feseni, které spocivéa v konstrukci Mohrovy kruznice (viz Obr. 7.4 az
Obr. 7.7).
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Dytzt |
J 74
V4

5 |

>

-
- Jyt, Jzt
= 4
A [mm’]

o
| Y
Obr. 7.4 - Konstrukce Mohrovy kruZnice

Dytzt A

[rnm4

N

=

=

- Jyt, J ft
=) [mm’]
Y

Obr. 7.5 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
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Dytzt
[mm4
|
Z
|
2 L Iy Ja
[mm’]
Y
Jmin
- Jmax -

Obr. 7.6 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
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Dytzt A
4
[mm
IS,
2
o
8 Jyt, J:t
e
a [mm’]
Jmin
— —
Jmax
| i
Obr. 7.7 - Vysledna Mohrova kruZnice
Z daného feSeni lze také odvodit nasledujici vztahy.
Jyr + Jor Jyr = Izt
Jmax =%+\/(y 2 < ) +]_VTZT2 =
(7.9)
55607 + 12141 55607 — 12141\° 4
= > + ( > ) + (—17742)? = 61 929 mm*,
Jyr + ot Jyr = Jor
]min:u_ (y < ) +]yTZT2:
2 2
(7.10)

55607 + 12141 55607 — 12141\
= - ( ) + (~17742)2 = 5 819 mm*,

2 2
1 2 Jyrar)| 1 2 (~17742)

== |arct =~ |arct =19,61°. (7.1

*=7 arcg(]ﬂ — T2 (955607 — 12141 (7.10)

Znaménko pro uhel a se stanovi na zaklad¢ platné znaménkové dohody (viz ptrednaskové
texty z pfedmétu Pruznost a pevnost 2). V tomto ptipadé€ je thel a = +19,61°.
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R

\)%\\
|

0
N

/A<//, _

Obr. 7.8 Zobrazeni polohy hlavnich centralnich os

7.2 PRIKLAD 11

Vypocitejte momenty setrvacnosti u zadaného prarezu (viz Obr. 7.9).
Zadané hodnoty jsou a = 28 mm; b = 24 mm; ¢ = 8mm;d = 7mm; h = 40 mm;

'l

Obr. 7.9 Rozméry prifezu

Zvolime si soufadny systém, jehoz pocatek je umistén v levém dolnim rohu (viz Obr. 7.9).

Vvoev

zvolenym osam.

Yio1yri- Si %-a-a—b-T
_ L - - (1.12)

yr = =
?:151' . md?
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.72
%-28-28—24-“!
= = 13,48 mm,

- 72
2828 — 7

22 ZS g-a.a_c-_
_ Li=14Tioi _ 2 4 _

I = =
T 2 s d?
=1%1 a-*a— T

.72
%-28-28—8-”47

T+ 72
28-28 — 7

(7.13)

yi

2

O
ol

Obr. 7.10 Rozdéleni na jednotlivé zakladni tvary

(7.14)

28% <7T-74 - 72
- +

(7.15)

2z 4 (7.16)

—928.729._.____ " .o4.8 = 4
= 2828 >3 2 24 -8 = 146 275 mm*.

Zadany prifez nema osu symetrie, k vypoctu kvadratickych momentl prifezu k t€ziStnim
osam lze pouzit napiiklad Steinerovu vétu.
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y yri
Zt

Z7

Z

W wew

mwd? 5
]yT:]y_ aa+— “Zrt =

4
- 14,31% = 49 647 mm*,

nd? 5
Jor=J,—\a-a+—) -y =

= 202304 — <28 284 =

4

o (7.18)
= 182600 — <28 - 28 + > -13,48% = 47 056 mm*,
nd?
Jyrar = Jyz — a'a+T "YrZr =
o (7.19)

= 146275 — (28 -28 + ) 13,48 - 14,31 = 2 428 mm™.

K urceni hlavnich centralnich kvadratickych momentt priifezu a uhlu pootoceni od téziStni

osy lze pouzit grafické feseni, které spociva v konstrukci Mohrovy kruznice (viz Obr. 7.12 az
Obr. 7.15).
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[mm'] [~—77 "
// Jzt —
/! Y
g
A
B B B B Jyt, th
g [mm’]
i  J
| Z
Obr. 7.12 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
Dyat ) v _
[mm’] =77
% / Jzt
Y
E
A
| /s - Iy, Ja
g [mm’]

| Z

Obr. 7.13 - Konstrukce Mohrovy kruZnice
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- //
/7

—

Obr. 7.14 - Konstrukce Mohrovy kruZnice

CZ.1.07/2.2.00/15.0463
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Jyt, Jzt
5 [mm’]
o
Jmin - _
i // Jmax
= 77

Obr. 7.15 - Vysledna Mohrova kruZnice
Z daného teseni Ize také odvodit néasledujici vztahy.

+ A —Jz g
Jmax :]yT > Jor +\/(]3/T 2 J T) +]yTZT2 =

(7.20)
49647 4+ 47056 49647 — 47056\ > 4
= > + ( > ) + 24282 = 51 103 mm*,
Jyr + Jzr Jyr = Jar\
Jmin = Y = — (y Z ) +]J’TZT2 =
2 2
(7.21)
49647 + 47056 49647 — 47056\° 4
= > — < > ) + 24282 = 45 599 mm*,
1 (2-]ym> L s ( 22428 )
a=—=-|larctg| ——— || =="|arc
2 A VI | B

= 30,96°. 7.22
49647 — 47056 (7.22)
Znaménko pro uhel a se stanovi na zaklad¢ platné znaménkové dohody (viz ptrednaskové

texty z predmétu Pruznost a pevnost 2). V tomto ptipadé je thel a = —30,96°.
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r
Z
Obr. 7.16 Zobrazeni polohy hlavnich centralnich os
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Vzpér

8 VZPER

OBSAH KAPITOLY:
/‘
—

Pojem stabilita.

Pruzny vzpér ptimého nosniku.

CiL:

Zékladni ptiklady Eulerova vzpéru,

stanoveni kritické sily a kritického napéti.
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Vzpér

8.1 OBECNY POSTUP

Nejprve je nutné ze zadanych veliCin stanovit, zda 1ze pouzit Eulerovu teorii pro pruzny vzpér
nebo vyuzit vzorce pro nepruzny vzpér (napi.Tetmayer, Jasinsky,...). Na Obr. 8.1 lze vidét
prubéh kritického napéti v zavisloti na mezni Stihlosti.

OKRIT

[Pa]
OM |

Prosty tlak

U "
Nepruzny vzpér

Pruznv vzpér

1 — —_——
A,MEZ l
[-]

Obr. 8.1 Obecné rozdéleni vzpéru

Mezni Stihlost pak vypocitame pomoci veli€in charakterizujici material
T |E

n_|oy,

(8.1)

Amez

Koeficient n stanovime dle Tab. 3.
Tab. 1 Zakladni pripady vzpéru axialné zatiZenych nosniki

Ziakladni pripady vzpéru axidlné zatiZzenych nosniki
1. pripad 2. pripad | 3. pripad 4. pripad 5. pripad 6. pripad
&
S
F F o F F
£ SIS R |
< \‘.‘ \\\ 4 & I_I “I‘ I‘\
D \I \I \\ “' I
; E - - i - ’J ~ = & e"’
\g E /l" 1/ -“f
K | s :
, Vetknuti a | Kloub a | Vetknuti a
N Vetknuti a Kloub , a Vetknut,1 a vertikalné horizontaln | horizontaln
— , posuvny | posuvny . y . .
& | volny konec Konec Konec posuvné ¢ posuvné | € posuvné
2 vetknuti vetknuti vetknuti
N
<
= 2 1 V2 s 2 1
5 2
= o
Z | =
=1
| &
=
= s 21 1 0.8 0.65 2 1.2
2| 2
M| &
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Vzpér

Stihlost pak ze zadani vypogitame pomoci vztahti

Lred , ] Tmin
A= ) = ) (8.2)
j min Jmin S
Kritickou silu pak vypocitame ze vztaht, dle Eulera (pro A = A,,.,)
2E - Jrmi
erie =7 T (8.3)

red
V ptipadé Ze se nejednd o pruzny vzpér A < Aye,, zvolime pro vypocet kritické sily a
kritického napéti vztahy podle Tetmayera (8.4) nebo Jasinského (8.5)

Okrit = @ — b4, (8.4)

Okrit = @ — bA + cA?. (8.5)

Jasinského vztah nema smysl v piipad¢, ze se jedné o ocel a dfevo kde konstanta c = OMPa.
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9 PRIKLADY IV

= OBSAH KAPITOLY:
/‘
Vypocet pruzného vzpéru piimého prutu.

CiL:

Stanoveni kritické sily a kritického napéti ptipad ulozeni prutu.
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Piiklady IV

9.1 PRIKLADY 12

Urcete kritickou silu pfi vzpéru prutu délky L zobrazeného na Obr. 9.1, jezZ ma mezikruhovy
prafez a je vyroben z oceli.

Zadané hodnoty jsou E = 2,1.10° MPa,o, = 210 MPa,D = 50 mm,d = 36 mm, L=
1,5 m.

Ad

% = X

| L

/4

0D

Obr. 9.1 Zadani ulohy

Na zaklad€ materialovych vlastnosti nejdiive spoc¢itime mezni Stihlost

m |[E m [2,1.10°5
Aoy = — /— =— / ' = 99,35, 9.1
mez - n le, 14 210

Déle z rozmérti konstrukce vypocitame Stihlost zadaného prutu a porovname s mezni Stihlosti.
Na zéklad¢ téchto hodnot potom zvolime vztah, podle n¢hoz budeme pocitat kritickou silu
v prutu. Jelikoz se jedna o ptipad 2 z Tab. 3, volime konstantun = 1

m-(D*—d*) m-(50*—36%)

Jmin = 1 ” = 224 348 mm*. (9.2)
Obsah mezikruzi
m-(D?—-d?) m-(50%— 367
S = ( Z ) _m( 7 ) o 945,6 mm?. (93)
Minimalni polomér kvadratického momentu plochy
. Jrmin 224 348
. = = _— >~ 9.4
Jmin \/ S 945,6 = 15,4 mm. ( )
Stihlost zadaného prutu
Lreq 1500
= = ——=974.
Jmin 154 (9.5)
A < Apez = nepruina oblast — TetmayerQv vztah (9.6)

Jelikoz je mezni Stihlost mensi nez Stihlost zadaného prutu, nachdzime se v nepruzné oblasti a
pro vypocet kritické sily musime pouzit Tetmayeriv vztah (8.4).

Owrir = @ — bAd =320 — 1,2 - 97,4 = 203,12MPa. (9.7)

Konstanty a a b pro ocel jsou dané (a = 320 MPa,b = 1,2 MPa)
Kritickou silu, kterou konstukce jesté ptrenese, aniz by doSlo ke ztraté stability tvaru, pak
vypocteme pomoci jiz zndmé hodnoty oy

Firit = Oppi S = 203,12 - 9456 = 192 070 N = 192 kN. (9.8)
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9.2 PRIKLAD 13

Prut na Obr. 9.2 je na jedné stran¢ vetknut a na druhé stran¢ umistén vertikaln¢ posuvné a ma
vysku h = 2 m. Prut je vyroben ze dfeva o materidlovych vlastnostech E = 8.103 MPa, o, =
19,5 MPa. Priifez prutu nema Zadnou osu symetrie a je zobrazen na Obr. 9.2.

F

7

Obr. 9.2 Zadani ulohy

Pro ulozeni dfevéného prutu z Obr. 9.2 je koeficient n = 0,5 dle Tab. 3. Nejprve spocitame
mezni Stihlost prutu

’ E =« ’8. 103
— — ~ 9.9
Amez SRR ETY: 127,3. 9.9)

Minimalni polomér kvadratického momentu plochy

. Jrmi 5818,6
Jmm=\/ ’5',”"= Seg = 466 mm. (9.10)

I [

Stihlost zadaného prutu je

R.eq 0,5.2000
A== = 214,6, (9.11)
Jmin 4:66

A > Ajpes = pruznd oblast — Eulertv vztah. 9.12)

Jelikoz je mezni Stihlost prutu mensi nez $tihlost prutu, nachdzime se v pruzné oblasti a pro
vypocet kritické sily miizeme pouzit Euleriiv vztah
T2%E * Jrmin T2+ 8.10%-5818,6
Frrie = = = 459 N. 9.13
ferit h? (0,5 - 2000)2 ©-13)

red
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10 PRIKLADY V

= OBSAH KAPITOLY:
/‘
Vypocet pruzného vzpéru piimého prutu.

CiL:

Stanoveni kritické sily a kritického napéti ptipad ulozeni prutu.
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Piiklady V

10.1 PRIKLADY 14

Vetknuty prut vyrobeny z oceli je zahfivan a timto pisobenim mize dojit ke ztraté¢ stability
tvaru prutu. Urcete teplotni rozdil, pfi kterém ke ztraté stability dojde a jaka je timto
kritickym ptsobenim vyvinuta sila.

Zadané hodnoty jsou E = 2,1.10° MPa, 0, = 210 MPa,a@ = 12.107° °C~1. Rozméry prifezu
jsou zadané na Obr. 10.1.

L Zl
I
50
=
Ztﬂ
- SN
Ty v
% N\ 10
, S
Z%. ¥

Obr. 10.1 Zadani ulohy

Kritickou hodnotu sily, kterou zahfivany prut pienese, aniz by doslo se ztraté stability tvaru,
vypocteme za pomoci vztahu pro tepelnou deformaci

Firit =0, S=E-&-S=E-a-AT-S. (10.1)
Tuto kritickou silu miZzeme vypocitat i pomoci vztahii pro ztratu stability tvaru
12E * Jrmi
Fierie = Lz—mm (10.2)
red

Porovnanim vztaht (10.1) a (10.2) pak mizeme vypocitat rozdil teploty AT, pii které dojde ke
ztraté stability tvaru

T2
AT = L”Z‘”‘ (10.3)
a-S- Lred

Nejprve je opét nutné posoudit konstrukci z hlediska moznosti pouziti Eulerovi nebo
Tetmayerovy teorie. Mezni Stihlost pro ocel, kde vetknuty prut ma konstantu n = 2

m |[E m [2,1.10°
Amez = — /au > / STg = 49.68. (10.4)

Pro stihlost zadaného prutu musime nejdiive urcit minimalni kvadraticky moment prifezu.
Jelikoz se jedna o prifez s jednou osou symetrie (viz Obr. 10.1), je nutné vypocitat nejdiive

2%

_25-10-50+25-10-50
YT = "710-50+10-50
_25-10-50+55-10-50
“T=7710-50+ 1050
Vypocet kvadratickych momentt priifezu

_10-50°  0.50- (40— 25) + 222 | 10.50- (55 — 40) =
Jyr=—7—+ (40 = 25) + ——+ G5-40) = (103

= 123 333 mm*,

= 25mm, (1016)5)
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Piiklady V

50-103 10-503 4 (109)
Jor = St = 108 333 mm* = Jrpin.

Timto jsme stanovili hodnotu minimélniho kvadratického momentu prufezu a to Jppin =
108 333 mm*.

Obsah plochy prafezu
§=10-50+10-50 = 1000 mm?2. (10.10)
Minimalni polomér kvadratického momentu prifezu
) rmi 108 333
Jmin =\] ?m = o000 = 10,4 mm. (10.11)
Stihlost zadaného prutu
g =lrea 21000 15,4 (10.12)
jmin 10,4 B o '
A > ez = pruind oblast — EulerQv vztah (10.13)

Jedna se o pruzny vzpér tudiz Ize pouzit Eulerovu teorii pro vypocet kritické sily
T2E * Jrmin B m?-2,1.105- 108 333

it = = 56133 N. 10.14
ferit 12, (2.1000)2 (10.19)
Ze vztahu (10.3) pak ur¢ime maximalni rozdil teplot
T2 Jrmin w2108 333
AT = = = 22,3°C. 10.15
a-S-1%,, 12.107¢-1000-10002? - 22 ( )
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Obecny postup feSeni vzperu v pruzné plastické oblasti

11 OBECNY POSTUP RESENI VZPERU V PRUZNE PLASTICKE
OBLASTI

OBSAH KAPITOLY:
=
Obecny postup feseni vzpéru v pruzné plastické oblasti.

CiL:
Vzpér v pruzné plastické oblasti,

sily a kritického napéti.
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Obecny postup feSeni vzpéru v pruzné plastické oblasti

11.1 OBECNY POSTUP RESENI VZPERU V PRUZNE PLASTICKE
OBLASTI

Vzpér v pruzné plastické oblasti
V oblasti pruzné plastické oblasti je mozné vzpér fesit metodami, které je mozné rozdélit
podle principu na:

e Metodu redukce modulu pruznosti.

e Metodu nahrazeni zavislosti gy,;; — A experimentalné ziskanymi konstantami.

e Metodu vyuzivajici soucinitel vzpérnosti.
Prvni zuvedenych metod rozSifuje platnost vztahi odvozenych pro oblast pruznych
deformaci zavedenim tzv. redukovaného modulu pruznosti, ktery je mozné vyjadiit ve tvaru

do
Erea = E¢ :E- (11.1)

Kde E; je tzv. tangencialni modul pruznosti (viz Obr. 11.1). Pro obdélnikovy profil podle
Kérmana plati

E do
o de
| nEu

Ou

O e

Obr. 11.1 Zavislost modulu pruznosti na pomérné deformaci
4-E-E,
= —2 .
(VE +E,)

Tento vztah je pak moZzno pouzit i pro jednoduché plné prifezy jin¢ho tvaru zavedenim
korekéniho faktoru 7.
Kiritickou silu pak dostavame ve tvaru
n? - Erea " Jrmin

2

Lred

V mnoha piipadech se kiivka diagramu oy — A pro pruzné plastickou oblast nahrazuje
experimentalné ziskanou zavislosti. NejCastéji se vSak pouziva vypocet podle Tetmayera,
ktery ptedpoklada tvar funkce oyt (A) pro houzevnaté materialy ve tvaru

Orit =a—Db- A (11.4)

(11.2)

red

Frrie =1 (11.3)

Pro kiehké materialy (litina) pfidava Tetmayer dalsi ¢len
Orit =a—b- A+c- A% (11.5)
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Obecny postup feSeni vzperu v pruzné plastické oblasti

Kde a, b, ¢ jsou konstanty. Pokud ale tyto konstanty nezname, je mozné piimku grafu prolozit
bodami A: (A = 0; Okpit = 0x); B: (A = Ay ; Okrit = Ox).

Neékdy se oyt = 0 mlze povazovat az po hodnotu A = 30.

Posledni z uvedenych metod ma svoje uplatnéni tam, kde je variabilita pouzivanych materiala
malé (stavebnictvi). Hodnoty kritickych napéti jsou pro jednotlivé Stihlosti, materialy a typy
prifezti spracované v tabulkach. Udaje jsou spoleéné pro oblast pruznych i pro pruzné
plastickych deformaci. V tabulkach uvedenych v normach CSN jsou misto absolutnich hodnot
napéti bezrozmérna Cisla ¢ nebo c, které nazyvame soucinitele vzpérnosti.

Pevnostni podminka pfi namahani na vzpér ma podle normy tvar

N
5 < ¢ "R (11.6)
Kde je:
e N —vypoctova osova sila
e S —neoslabena plocha priifezu
e @ — soucinitel vzpérnosti odpovidajici Stihlosti prutu A, uloZeni prutu a tvaru prutu
e R — zakladni vypoctova pevnost podle CSN
N
<¢ < op (11.7)

Kde op je dovolené napéti pro dany material, c je soucinitel vzpernosti.
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Priklad VI

12 PRIKLAD VI

~—] OBSAH KAPITOLY:
- .
Reseni vzpéru v pruzné plastické oblasti ptimého nosniku.

CiL:

Zakladni priklad Tetmayerova vzpéru,

stanoveni kritické sily dle CSN normy.
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Priklad VI

12.1 PRIKLAD 15

Duralova trubka o délce L = 1,8 m s venkovnim primérem prufezu D = 60 mm, vetknutd na
obou koncich je zatizena osovou silou F = 100 kN. Urcete potiebnou tloustku stény trubky,
pokud je koeficient bezpecnosti k = 2 a konstanty dle Tetmayera jsou: a = 336 MPa ,
b = 2,8 MPa.

Uvazujme vnitini primér trubky rovno d = 50 mm. Napéti v trubce s ohledem na koeficient
bezpecnosti budeme kontrolovat s kritickym napétim ur¢enym dle Tetmayera.

k-N k-4-N 2-4-100-103

N - = 231,5 MP 12.1
) CT TS Thd?—d?) m(60%—50?) . (12.1)
Stihlost prutu pro zvoleny vnitini primér ma hodnotu:
_B-L B-L _4-B-L _4-0,5-1,8-103~461
Jmin w(D* — d*) VD2 — d? 602 —502 (12.2)
4
64 - m(D? — d?)

Tomu odpovida dle Tetmayera kritické napéti:

Oxric =a—b- 1 =336—-2,8"- 46,1 = 206,94 MPa. (12.3)

Protoze napéti v trubce o je vetsi jak kritické oy, je zfejmé Ze trubka na vzpér nevyhovuje.
Opakujeme tedy vypocet pro vnitini primér d = 48 mm.
k-N  k-4-N 2-4-100-103

= = = = 196,5 MP 12.4
CT TS Th?r—d?) m(60%—48?) . (129)

‘L ‘L 4--L 4-05-18-103 12.5

A= ﬁ = B _AEL = 46,85. (125)

Jmin n(D* — d*) VD2 — d? 602 — 482
i
64 - m(D% — d?)
Orrie =a—b+ 2 =336—2,8- 46,1 = 204,8 MPa. (12.6)

Trubka s vnitinim primérem d = 48 mm, tedy s tloustkou stény 6 mm VYHOVUIJE.

12.2 PRIKLAD 16

Sloup vyrobeny z oceli 11370 o délce L = 6 m s prifezem sloZzenym z dvou profild U 22 a
dvou pasnic 320x10 mm (viz obr Obr. 12.1) je na obou koncich kloubové uchycen a zatizen
osovou silou F. Jednotlivé ¢asti jsou spojeny nyty s primérem d = 20 mm. Rozméry
potiebné pro vypodet jsou zobrazeny na obr Obr. 12.1. Dle CSN normy uréete nejvétsi
piipustnou hodnotu zatézné sily, pokud je zakladni vypoctova pevnost valcovanych profila
R = 210 MPa a hodnota soucinitele vzpérnosti je ¢ = 0,89.
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Obr. 12.1 Rozméry prifezu

N

|

Urc¢ime nejmensi centralni kvadraticky moment prufezu. Geometricka charakteristika pro
valcovany profil U 22 je dle normy:
Jy = 26900 - 10°* mm*
J, = 1970 - 103 mm*
S =3,74-10% mm?
Plocha celého prifezu je rovna

S=2-(3,74-10% + 320 - 10) = 13,88 10° mm>. (12.7)
Podle Steinerovy véty plati
. 3
J, =2- (26900 - 103 + 222%.320-10) = 138493,33 - 103 mm*. (12.8)
y 12
, , ., 3203-10 (12.9)
J; =2+(1970-10° + 101,47 3,74 10° + ——— | =

= 135462,39 - 103 mm*
Protoze ], > ], je minimalni polomér kvadratického momentu prifezu

Jmin = Jz = J2 = j]; = 98,79 mm. (12.10)

Stihlost zadaného prutu
B-L 1-6- 103

A= = = 60,7. 12.11
Jmin 98,79 ( )
Nejvétsi pripustnd hodnota osové sily je
N<¢e-R-5=0,89-210-13880 = 2594,17 kN. (12.12)

Pro zeslabeny prifez provedeme kontrolu pevnosti na tlak
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N

Omax =
S
osl

<R
Pficemz

Sost =S —4-20(10 + 12,5) = 12080 mm?
Vyjadiime vypoctovou osovou silu

N<R-S,;=210-12080 = 2536,8 kN

Nejvétsi pripustna hodnota zatézné sily je rovna

Firie = N = 2536,8 kN

CZ.1.07/2.2.00/15.0463

Piiklad VI [

(12.13)

(12.14)

(12.15)

(12.16)
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