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Neurcity integral

1 NEURCITY INTEGRAL

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—
-
. . Primitivni funkce

Neurcity integral
Vlastnosti neurcitého integralu

Tabulkové integraly

@ MOTIVACE:

> Integral je jednim ze zakladnich pojm matematiky. Integralni pocet je
vyuzivan nejen v matematickych disciplinach, ale i ve fyzice, mechanice,
statistice, chemii, ekonomii a dalSich technickych oborech. Napiiklad v
dynamice se neurcity integral vyuziva pii vypoctu rychlosti a drahy pfi
rovnomeérne zrychleném pohybu nebo pfi ur€ovani momentu setrvacnosti v
geometrii hmot (napf. ty¢ rotujici kolem osy, vyroba motort.) atd.

CiL:

Umét vysvétlit pojem primitivni funkce a neurcitého integralu. Dokazat
integrovat tabulkové funkce s vyuzitim vlastnosti neur¢itého integralu.
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Neurgity integral [

1.1 UvVOD

Integralni pocet funkci jedné proménné vznikal v prabéhu 17. a 18. stoleti. Nezavisle na sob¢
Isaac Newton a Gotfried Wilhelm Leibnitz vytvofili diferencialni a integralni pocet.

V ptedchazejicim studiu jste se seznamili s dilezitym pojmem, a to derivaci funkce. Funkci f
jsme pritadili novou funkci f’ (pro konkrétni hodnotu x ¢islo f’(x) mohlo mit raznou
interpretaci podle toho, co vyjadiovala funkce f).

Uloha, které se budeme vénovat nyni, je v podstaté opacna. K funkci f budeme hledat funkci
F tak, aby platilo F' = f . Tzn., poloZime si otazku, jakou funkci je nutné derivovat, abychom
dostali zadanou funkci f. TudiZ ze znalosti smérnic tecen ke grafu funkce budeme chtit najit
tuto funkci, ze znalosti okamzZité rychlosti bodu budeme chtit zjistit polohu tohoto bodu, ze
znalosti okamzitého zrychleni bodu budeme chtit ur¢it jeho okamZitou rychlost apod.

vvvvvv

algoritmus vypoctu.

1.2 PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL

Definice: Necht funkce f(x) je definovana na intervalu I. Funkce F(x) se nazyva
primitivni k funkci f(x) nal, jestlize plati F'(x)= f(x) pro kazdé xe I .

Audio 1.1 Primitivni funkce
*) e

Véta: Necht’ funkce F(x) je primitivni k f(x) na I, pak kazdéa jina primitivni funkce k
funkci f(x) nalmétvar F(x)+c, kde ceR.

Pozndamka:

Pokud k dané funkci existuje primitivni, je jich nekone¢né mnoho a lisi se pouze konstantou
C. Proc¢ to tak je, uvidime na nasledujici animaci. Zkusme nyni najit néjakou primitivni funkci
napi. k funkci f(x)=cosx, xeR. Ze znalosti derivaci odhadneme, Ze takova funkce je
napf. F(x)=sinx nebo také F(x)=sinx+3, atd. Tzn., Ze viechny funkce F(x)=sinx+c,
kde ¢ € R, jsou primitivni k funkci f(x) =cosx. Vime, Ze pokud sestrojime v bodé¢ x te¢nu k
dané funkci, je derivace funkce v daném bod¢ X smérnici teény. Grafy primitivnich funkci
jsou posunuty rovnobézné¢ ve sméru osy Y. Te¢ny ke grafim v danych bodech X jsou
rovnobézné (maji stejnou smérnici) a z toho plyne, ze maji stejnou derivaci.
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Neurcity integral
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Definice: Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na | se nazyva neurcity
integral funkce f(x) a znaci se symbolemj f (x)dx . Tedy
jf(x)dx: F(x)+c, xel.

Audio 1.2 Neurdity integral
‘) e

Pozndamka:

1. Integracni znak j vznikl protazenim pismene S, kterym zacina slovo suma

2. Funkci f(x) nazyvame integrandem

3. Vyraz dx je diferencial proménné x a v tuto chvili je jeho vyznam jen v tom, Ze ndm
tika, jak je oznacend proménna.

4. Cislo ¢ nazyvame integracni konstanta

Priklad:

Urcete primitivni funkci a neurcity integral k danym funkcim na intervalu |
a) f(x)=x,1=R
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Neurgity integral [

’

XZ X2 X2
I:(X)=?+C,pr0t02e F'(x):(?Jrcj =x=f(x) :dex:7+c, ceR.

b) f(x)=x% 1=R

x4 5 ' x4 , 5 x4
F(x):7+c,protoze F'(x) = T+c =X =f(x):>jx dx:7+c,cGR.

V animaci se podivame na vztah mezi funkci a jeji primitivni funkci. Uvidime, Ze, pokud
funkce nabyva v bod¢ kladné hodnoty, je v daném bod¢ primitivni funkce rostouci a naopak.
Jakmile je funkce v bodé nulova, je v daném bod¢ primitivni funkce maximum, minimum
nebo inflexni bod.

.:'-i_ i) INks ¥ thiggrovad

abs alls s
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Vlastnosti:
Veta: Kazdad funkce y = f(x), spojitd na intervalu I, ma na tomto intervalu neurcity

integrél _[ f (x)dx, ktery je opét spojitou funkci na I.

Na zavér uvedeme jednoduchou (ale dilezitou) vétu, kterou budeme pii vypoctu neurcitych
integrali neustale pouZzivat.
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Neur¢ity integral

Véta: Existuji-li na | integraly _[ dx a I g(x dx pak na | existuje rovnéz integral

jejich souctu, rozdilu a nasobku konstantou:
I(f (x)+g(x))dx = I f(x)dx + _[ g(x)dx

jkf X )olx = kj x)dx, k e R.

| ) Audio 1.3 Vlastnosti neurcitého integralu

Tato véta plyne pfimo ze zékladnich vlastnosti derivace. Rekneme, Ze neurdity integral ze
souctu (rozdilu) je souétem (rozdilem) neurcitych integrali a Ze konstantu, kterou se nasobi,
smime z neurCitého integralu vytknout pied integral.

Priklad:
a) j(sin x—e¥*? 4 x“)dx = jsin xdx —Ie3x+2dx + I x*dx
b) j4xdx = 4] xdx

Pozndamka:

Z definice neurcitého integralu vyplyva platnost rovnosti:

1. Uf(x)de:f(x)
2. J.F F(x)+c, ceR,

tzn., Ze operace derivovani a integrace jsou navzajem komplementarni. O spravnosti vysledku
integrace se mizeme vzdy presvédcit derivaci vysledku.

Tabulkové integraly

Prvni skupinu vzorct (1-10,12,13) dostaneme, obratime-li zakladni vzorce pro derivovani. Tu
doplnime o dva uzite¢né vzorce 11 a 14.

1. Ide=C;
2. Idx =x+C;
1
Jx”a’)(: X"
n+
1 v 1
f—a’X: |n|)(f+ C; obecnéji J—dx = |n|x+a|+C
X X+a
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Neurgity integral JER

5. jexdx:eX+C; obecnéji .[eaxdx:leax+c
a
X ax
6. J.a dx=—-—+C, a=1, a>0;
Ina
7. Isin X adx=-cosx+ C; obecngji Isin axdx:—icosax+C
a
8. Icosxdx:sinx+ C; obecnéji J‘cosaxdx:isinax+c
a
(1 ... 1 X
9. ;—dx =arctgx + C ; obecnéji ax=—arctg—+ C
J x?+1 a’+ X a a

10. ———dx =arcsin— + C

dx =arcsinx + C |x| <1;

1
, X obecnéji J
J :].—X2 \/a —X
11. dx_ln‘x+\/x +a‘+C

J X +a
(1 7 ... 1
12. ax=tg x+C, x#(2k+1)—; obecnéji —dx=—tgax+C
J cos? x 2 cos’ax  a
( 1 1
13. | ——dx=-cotgx+C, x #kr; obecnéji | —,—dx=—-—cotgax+C
J sin® x sin® ax a

14. : ':(());) dx=In| F(X)|+ C

15. [ £/(x) f (x)dx = | f (x) f'(x)dx :%+ C

Pozndmka:
1. Vzorec 2. je zkracenym zépisem pro _[ 1dx, podobné se ve vzorci 4. a dalSich

obdobnych integralech pouziva misto Jidx zapis j%
X X

2. Vzorec 3. umozinuje integraci obecné mocniny, tj. i nejriznéjSich odmocnin

3. ProtoZe derivace funkci arkustangens a arkuskotangens se liSi pouze znaménkem
(totéz plati pro arkussinus a arkuskosinus) je mozné ve vzorci 9. (resp.10.) psat

1
dx = —arccotgx + C (res
jx +1 g ( P- J111_X2

dx =—arccosx+C)
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Neurcity integral [T

Priklad:
Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

3
a) Ixzdx: (pouzijeme 3. vzorec, n=2) = X?—FC

1 3
b) |—=dx=|x" = c=—3x*+c
) j x I 2/3 2

2% gy — i oy € 1
) Je dx = (pouzijeme 5. vzorec, a=-2)= o=

1 ..
d dx = (pouzijeme 9. vzorec, a=+/5 )= ——arct
) [ g = (pouii )= I 9= [
2

e) j%dx: (pouzijeme 14. vzorec)= In‘x3 + x+5‘+c

X°+X+5

f) I 2 _ 3sin5x + 3" + 4 dx = (integral rozdélime na jednodussi a pouzijeme
cos® X 3-X

potfebné vzorce) = ZI dx — 3I sin 5xdx + '[ 3'dx — 4I 1 dx = 2tgx —
cos’ x x-3
_gzoosSx 3 —4lnjx-3|+c¢
5 In3

Priklad:
Urcete I|l— X|dx, xeR.
ReSeni:

JelikoZ nemame Z&dnou vlastnost pojedndvajici o integraci funkce v absolutni hodnoté,
musime v prvnim kroku absolutni hodnotu odstranit => dostaneme 2 funkce, které
integrujeme

2

: _x-X
1) pro x e (-©)1): _[(l—x)dx_x >

2

2) pro x e (L,00): j(x—l)dx=x?—x

Jelikoz vime, Zze puivodni funkce byla spojita na R, musi byt i primitivni funkce spojita na R.
Na nasledujicim obrazku uvidime, Ze funkce spojita neni (v bodé x =1 dochazi ke skoku).
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Neur¢ity integral

w2
W2i2x T

2 3 4

Proto musime jednu z nalezenych funkci posunout o konstantu, aby v limité byly funkéni
hodnoty stejné. Toto udélat miizeme, protoze vime, Ze primitivni funkce posunuta o konstantu
je stale primitivni funkci. Konkrétné, posuneme druhou funkci o 1, aby navazala na funkci
prvni.

= F(X)= — x=1

= | |f(x)dx|¢‘ [ f(x)dx‘.

*-%242
w22+
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Integrace substituci a metodou per partes

1 INTEGRACE SUBSTITUCi A METODOU PER PARTES

e~
.

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

Substitucni metoda P(*) =1

Substitucni metoda * = #(®)

Metoda per partes

MOTIVACE:

vvvvvv

integraly lze feSit pomoci zékladnich vzorch (napf. integrace soucinu,
podilu a slozenych funkci). Tyto integraly lze cCasto fteSit substitucni
metodou nebo metodou per partes tak, abychom dostali jednodussi integral.

CiL:

Umét aplikovat substitu¢ni metody a metodu per partes pro vypocet
integralti. Chapat princip zminénych metod a dokézat poznat zdkladni typy
integrala, které Ize témito metodami fesit.

% MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Integrace substituci a metodou per partes

1.1 INTEGRACE SUBSTITUCI

V této kapitole se sezndmime s vyznamnou metodou, ktera je jednou z nejdalezitéjSich a
nejpouzivanéjSich pfi feSeni integrald. Bohuzel neexistuje univerzalni navod, kdy a jak
substituci pouzit, proto je dalezité pochopit princip substitu¢nich metod a umét vzorce pro
derivovani.

1.1.1 SUBSTITUCNI METODA 1. TYPU

Substituéni metoda typu ¢@(x)=¢ je odvozena z integrace rovnosti vzniklé ze vzorce pro
derivaci sloZené funkce.

(Flp(x)]) = F'lp(x)l'(x)= f[o(x)l'(x) po integraci dostavame:

J ool o) = [(Flpll = Flplo)} e = F) e = [0k = [ o

kde jsme ozna¢ili F'(t)= f(t) a t = o(x).

Audio 1.1 Princip substituce 1. typu
%) =

Nez si nadefinujeme prvni substituéni metodu, podivame se na par integralti a zkusime si
danou metodu odvodit. Jelikoz uz vime, ze prvni substitu¢ni metoda vychéazi z derivace
slozené funkce, budeme se snazit v integralech najit soucin slozené funkce a funkce, kterd je
derivaci vnitini funkce.

Piiklad:

Chceme vypocitat tento integral J 2x- sin(x2 - S)Jx .

Vidime, Ze méme integrovat soucin funkce sin(x2 —5) a 2x. Jelikoz vime, Ze integral ze
soucinu funkci neni soucin integralti, musime si pomoci jinak. VSimneme si, Ze funkce
sin(x2 —5) je slozena funkce, kde vnitini funkce je x> —5. Funkce x° —5 ma v R derivaci:

(x2 - 5)' = 2x, coz je presné druha funkce v soucinu, tzn., zkusime zavést substituci:
p(x)=x*=5=1, @'(x)dx = 2xdx = 1dt
= J.2x . sin(x2 - S)J’x = J.sin(x2 — 5)- 2xdx = Jsint -1dt
Dostali jsme jednodussi (dokonce tabulkovy) integral, ktery uz vyfesit umime.
Priklad:

dx

Chceme vypocitat tento integral '[ o
x —
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Integrace substituci a metodou per partes

Ze znalosti tabulkovych integrali vime, ze umime vypocitat J' —. NaS integral se lisi v
X

koeficientech linearni funkce ve jmenovateli, proto nas napadne volba (p(x) =8x-7=t,
(p'(x)dx = 8dx =1dt . Potfebujeme zkontrolovat, zda je v daném integralu soucin funkci:

J. < d = j < ! dx. Vidime, ze nam chybi multiplikativni konstanta (pottebujeme 8dx ).
X - X -

To ovSem nevadi, protoZe konstantu miZzeme doplnit diky vlastnosti ka (x)dx = kJ. f (x)dx.

1 1 1 Il
Jaeg sl se=ghia

Pozor - touto cestou miizeme doplnit pouze multiplikativni konstantu

Z tohoto ptikladu mizeme odvodit linearni substituci tvaru t =ax+b, a,b€ R,a #0.

Jestlize ma funkce f(¢) primitivni funkei F(¢), tj. I f(e)dt = F(t)+c, plati, ze

If(ax+b)dx:lF(ax+b)+c, a,beR,a#0.
a

Napt. (nepiSeme integracni konstanty)

'[er+3dx _ %62”3 (a=2, b=3)

| d__ l1n|8x 7] (a=8, b=-7)
8x—7 8

[(6x—8) dx= % : é(ax -8)° (a=6, b=-8)

J.sin(x —5)dx =—cos(x - 5) (a=1, b=-5)

Uvédomili jsme si, jak musi vypadat integrand, aby bylo mozno substitu¢ni metodu pouZzit.
Musi jit o vyraz, ktery je sloZen ze soucinu néjaké slozené funkce a derivace vnitini funkce.

Véta (1.substituéni metoda): Necht' funkce f(#) ma na otevieném intervalu J primitivni
funkci F (t), funkce (o(x) ma derivaci na otevieném intervalu I a pro libovolné x e/ je
(o(x) € J . Potom je funkce F (gp(x)) primitivni funkce k funkci f ((p(x))<p’(x) na I a plati

[ 1)/ (x)eix = [ £ () = F(t) + c = Flp(x)] +c.

Audio 1.2 1. substituéni metoda
‘) re
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Integrace substituci a metodou per partes [

Problémem je, ze potiebny soucin neni vzdy na prvni pohled viditelny a je potieba integrand
vhodné¢ upravit. Ukazeme si piiklad, kde musime pfi upravé integrandu provést

v

komplikovanéjsi tpravy.
Priklad:

Chceme vypocitat tento integral j sin’ x - cos” xdx .

Vidime, Ze se nam v integrandu objevuje soucin funkce sinus a kosinus. Ze znalosti derivaci
’ !

vime, 7e (sinx) =cosx a (cosx) =—sinx, takZe nas napadne, Ze by substituce mozna

mohla jit pouzit. Zkusime integrand upravit s vyuzitim goniometrickych vzorca.

. . 2 . .2
jsm3x-cos3 xdx:J.sm3x-cos x-cosxdx:I51n3x-(l—51n x)-cosxdx

Upraveny integrand je slozen ze soucinu funkce obsahujici sinx a z derivace funkce sinx,
coZ je ten cosx = zavedeme substituci: ¢(x)=sinx =¢,¢'(x)dx = cos xdx = dt

a nahradime v integralu: _[ sin3x-(1—sin2x)-cosxdx= .[ t3(1—t2)dt. Ziskali jsme opét

jednodussi integral, ktery jiz vyfesit umime.

Isin3 x-(l—sin2 x)-cosxdx = It3(l—t2)dt = '[(t3 —ts)a’t :%—%+c , hezapomeneme vratit

substituci a dostavame vysledek ptivodniho integralu:

sin*x  sin®x

4 6

_[sin3 X -cos® xdx =

Shrnuti a praktické pouziti:

1. Oznacime si substituci ¢ = ¢(x)
2. Rovnost ¢ = ¢(x) diferencujeme = 1-dt = ¢'(x)dx , tj. dt = '(x)dx

3. V pivodnim integralu nahradime za funkci (p(x) proménnou t a za vyraz (p'(x)dx
diferencial dt

4. Do vysledné pravé strany musime dosadit ptivodni proménnou (¢ = go(x))

Audio 1.3 Praktické vyuZiti 1. substitu¢ni metody
%) =

Priklad:

cos xdx
AJ1—sin? x
’

Reseni: ProtoZe (sinx) =cosx, zvolime substituci sinx=¢ a diferencovanim dostivame

Vypoctéte neurcity integral I

cos xdx = dt a dosadime:
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Integrace substituci a metodou per partes

Priklad:

Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

x*+6=t
3/2
a) J.xxlx + 6dx = |2xdx = dt J-\/;dtzé-;/2+c=% (x2+6)3+c
xdx = — dt
2
Geinxf  Prix=q 6 (30
b) Ide_ %dxza’t —It dt—z'f‘C—T'f‘C
cosx =1 £ cos’ x
¢) jsinxcos4xdx:_51Hde:dt:—J.t4dt:——+c:—
sin xdx = —dt 5
—x’ =t { {
d) .[x e dx = |- 3xdx = dt ———J-e dt = _56 +c——§e_"3+c
2a’x——%dt

1.1.2  SUBSTITUCNI METODA 2. TYPU

Substituce 1. typu byla v integrované funkci obsazena, u substituce druhého typu to tak
nebude a danou substituci budeme muset odhadnout (to ale neznamena, Ze u substituce
prvniho typu je substitucni funkce jasna na prvni pohled). Proto zalezi na nasich zkusenostech
a ty ziskame jen spoctenim mnoha integrala

Podle véty o 1. substitu¢ni metod¢ jsme prevedli integral I £ (@(x))p'(x)dx pomoci substituce
go(x)=t na integral s novou proménnou I f(t)dt . N&kdy je potieba zvolit postup opacny
a proménnou nahradit vhodnou funkci. Tzn., mame vypocitat integral I f(x)dx . S vyuzitim
substituce x=¢(t) a dx=¢(t)dt se snazime pievést integral na tvar integrilu

_[ f dt Abychom byli schopni nalézt primitivni funkci, musi platit, ze:
- f(x) je spojita na (a,b)
- x= (o(t) jena (a,ﬁ) ryze monotdnni a go’(t) # 0 je spojitd na (a,ﬁ).

Pokud jsou tyto predpoklady splnény, existuje inverzni funkce @' (x) a tedy 7 = ¢ ' (x).
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Integrace substituci a metodou per partes [
Priklad:

Chceme vypocitat tento integral J \Ve' —4dx.

Prvni substituéni metodu pouzit nemlizeme, protoze po derivaci vnitini funkce e* —4
b
potfebujeme v integrandu soucin s e* a ten tam nemame. Proto zkusime zavést tuto substituci

ve' —4 =t, jelikoz musime nahradit i dx potiebujeme ze zvolené substituce vyjadrfit x a po
diferencovanim ziskaného vztahu dostaneme vztah pro nahrazeni dx:

et —4=1¢
e"=t"+4
= ln(z‘2 + 4)
de=—21
t"+4
Po dosazeni substituce do integralu dostavame j\/ex —4dx = I ¢ T, 2 dt ZJ 4
t t+

Ziskali jsme jednodussi integral, ktery jiz spocitat dokédzeme.

t*+4-4
t_zjﬁdz_zj(l—t +4)dt)

Véta (2.substituéni metoda): Necht' funkce f(x) je spojitda na intervalu J, necht’ funkce

(Naznak teSeni: 2_[ 1
t+

qo(t) ma derivaci na otevieném intervalu I a plati (p(l ) J (tj. zobrazuje interval I na J).

Pak f(x) ma na intervalu J primitivni funkci F [ ] a plati

[ £ Gax = [ ool (1)e

dosadime-li za t funkci ¢~ (x).

I )) Audio 1.4 2.substitu¢ni metoda

Poznamka:

Formaln¢ substituci provadime tak, ze v integralu piSeme misto x funkci qo(t) a misto dx
(0’(t)dt. Z ptikladt uvidime, Ze druhd substituéni metoda se vyuziva naptiklad pfi integrovani
funkci obsahujici odmocniny.

l )) Audio 1.5 Princip substituce 2.typu
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Integrace substituci a metodou per partes [N

Priklad:

Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

Vi+x =t
a) j dx: l+x=1¢° :I 12 -2tdt:ZI lzdt:2arctant+c:
2+x x=t*-1 12+t —1); 1+1¢
dx = 2tdt

=2arctan+/1+x +c

x=at

b) I—dx dx = adi I adt —_[ (1_”) 1.[ dt :larctant+cz

a2+x t—x a+at 2
a

1+¢ a
1 X , .
= —arctan—+ ¢ ... odvozeni obecného vzorce

a a
x =2sint
N4 —x? dx = 2 costdt \/4—4sin2t w/4i1—sm ti
X t = arcsin — 4sin“ ¢t sin? ¢
2

2+/cos’ ¢ cos’ t 1—sin’ t 1
:—j costdt = | dt =[—F—dt = | ————1dt =—cott—t+c=
sin’ ¢ sin? ¢ sin’¢ sin” ¢

X
— 1-=
cost 1—sin’¢ 4 . X
=———=t+¢c=—"—"————-t+c=——————arcsin—+c¢
sin ¢t sin ¢t X 2
2

1.2 METODA PER PARTES

Vime, ze integral ze souctu (rozdilu) je souctem (rozdilem) integrald. Pro soucin (podil) nic
takového obecné neplati.

l )) Audio 1.6 Odvozeni metody per partes

Z pravidla pro derivaci soucinu dostaneme velmi uzite¢ny vztah pro integraci sou¢inu:

’ !

w-v) =u"-v+u-v' = u-v'=(u-v) —u'-v po integraci: '[u-v'dx:J.(u-v),dx—Iu'-vdx

dostavame Iu Vdx=u -v—J.u' -vdx
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Integrace substituci a metodou per partes

Veta: Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu /. Pak plati

J.u(x)v'(x)dx = u(xv(x) - Iu'(x)v(x)dx

pokud aspon jeden z integralii existuje.

l )) Audio 1.7 Metoda per partes

Tato metoda se nazyva metoda per partes (po ¢astech).

Hodi se na integraly, jejichZ integrand ma tvar soucinu dvou odliSnych funkci. Abychom
dokézali napsat pravou stranu vztahu, musime jeden Cinitel na levé stran¢ umét derivovat, coz
neni problém, a druhy Cinitel musime umét integrovat, coz uz mize byt problém. Metoda per
partes integral vypocitd jen zCasti. Zbyva vypocitat novy integral, ktery by mél byt
jednodussi.

I )) Audio 1.8 Pouziti metody per partes

Pozndmka (integrdly typické pro vypocet metodou per partes):

Bud’ P(x) polynom. Metodou per partes integrujeme napi. integraly nasledujicich typt
J. P(x)e™dx, j P(x)sin(ox)dx, I P(x)cos(ox)dx

IP(x)arctg,xdx , J. P(x)In" xdx.

| )) Audio 1.9 Typické integraly pro vyuZiti metody per partes

U prvni skupiny postupujeme tak, ze polynom derivujeme (snizime jeho stupen), v ptipadé
potieby postup opakujeme. U druhé skupiny naopak polynom integrujeme a derivujeme druhy
Cinitel.

Priklad:

Vypodtéte neurdity integral j (2x —1)In xdx.

Reseni: Jde o integral z druhé skupiny uvedené v poznamce, tzn. mnohoélen 2x-1 budeme
integrovat a logaritmickou funkci derivovat:

1
[@x=1)Inxdx = u=lnx w=— =1nx-(x2—x)—jl~(x2—x)dx=
X

2
vV=2x-1 v=x"—x

1
=Ilnx-(x* —)C)—Ex2 +x+c
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Integrace substituci a metodou per partes

V nasledujicim piikladu si ukaZeme obrat, ktery se v souvislosti s metodou per partes
pouziva. Obrat spociva v tom, ze po integraci per partes a upravach se nam znovu objevi
vychozi integral. Tzn., dostdvame rovnici

[ f(o)dx = h(x) + | f(x)dx,
z které mtizeme integral dopocitat (pokud se nevyrusi, tj. a #1).
Piiklad:

Vypoctéte neurcity integral Ie" sin xdx.

Reseni: Nejde o zadny z typli uvedenych v poznémce.

X 1 X X ! X
. u=ce u =e u=-e u =e
J.ex sin xdx = =—e* cosx+ jex cos xdx =

v =sinx v=-cosx

v'=cosx v=sinx

=—e' cosx+e’sinx— Iex sin xdx
Dostali jsme rovnici:
_[ex sin xdx = —e* cosx +e” sin x — _[ex sin xdx ,

z nizZ vypocitame, Ze

ZJex sin xdx = —e” cosx + e sin x

. 1. .
je sin xdx = —e” (sinx —cosx) +c.
2

Casto se setkdme s pouzitim kombinace metody per partes a substitu¢nich metod.

Piiklad:

Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

a)
u =arctan3x u' :; 3x
J.arctan3xdx: 1+ 9x2 :x-arctan3x—'[ —dx =
v =1 v=2x 1+9x
; 1+9x% =¢ Lo .
=x~arctan3x—J~ al > dx =[18xdx = dt =x~arctan3x——j—t=x~arctan3x——ln|t|+c =
1+9x 67 ¢ 6

3xdx = la’t
6

= x-arctan3x—éln‘1+9x2‘ +c
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Integrace substituci a metodou per partes

b)
= Jx =i , u=2t w'=2 __ , ot
J.e dx=| , _ 2 =J.e-2tdt= ., | =2te —J.2edt:2te -2e' +c=
Vi=e' v=e
dx = 2tdt
=2€ﬁ(\/;—1)+c
c)
S e Lt IS B [
Ixexdx= b L= x—e? == ePdx=x-—e ——e* +c
vi=e® v=_e
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

1 INTEGRACE SPECIALNICH TYPU FUNKCI A URCITY
INTEGRAL

7~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
/
.

Integrace racionalni lomené funkce
Integrace goniometrickych funkci

Urcity integral

@ MOTIVACE:

=™  Jiz umime poditat neurcité integraly upravou na zakladni integraly metodou
per partes a substitucni. U raciondlnich lomenych funkci nam tyto metody
nepomohou, proto si ukdzeme podrobny postup, ktery ndm umozni
integrovat libovolnou racionalni lomenou funkci. Déle se podivdme na
integrovani funkcei sloZzenych z goniometrickych funkci. Takové integraly se
casto vyskytuji v praktickych ulohach (pii feSeni vicenasobnych integralt
napft. ve fyzikdlnich aplikaci - hmotnost a staticky moment rovinné desky ¢i
integralu, ktery dané funkci pfifadi ¢islo. Urcity integral ma fadu vyuziti ve
velkém mnozstvi aplikaci. Urcity integral je vyuzivan napiiklad pii feSeni
pohybovych ¢i vinovych rovnic, u vypocti objemli v pracovnim cyklu
cerpadla, v pruznosti a pevnosti se muzete setkat s integralem pfi vyjadieni
prodlouzeni tyce ¢i dalSich geometrickych a fyzikalnich aplikacich, kterym
se budeme vénovat na pristi pfednasce.

CiL:

Umét integrovat libovolnou racionalni funkci a pouzit nejvhodnéj$i metodu
pfi feSeni integralti funkci sloZzenych z goniometrickych funkci. Pochopit
rozdil mezi neurditym a uréitym integralem. Znat zékladni vlastnosti
pouzivané pfi feSeni urc¢itého integralu.
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

1.1 INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE

Ditlezitou skupinu funkci, které miizeme (aspon teoreticky) integrovat v mnoZziné
elementarnich funkci, tvofi racionalni lomené funkce.

P (x;, kde P(x) a O(x) jsou polynomy
X

KaZzdou raciondlni lomenou funkci tvaru f(x)=
libovolnych stupnd, 1ze vyjadfit ve tvaru

P(x) =S(x)+ R, (x)+...+ R (x),

0(x)
kde S(x) je mnohoclen a R;(x),...,Rs(x) jsou parcidlni zlomky.

Funkci v takovém tvaru umime integrovat. My se zaméfime na integraci ryze lomené funkce
ve tvaru rozkladu na parcialni zlomky. Postup,jak se k takovému rozkladu dostat, naleznete v
0.cviceni.

Audio 1.1 Integrace ryze lomené funkce
%) re

1.1.1 Integrace parcialnich zlomki s realnymi kofeny ve jmenovateli

Prok=1:

j 4 dx:A-ln|x—a|+c
xX—a

Pro k =2 vyuzijeme substituci a dostdvame:

X—a=t
dx =dt

dt ¢t A
—=4 +c= T tc¢
t —k+1 1-k)(x—-a)

A
S av-a|”

Piiklad:

dx
.

Vypoctéte integral '[ Z
X —X

ReSeni:

Jedna se o integraci ryze lomené raciondlni funkce. Proto musime funkci rozlozit na parcidlni
zlomky. Kofeny ve jmenovateli jsou feSenim rovnice

xt—x? = xz(x2 —1):x2(x—1)(x+1): 0=x,=0,x;=1x,=-1
a odhadovany tvar rozkladu je:

1

4 2
X —X

e,

ﬁ C D
x2 x—-1 x+1

A
=—+
x

r r . . 2
vynasobime celou rovnici x*(x —1)x +1)
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

a dosazovaci metodou zjistime koeficienty 4 =0,B=-1,C = %,D = —% .
V integralu nahradime ptvodni funkci nalezenym rozkladem.
J dx —I ——+ L dx=l+lln|x—1|—lln|x+l|+c
x*—x? 20x—1) 2(x+1) x 2 2

1.1.2 Integrace parcialnich zlomkii s komplexnimi koFeny ve jmenovateli

Abychom si usnadnili integrovani, budeme pfti rozkladu na parcidlni zlomky psat do citatele
parcialniho zlomku misto x derivaci troj¢lenu x* + px + ¢, tzn.

Mx+ N B(2x+p) C

> 5 ,kde M =2Ba N=B-p+C.
X +px+q x’ +px+q X+ px+gq

B(2x+ p)

2

dostavame:
X"+ pX + q

Pfi integrovani prvniho zlomku (

J- (2x+p)

B~ln(x2 +px+q)+c
x’ +px+q

Pti integrovani druhého zlomku ( 5

doplnime trojélen x° + px+¢ na étverec:
X"+ pX + q

x+pl/2=t
J 2 < dx=CI : 2 7éx = P =CI 2dl 2=£arCtgx—+p/2+C,
X +px+gq (x+p/2)" +a dx = dt t"+a a a
p2

kde a=,/qg——

7y
Priklad:
Vypoctéte integral J ﬂdx .

x* +4x+5

ReSeni:

Funkci rozlozime na parcidlni zlomky. Kofeny ve jmenovateli jsou feSenim rovnice
x* +4x+5=0= D =—-4 < 0= komplexni kofeny a odhadovany tvar rozkladu je:

3x+2 _B(2x+4)+ C
x2+4x+5 x*+4x+5 x> +4x+5’

vynasobime celou rovnici x* +4x +5
(o s . 3
a srovnavaci metodou uré¢ime koeficienty B = E’C =—4.
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Integrace specialnich typi funkci a uréity integral [
V integralu nahradime ptvodni funkci nalezenym rozkladem.

3 dx
J Sinle < av5)-a]

j 3x+2 _J' 2x+4 4
x> +4x+5 x +4x+5) x> +4x+5

= %ln(x2 +4x + 5)— 4arctg(x +2)+ ¢

Priklad:

Vypoctéte integral J ( l)x T X .
x—1)lx" +

ReSeni:

Rozklad funkce na parcidlni zlomky jsme délali v 0.cviceni.

X _ 1 B 2x 1 :l B _l )
Imdx - I[Z(x—l) 4(X2 +1)+ 2()62 +1)de 21n|x 1| 411’1‘)( +1‘+

1
+ —arctgx + ¢
> gx

1.2 INTEGRACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Budeme se zabyvat integraly funkci, které jsou slozeny z goniometrickych funkci a lze je
pomoci vhodnych substituci prevést na integraly z racionélni lomené funkce.

I )) Audio 1.2 Integrace funkei sloZenych z goniometrickych funkei

Nejprve se podivame na integraly typu jcos’” xsin” xdx , kde m,ne Z.

1) Pokud je aspoii jedno z Cisel m, n liché pouzijeme k feSeni substituce:

sinx =¢, je—1lim liché

cosx =t, je—1i n liché.
Pokud jsou obé¢ liché, miiZzeme si vybrat.
Priklad:
Vypoctéte integral J. sin’ xcos” xdx .
ReSeni:
Lich4 mocnina je u funkce sinus, proto pouZijeme substituci cosx =¢ a funkci sin’ x
upravime na soucin sinx a sin® x, kde k bude sudé &islo a s vyuZitim sin” x +cos’ x =1

k
pievedeme sin* x na vyraz (1 —cos”’ x)2.
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

cosx =t

J‘sin3 xcos® xdx = J‘sinxsin2 xcos® xdx = J.sin x(l —cos? x)cos2 xdx =

—.[(l—tz>‘2dt=j(t4 —tz)dt=%—§=cos3 x(cos;x—%]+c

2) Zbyva vyftesit ptipad, kdy jsou oba exponenty sudé.

—sinxdx=df|

Pokud jsou obé¢ Cisla m, n nezéporna, je nejvyhodné;si pouziti vzorcii pro dvojnasobny uhel:

sin2a=%, cosza=%, kde a € R.

Piiklad:

Vypodtéte integral '[ sin” x cos” xdx .

Reseni:
Isin2 xcos® xdx = Il—cos2x : 1+cos2x :—I 1—cos® 2x X ——jsm 2xdx =
2
:lf—l_cos4x :—I 1 cos4x (x——sm4xj
tgx =1
Je-1i alespoii jedno z ¢isel m, n z&porné, pouzijeme substituci: | x = arctgt |.
dt
dx = >
- +1
Priklad:
Vypoctéte integral I X
cos’ x
Reseni:
tgx =t 2
sin” x 1 t-+1-1 1
dx = | tg*xdx = dt |=|t*- dt = dt=||1- dt =
J.cosx J.g dx:t2+1 -[ ' +1 -[ t*+1 J-( t2+1j

=t—arctgt =tgx—x+c
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Integrace specialnich typi funkci a uréity integral [EI

1.2.1 Univerzalni substituce

tgf:t, xe(_ﬂ,”),
2
2
x =2arctgt, dx= dt,
8 1+¢2
. 2t 1-¢
sinx=——, cosx= =
1+1¢ 1+1¢

Univerzalni substituce se pouziva pii feSeni integralii typu I f (sin X,COS x)dx, kde f (u,v) je
racionalni funkce proménnych u =sinx,v =cosx. Jedna se o obecny postup (substituci) pfi
feSeni integralt funkcei sloZzenych z goniometrickych funkei.

Priklad:
Vypoctéte integral J. —dx.
4 +sinx
ReSeni:
sinx = 2
= - 5
[——ax- R ) R R | Mer) 2,
4 +sinx e 2 @ 2t 1+t A1+ )+2t 141
1+t2 1+1¢°

‘f— ——f :éj a5 4 g P
242t +¢ ot 2 ( 1j2 15 2 15 J15
2 zf+Z +

4-tg™ +1
10v/15 &5
=Tarctg —=|+c

J15

1.3 URCITY INTEGRAL

Neur¢ity integral - funkci pfifazoval mnozinu funkci

Urdity integral - funkci pfifazuje Cislo, podle toho, co funkce vyjadiuje, bude mit vysledné
Cislo vyznam (napf. délka kiivky, hmotnost rovinného obrazce, moment setrvacnosti
rovinného obrazce, atd.)

I )) Audio 1.3 Ur¢ity integral
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Integrace specialnich typi funkci a uréity integral [EN

1.3.1 Geometricky vyznam urc¢itého integralu

M¢jme nezépornou ohrani¢enou funkci f(x), spojitou na intervalu <a,b>. Da se dokazat, ze

b
urcity integral j f(x)dx udava obsah rovinného obrazce P ohrani¢eného grafem funkce
f(x), osoux apfimkami x = a, x = b.

BN

J)

0 a b i
Obr. 1. K¥ivocary lichobéznik

Ze sttedni Skoly zndme vztahy pro vypocet obsahu trojuhelnika, obdélnika, kruhu a mozna
nékolika dalsich jednoduchych obrazcii. Pro obecnou funkci y = f(x) vSak zatim obsah

obrazce na obr. 1 vypocitat nedovedeme.
Navrhnéme, jak vypocitat obsah tohoto utvaru alesponi ptiblizné:

1. Rozdélime tvar P rovnobézkami s osou y na €asti (na obr. 2 jsme zvolili 3 délici
body).

0 a

Obr. 2. Rozdéleni P na 4 ¢asti

Je ziejmé, Ze obsah utvaru P dostaneme jako soucet obsaht jednotlivych casti.
Oznac¢ime obsah P jako S(P). Pak plati: S(P)=S(P)+S(P,)+S(P)+S(P,)

2. Spocitame obsahy jednotlivych casti. JelikoZ jsou opét ohraniceny shora funkei f(x),
provedeme vypocet piiblizn€. A to tak, ze aproximujeme plochy obdélnikem. Zvolime
v jednotlivych €astech body & (v mezich dané ¢asti) a v té€chto bodech spocteme
funkéni hodnotu. V této vySce zarovname na obdélnik (funkci jsme nahradili funkéni
hodnotou).
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puvodniho obrazce:

Integrace specialnich typl funkei a urcity integral
y

e ——Y

S5

x
a=x0§1 X1 2;-,2 Xy é3 X3 E_,4 Xy =p

Obr. 3. Nahrazeni obdélniky

Ze znalosti vzorce pro vypocet obsahu obdélniku dostavame (pfiblizny) obsah

S(P) = (‘xl —a)f(§1)+(x

Poznamka:

2 = x)f (&) + (0 —x,)F (&) + (b —x,) /(&)

3. Je zfejmé, ze se dopoustime chyby a pokud zvolime vice dé€licich bodl (vice ¢asti),
tim bude chyba mensi. Obsah P tedy dostaneme jako limitu pro nekone¢ny pocet casti.

1) V nésledujici animaci si mazete vyzkouset, jak se pti zmén¢ poctu délicich bodi méni

Ihade-Ha inieerainiba -mian
E =

integralni soucet (jako body &, jsou brany stfedy jednotlivych ¢asti).

Il y hprvadd

T
:ll" 1 1."‘"
'-__-'-.. dirp vl woabe
™ G, = (m- X))
h‘

- T r | = KT

— a - R

FiE) = comiEm)

{nvladdani

Pocatiet il Llakoh Ausskd 1 E
fu=JIT4

LTAT
Inli
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

2) K podobnému problému dospéjeme 1 pii feSeni jednoduché ulohy z klasické
mechaniky. Chceme vypocitat praci, kterd se vykona pii pfimocarém pohybu, ma-li
sila smér drahy.

Definice: Pokud 3 limita (hmZS Snj, pak je tato limita oznaCovéna jako

n—>0

Riemanniv integral funkce v intervalu <a,b> a piSeme

= [ f(0)x,

kde ¢islo a se nazyva dolni mez, ¢islo b horni mez a funkce f(x) integrand.

Poznamka:

Z definice vidime, pro¢ symbol [ vznikl protaZenim pismene S

Pokud je funkce f(x) spojitd na <a,b>, pak ma Riemanntv integral. Po zobecnéni dostavame

nasledujici definici.

Definice: Necht je f(x) omezena a po ¢astech spojitd v <a,b>, pak ma f(x) v <a,b>

Riemanntv integral.

I )) Audio 1.4 Riemannuv integral

1.3.2 Vypocet a vlastnosti urcitého integralu

Pro vypocet urcitého integralu vyuzijeme Newton-Leibnizovu formuli, kterd vyjadiuje vztah
mezi primitivni funkci a Riemannovym integralem.

Definice: Necht F(x) je primitivni funkei k funkci f(x) v intervalu /. Pak pro ¢isla a, b
z tohoto intervalu definujeme Newtontv urcity integral funkce f(x) v mezich od a do b

vzorcem:

fﬂﬂw=Vum=FwyFw)

I )) Audio 1.5 Newton-Leibnizova formule
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

I F

__________ LFe

(x)

- —_— —_- —_- —_- — — —— —
r
A
[N}

Obr. 4. Newton-Leibnizova formule

Veta: Necht f(x) a g(x) jsou integrovatelné na <a,b>, pak také soucet (rozdil) téchto
funkci a nasobek funkce konstantou je integrovatelny na tomto intervalu a plati:

[[(/() £ glear = fydr+ [ gy,

a

[k (chx = k[ f(x)dx, ke R.

Priklad:

“ix 3 2
Vypoctéte J.l (4x—3) dx.
Reseni:

Funkce je spojita na <l,3> , tudiz integrovatelnd. Vyuzijeme vlastnosti o integraci souctu.

[(ax -3 dx = l{MT Lgrg)=182

4 3 1:12 3

Dalsi vlastnost bude uzitetna zejména v piipadech, kdy integrand nebude mit na celém
intervalu <a,b> jednotny analyticky ptedpis.

Veta: Necht f(x) je integrovatelnd na <a,b> a a<c<b, pravé tehdy, kdyz je

integrovatelna na obou intervalech <a,c> a <c,b> plati:

J.: f(x)dx = J: f(x)dx + Lb £ (x)dkx.
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Integrace specialnich typl funkei a urcity integral

Dalsi vlastnosti:

Veta: Necht f(x) a g(x) jsou integrovatelné na <a,b>, pak plati:
[ fGdx =0,
a b
| | F(x) dx= - [ £,

Jreo < [ reofax

.. b b
je-li f(x) < g(x) pro Vx e <a,b>, pak také Ja f(x) dx < Iag(x) dx.

I )) Audio 1.6 Vlastnosti urcitého integralu

Piiklad:

Vypoctéte nasledujici neurcité integraly:

4
4 1 x?
a xX— dx =| — —arct = & —arctg4
) L( 1+x2J {2 gx} s

0

b) J.: cos(2x)dx = %[sin 2x]7 =0
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu

1 SUBSTITUCE A PER PARTES V URCITEM ,INTEGRALU,
GEOMETRICKE APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

7~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
/
.

Substituce v urcitém integralu
Metoda per partes v urcitém integralu

Geometrické aplikace

@ MOTIVACE:

=N~ Uz vime, jaky je rozdil mezi neurfitym a urCitym integralem a umime
vytesit ur¢ity integral s vyuzitim zakladnich vlastnosti ur¢itého integralu a
znalosti tabulkovych integralii. Stejn¢ jako u vypoctu neurcitych integralii si
s timto nevysta¢ime a proto si ukdzeme aplikaci jiz znamych metod
(substitu¢ni a per partes) v ur€itém integralu. Na zavéer se budeme vénovat
geometrickym aplikacim urcitého integralu, konkrétné si ukazeme, jak
pomoci ur€itého integralu ur¢ime obsah rovinné oblasti ¢i délku kiivky. V
technice se vyuziva napi. cykloida (kfivka, kterou vytvofi bod pevné
spojeny s kruznici, ktera se kutali po ptimce) v prevodovkach, ¢i v mostnich
a tunelovych konstrukcich.

CiL:

Umét integrovat urcité integraly s vyuzitim substitu¢ni metody a metody per
partes. Pochopit zékladni geometrické aplikace a vypoftem umét urcit
obsah rovinnych oblasti a délku kiivky.
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu

1.1 SUBSTITUCE V URCITEM INTEGRALU

Veta: Je-li funkce f(x) integrovatelnd v <a,b> a funkce x = ¢(t) ma v intervalu <a, ,B>
spojitou derivaci ¢'(z), pticemz g(a) =aa ¢(f) = b, pak plati:

[[ 1oy = I'Bf [o())p'(¢)dt.

Poznamka:

Postup vypoctu a zapis je obdobny jako u neurcitého integralu, jen pfibude urceni novych
mezi. Vyhodou je, Ze se nemusime po substituci vracet k ptivodni proménné.

I )) Audio 1.1 Substituce v urcitém integralu

Piiklad:

3
v sin x cos’ X
Vypoctéte integral j

1 +cos’ x
Regeni:
Zavedeme substituci: 1+ cos® x =¢, —3cos® xsin xdx = dt
Prepocitame meze:

] z /s
horni mez x, =5 :1+cos’ = 5 =1=1,

dolnimez x, =0:1+cos’ 0=1+1=2=¢

Vidime, ze nova horni mez je mensi nez nova dolni mez. VyuZijeme vlastnosti ur¢ité¢ho

integralu o vyméné mezi: J-: f(x)dx =— J-;l f(x)dx .

%smxcosx ___lzﬁ_l'i[ r_i _
e TR R

A 1+ cos’ x I
Priklad:
Vypoctéte integral ixm dx .
ReSeni:
Zavedeme substituci: V1—x? =¢ = 1—x> = t, = 2xdx =2tdt = xdx = —tdt
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu
Prepocitame meze:
hornimez x, =0:4/1-0=1=¢,

dolnimez x, =-1:v1-1=0=¢,

I ; 1 Iray 1
J.xxll—x dxz—.[t-tdt:—g[t ]0 :_5
-1 0

1.2 METODA PER PARTES V URCITEM INTEGRALU

Veta: Necht' funkce u(x), v(x) maji na <a,b>, a < b, derivace, které jsou na daném

intervalu integrovatelné, pak plati:

Jj u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]]; - Lb u'(x)v(x)dx.

Pozndmka:
Pouziti je analogické jako v piipadé neurcitého integralu. Vyhodou oproti postupu

u neurcitého integralu spociva v pribézném dosazovani mezi do ¢asteCné urcené primitivni
funkce. Vypocet se zkrati a zpiehledni.

Audio 1.2 Per partes v urcitém integralu

Priklad:

2
Vypodtéte integral j (x2 + l)ln xdx .
1

ReSeni:
Integrand je slozen ze soucinu dvou odlisnych funkci a proto zvolime metodu per partes.

Volime:

2 3 2 27 9 3 2
Dostavame: I(x2+l)lnxdx= X ixl|lnx —j XN dx=ﬂln2—0— X x| =
3 3 3 9

1 1 1
:Eln2— §+2— l+1 :E1n2—E
3 9 9 3 9
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Substituce a per partes v uréitém integralu, geometrické aplikace uréitého integralu [

Priklad:

1/2
Vypoctéte integral I arcsin 2xdx .
0

ReSeni:
Volime:
u=arcsin2x, u' = 2z
T 1-4ax?
vi=l,v=x
1/2 1/2 2x T 1 P 1
Dostavame: J.arcsin 2xdx = [x arcsin 2x]:)/2 - _[ ——dx=*=—-0-—=———
0 o V1= 4x> 4 2 4 2

1/2
2x s o
* I—dx vyfesime substituci:

2 V1-4x*
m:z = 1-4x* =¢7,
—8xdx = 2tdt = 2xdx = —%tdt
Ptepocitame meze:

1
X, =1/2:[1-4-=0=1,

X, =0:41-0=1=¢,
1./|‘2 2x
o \1—4x?
1.3 UZITIi URCITEHO INTEGRALU

1t lpqy 1
dX:E'([;df:E[t]O :E

Pomoci integralniho poctu je mozné vypocitat obsah rovinnych utvard, objemy rotacnich téles
a délky rovinnych kiivek. Velké uplatnéni ma urcity integrél také ve fyzice a chemii.

1.3.1 Geometrické aplikace

1. Obsah rovinného utvaru

Audio 1.3 Obsah rovinné oblasti
‘) e
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu

A. Pokud se jedna o rovinny Utvar omezeny osou x, piimkami x =a, x=»5b a grafem
spojité, nezdporné funkce y = f(x), pak je jeho obsah dan urcitym integralem, jak

b
bylo uvedeno u geometrické interpretace urcitého integralu: P = I f(x)dx.

}?

0 a b x

V ptipadé, Zze funkce y= f(x) je v intervalu <a,b> zéporna, je integral rovnéz

zaporny.

Jix)

0

Vzhledem k tomu, Ze obsah kazdého obrazce je vzdy nezaporné Cislo, pouzijeme pro

libovolnou

funkci ve vypoctu obsahu  jeji absolutni hodnotu:

P=[|fldx=-[ f(x)ax.

Jestlize funkce y = f(x) nabyva v intervalu <a,b> jak kladnych, tak 1 zapornych

hodnot, potom tento interval rozdélime na dil¢i intervaly, ve kterych funkce nabyva
pouze nekladnych hodnot resp. nezdpornych hodnot a vypoclteme obsahy podle

predchazejicich tivah. Tzn., pokud bychom pocitali integral I ’ f(x)dx na celém <a,b> ,

kladné a zaporné Casti by se odecitali.

V nasledujici animaci si mizete vyzkouset, jak se méni celkovy obsah plochy, ktera je
ohrani¢ena funkci, kterd na intervalu <a,b> nabyva jak kladnych, tak zapornych

hodnot.

©e@

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Substituce a per partes v uréitém integralu, geometrické aplikace uréitého integralu [ENE

. . ==
f ! !

44 4

34 3

r r

I I 14

lllll'.l.: : .’ [ B ] . '
a %57 2 03 4. o1 2 3 4 53 & 4
| -]

=1 =1 .
Iltl.ln-fd-:gm-l-:l i ldani Inlimacy
cbe | ke |l LTI - IHET
Priklad:

Vypoététe obsah Gtvaru, ktery je ohrani¢en kiivkou y=x’—4, osou x a pfimkami
x=-3,x=3.

Regeni:
Z grafu funkce vidime, Ze na intervalu <— 3,3> funkce méni znaménko, tzn. hledany

3
obsah ziskame jako soucet obsaht tfi ¢asti nebo jako j}‘xz — 4‘dx. Priiseciky s osou x

jsou x =12,

T

1
1
1
[
1
[
1
1
1
i
[
1
1
[
1
[
1
[
1

Navic se jedna o funkci sudou, takze sta¢i urcit obsah utvaru na intervalu <0,3> a
vynasobit dvéma.
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Substituce a per partes v uréitém integralu, geometrické aplikace uréitého integralu [ENE

2j:\x2 ~4ldx = 2U(— X+ 4 + i(x2 —4)de - 2{[’3—1 4xT + {?4;{} _

0 2

=2 —§+8—0+2—12—§+8 =2 E+4 =ﬁ
3 3 3 3 3

Priklad:

(Aplikace ve statistice, statistické mechanice, atd.)

Urcete, jakd je chyba meéfeni, pokud méfeni je nahodnd veli¢ina podléhajici
normovanému normalnimu rozdéleni (N(0,1)).

Reseni:

Jelikoz ndhodna chyba (napt. chyba méteni) podléha N(0,1), vime, ze funkce hustoty
je:

X
2

e

f(x)= \/;—ﬂ

Pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina nabude hodnot z urcitého intervalu, je rovna
plose pod hustotou nad timto intervalem. To znamena, Ze potiebujeme urcit primitivni
funkci a jeji hodnota pro dané x bude nase hledana chyba.

D(x) = j f()at

Problém je ten, Ze tento integral neumime analyticky urcit, ale vyuZijeme toho, Ze
hodnoty ®(x) jsou tabelovany. V animaci si toto ukdzeme.
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu
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Pozndmka:
Podle normalniho rozdéleni se fidi nékteré fyzikalni a technické veli¢iny. Statisticka
mechanika popisuje dynamické systémy pomoci makroskopickych veli¢in, kterym
nezalezi na konkrétni mikroskopické realizaci (stejn¢ jako termodynamika), jsou

zakladem téchto obort dynamické zékony mechaniky a matematicka statistika spolu s
teorii pravdépodobnosti.

B. Pokud je rovinny utvar ohrani¢eny dvéma funkcemi (kiivkami) y = f(x) a y = g(x),
pfi¢emz plati f(x) > g(x), a pfimkami x =a, x = b, je jeho obsah urcen:

P={ (f(x)- g()dx.
Priklad:
Vypoététe obsah ttvaru, ktery je ohranien kiivkami y =3 —x°, y =2x.
Re3eni:

Rovinny utvar je ohrani¢eny pouze dvéma funkcemi, takze musime prvni urcit x-ové
soufadnice prusecikil kiivek (fesSime rovnici f(x) = g(x)).

3-x*=2x=x"+2x-3=0 = x, =-3,x, =1 (jak vidime i z grafu)
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu

Hledany obsah je:

1
P:.|._13(3—x2 —2x)dxz{3x—x?3—x2}3 :§+9=%

C. Je-li graf funkce f uren parametrickymi rovnicemi x =@(t), y=w(t), te <a,ﬁ> ,
kde funkce w(¢) je spojita a nezapornd na <a, ,B> a funkce ¢(f)mé na intervalu <a, ﬂ>
derivaci riznou od nuly a ¢'(¢) je integrovatelnd na <a, ﬂ), plati pro obsah tutvaru

ohranic¢ené¢ho grafem funkce fna intervalu <a, ,B> :

P=|['v 090}

2. Délka rovinné kiivky

Audio 1.4 Délka kiivky
%) =

Veta: Je-li funkce y = f(x) definovani na <a,b> a ma zde spojitou derivaci, pak pro

délku jejiho grafu plati:

= j:\/l +[f0)f .

Nyni se podivame na obecnéjsi piipad, kdy kiivka nemusi byt grafem funkce (mtze se jednat
o trajektorii nakreslenou bodem spojité¢ se pohybujicim v roving). Tzn., zadame kiivku
pomoci parametrickych rovnic x = @(¢),y =w(t). Z fyzikadlniho pohledu je délka kiivky
vlastné drahou, kterou bod urazi od okamziku o do okamziku B. Pro délku kiivky dané
parametrickymi rovnicemi lze dokazat nasledujici tvrzeni:

1= [Ne) + ) ar.
Piiklad:
Vypotéte délku asteroidy.
ReSeni:

Asteroida je zvlaStnim piipadem hypocykloidy. Hypocykloida je cyklicka kiivka, kterou
vytvoii bod pevné spojeny s kruznici, kterd se kutdli po vnitini stran¢ nehybné kruznice.
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Substituce a per partes v ur¢itém integralu, geometrické aplikace urcitého integralu

. wr w “ s w a r1s vy «
Asteroidu dostaneme v ptipad¢€, kdy se kruznice o poloméru r = 1 kutali po vnitini strané

kruznice poloméru R =a. V animaci se na vytvofeni asteroidy podivame. Zvolime si
konkrétni nehybnou kruznici poloméru R =4 se sttedem v [0,0] a kruznici s 7 =1 a stfedem

v [3,0] a bod na této kruznici se soufadnicemi [4,0]. Kutdlenim mensi kruznice nam bod
vykresli kiivku (asteroidu).

cgnmy | T daprwed

F il |

Tark

LI [T

I ."|'I'-rJ|'.'|1w'|:.l-rr.'|1'|1"_H:,'L|!,I
¥ ."l'l'-rJ.lu1|':I,I-r.l||.n.|'_H:,'L|:.l

; : .t Kok
B=4r
{relazlani
1]
'-. £ -
Inln
»] —r

Maéme urcit délku obecné asteroidy. Parametrické rovnice jsou:

X=acos’t
y=asin’t,te <0,27z>

Jak jsme vid€li z animace, asteroida je symetricka vzhledem k obéma soufadnicovym osam,

staci vypocitat délku v jednom kvadrantu ¢ € <0,%> a vynasobit 4.

x =—-3acos’ tsint
¥ =3asin® tcost
/2 /2

=4 I \/(— 3acos? l‘sint)2 +(3asin2 tcost)2 dt =12a J‘\/cos2 tsin’¢- (cos2 t +sin’ t)dt =
0 0

5 sin¢ ]
=12a J‘costsintdt:12a{ 5 } = 6a

0
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Dalsi geometrické a fyzikalni aplikace urc¢itého integralu

1 DALSI QEOMETRICKE A FYZIKALNI APLIKACE URCITEHO
INTEGRALU

\

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
. Geometrické aplikace

Fyzikalni aplikace

MOTIVACE:

(4
>  Jak jsme jiz zminili v minulé piednasce, urcity integral je vyuZivan v
nepfeberném mnozstvi praktickych probléml. My se zaméfime na
jednoduché aplikace v mechanice, jako je vypocet soufadnic téziste¢ c¢i
momentl setrvacnosti hmotnych kiivek a rovinnych oblasti. Dalsi vyuziti
integralniho poctu je naptiklad pfi vypoctu tlakové sily, prace, pohybu, atd.

CiL:

Umét aplikovat urCity integral pii feSeni geometrickych ¢i fyzikélnich
problémd.
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Dalsi geometricke a fyzikalni aplikace urcitého integralu

1.1 GEOMETRICKE APLIKACE

1.1.1 Objem rotac¢niho télesa

Nechéme-li rovinny utvar rotovat kolem osy x, vznikne rotacni téleso, jehoz objem miiZeme
vypocitat pomoci urcité¢ho integralu.

Veta: Necht je funkce y = f(x) spojita a nezaporna na <a,b>. Pak rotac¢ni téleso, vzniklé

rotaci kfivky y = f(x) kolem osy x v intervalu <a,b>, ma objem:

V= ﬂj:fz (x)dx.

Audio 1.1 Objem rotacniho télesa
%) =

Pozndamka:

1) Obdobny vzorec plati, je-li osou rotace osa y. Objem tclesa, které vznikne rotaci
spojité kiivky x = A(y)pro y € <c, d > kolem osy y, vypocteme ze vztahu:

d
V= nL B2 (y)dy.

2) Pokud ziskame téleso rotaci utvaru ohraniceného kiivkami f(x),g(x) (g(x) < f(x))

kolem osy x na <a,b>, pak objem takového télesa urc¢ime jako

=z 1)~ g’ kix

Veta: Je-1i graf funkce f ur€en parametrickymi rovnicemi x = @(¢), y=w(¢t), t € <a, ,B> ,
plati pro objem té¢lesa, které vznikne rotaci utvaru kolem osy x:

v =z v Ol 0l
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Dalsi geometricke a fyzikalni aplikace urcitého integralu

Priklad:

Vypoététe objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci kiivek y=x*a y = Jx kolem oSy X
pro x € <0,1> .

ReSeni:

V grafu vidime rovinny utvar, jehoz rotaci kolem osy x vznikne téleso, jehoz objem hledame.
Nasledujici animace nam ukdaze, o jaké téleso pujde.

1.5

-0.5

>

Kiivka y =x” ohraniCuje ttvar zdola a kiivka y = Jx shora. Hledany objem dostaneme,
kdyZ od objemu télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci kiivky y = Jx kolem osy x, odeCteme

objem té&lesa, které vznikne rotaci obrazce pod kfivkou y = x”.
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Dalsi geometrické a fyzikalni aplikace ur¢itého integralu [y

el e 5] s
Priklad:

Urcete objem rotacniho télesa vzniklého rotaci jednoho oblouku cykloidy kolem osy x
(cykloidialni vieteno).

ReSeni:
Vime, Ze cykloidu lze vyjadfit parametrickymi rovnicemi:

x=a(t—sint),y =a(l—cost), te <O,27z>. Do vzorce pottebujeme znat derivaci funkce

x=a(t—sint) = x =a(l—cost).

2z 2
V= ﬂjﬂwz(t)|go’(t)|dt = ﬂjaz(l —cost)’a(l - cost)dt = ma’ I(l —3cost+3cos’ t —cos’ t)dt =
0 0

1+ cos 2¢

2
=7ra3j[1—3cost+3 —(1—sin® t)costjdt=
0

.3 2
:7ra3{t—3sint+%t+%sin2t—sint+ SH; t} = (27 -0+37+0-0+0)=57a’
0

1.1.2 Obsah rotaéni plochy
Pomoci urcitého integralu vypocitame 1 obsah plasté rotacniho télesa.

Audio 1.2 Obsah rota¢ni plochy
%) re

Véta: Necht je funkce y = f(x) spojitd a nezaporna na <a,b> a ma zde spojitou derivaci.

Pak pro obsah rota¢ni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky y = f(x) kolem osy
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Dalsi geometricke a fyzikalni aplikace urcitého integralu

x v intervalu <a,b> , plati:

§=2z] fEW1+(f'(0) dx

Poznamka:

Rotace kolem osy y: S = 27zJ;d h(y)\1+ (h'(y))2 dy

Veta: Je-li graf funkce fur€en parametrickymi rovnicemi x = @(¢), y =w(t), t € <a, ﬂ> ,

plati pro obsah plochy télesa, které vznikne rotaci grafu funkce f/* kolem osy x:

$=['wenlp'©) +'®) ar

Priklad:

Vypoctéte povrch plasté rotacniho komolého kuzele, které vznikne rotaci kiivky y = x kolem

OSy X pro x € <1,3>.

ReSeni:

§ =2z a1+ dr = 27r\/§{§}3 = 732(9-1)= 8742

1

1.2 FYZIKALNI APLIKACE

l )) Audio 1.3 Fyzikalni aplikace

Predstavme si kus dratu, ktery je v obecném piipad¢ nehomogenni. Matematickym modelem
je kiivka. Predpoklddejme, ze mame nezdpornou funkci p, kterd je definovand ve vSech
bodech kiivky a kazdému bodu pftitazuje délkovou hustotu v tomto bodé.

W Wew

Kiivka C je ddna parametrickymi rovnicemi

x =),y =y(0), kde 1€(a,p)

Veta: Necht ¢(f)a w(f) maji spojitou derivaci na intervalu <a, ﬂ> a p(t)je spojita

a nezaporna. Pak kfivka C majici délkovou hustotu p(z) ma hmotnost

M@ = panle' 0] +[y )] dr

A%
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Dalsi geometrické a fyzikalni aplikace ur¢itého integralu [y

_15,(0) 5.(0)
I M@©)M©) |

kde

5.0 = [y p\lpOF +ly' )] dr
5,(0) = [ ppenlo' T +ly 0] di

Veli¢iny S, (C),S(C) nazyvame statické momenty kiivky C vzhledem k ose x ().

Momenty setrvacnosti této kiivky dostaneme ze vztahi:

1O = [v* OpenlpF +ly' 0] d
1,©) = ['o* 0 peWlp 0T +ly' )] dr
Pozndmka:

Je-li kiivka C grafem funkce f(x) a p(x) udava jeji délkovou hustotu v bod¢, dostavame
z ptedchoziho zjednodusenou verzi:

e e %wx&mqjm
M(C) M(C)

M(C) = penI+[f' @) .
5.0 = [ F@pn1+ [0 F e
§,(0) = [ xp(en1+ /') .
1.0 = [ 12 @pee 1+ [P dx
1,0 = [ 2 pan1+ [ (] d

Priklad:
Urdete hmotnost a soufadnice t&Zi§té homogenni pilkruznice K :x° + y> =r>, y>0,r>0.
ReSeni:

parametrické rovnice kruznice: x = rcost,y =rsint,t € <O, 7r>

ktivka je homogenni = hustota je konstantni p(x) =c¢,c > 0.

hmotnost: M (C) = cJ-O”\/[— rsint]’ +[rcost] dt = cJ-O” rdt = cr|t]y = crn
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Dalsi geometrické a fyzikalni aplikace ur¢itého integralu [N
Statické momenty:
S.(C)= cjoﬂrsint -rdt = r’c[-cost]] = r’c(1+1)=2r’c

Vvoev

Cvvivex 2
Souradnice téziste: T = {0,—1
V4

W Wew

Véta: Necht je hmotna rovinnd oblast ohrani¢ena kiivkami g(x)a f(x), kde

g(x)< f(x) na <a,b>. Pak hmotnost této oblasti s konstantni ploSnou hustotou p je

b

M = p[[f(x) - g(x)lax.

a

Statické momenty urc¢ime ze vztahii:
P b
s, =2l @-g wh.
b
S, = p[x[f(x) - g(x)dx.
Pro momenty setrvac¢nosti plati:
P b
=21 m-g

I, = p[x*[f(x) - g(x)lx.

Vv v

Piiklad:

Vvoev
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Dalsi geometricke a fyzikalni aplikace urcitého integralu

ReSeni:

A%

2 92
S
5, =pf o= 20 | 810N D
0

37 4 3 4) 12 M
2 s ?
S
Sx=£“2x—x2 C =2 ix3—x4+x— 22(2—16+£j:E ===
29 51, 2 5 M
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace

1 FUNKCE DVOU PROMENNYCH, PARCIALNI DERIVACE

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-

. . Funkce dvou proménnych

Funkce dvou proménnych

Parcialni derivace

[ MOTIVACE:

=9  V minulém semestru jsme studovali vlastnosti funkci jedné nezévislé
proménné. K popisu mnoha redlnych situaci obvykle s jednou proménnou
nevystacime. V mnoha praktickych problémech zjistime, ze urcita veliina
zéavisi na dvou ¢i vice jinych veli¢inach. Naptiklad draha télesa zavisi na
rychlosti a Case, prithyb nosniku zavisi dokonce na ctyfech veli¢inach c¢i
objem valce zavisi na poloméru zakladny a vysce, atd. To znamena, ze se v
mnoha problémech (v mechanice, fyzice, ...) s funkcemi vice proménnych
budete setkavat.

CiL:

Chépat pojem funkce vice (dvou) proménnych, umét urcit defini¢ni obor
danych funkci. Dokézat parcidlné derivovat funkce dvou proménnych.
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace

1.1 FUNKCE DVOU PROMENNYCH

Definice: Realna funkce dvou redlnych proménnych f:R’> — R je zobrazeni, které
kazdému bodu [x, y] € R* ptifadi nejvyse jedno f(x,y) € R.

Audio 1.1 Funkce dvou proménnych
%) re

Poznamka:

1. [x,y] ... usporddana dvojice nezavislych proménnych (argumenti)
z= f(x,y) ... zavisla proménnd (funkéni hodnota)

2. Zépis funkce: z=f(x,y), f(x,y), [x,y.z]e f

3. Mnozina D, = {x,y] €eR*:3zeR:f(x,y)= z} se nazyva defini¢ni obor funkce f, tj.
mnozina vSech bodu [x,y], kterym dand funkce pfifazuje funkéni hodnotu z. Pro

urceni definicniho oboru funkce dvou proménnych postupujeme analogicky jako
u funkce jedné proménné.

4. MnozZina H, = {z eR: H[x, y]e D,: f(x,y)= z} se nazyva obor hodnot funkce

/f(mnoZzina vSech z).

5. Grafem funkce dvou proménnych rozumime plochu v prostoru o soufadnicich [x, Vv, z]
, kde [, y] nabyvaji viech hodnot z defini¢niho oboru funkce.

Obr. bod M v prostoru

Priklad:

Vysetiete a nakreslete definicni obor funkce

a) f(x,y)=4In(x’ +y)

b) z =arccos(2x— )

2
Acos(x+y)

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463

c) z=-



30.928818




Funkce dvou proménnych, parcialni derivace

ReSeni:

VypiSeme omezujici podminky pro proménné x,y (tj. pro defini¢ni obor). Vime, ze
omezujici podminky jsou pro odmocninu (pod odmocninou nesmi byt zaporné ¢islo), pro
zlomek (ve jmenovateli nesmi byt nula), pro logaritmickou funkci (argument musi byt vétsi

jak 0) a pro funkci arkussinus a arkuskosinus (argument musi byt v intervalu <— 1,1> ).

a)

podminky: In(x> +»)>0 A x* +y>0
soustavu nerovnic vyfesime:
In(x*+»)20=>x’+y21=yp>21-x A y>—x’
D, = {[x,y]eR2 :yZl—x3}

Defini¢ni obor znazornime (pomoci znalosti grafli elementarnich funkci). Nejdiive
zakreslime graf funkce y=1-x" (pokud je v podmince def. oboru ostrd nerovnost,

znazornime kiivku carkovang) a pak vyznac¢ime plochu nad ¢i pod kiivkou, podle
nerovnosti v podmince def. oboru. V nasem piipadé¢ body na kiivce patii do
defini¢niho oboru a vysrafujeme plochu nad ktivkou.

yh

y=1—a'

N

b) podminky: —1<2x—y <1

vyieSime:
—1<2x-y<1=>-1-2x<—y<1-2x=>-1+2x< y<1+2x

D, ={[x,y]eR2 :—1+2x£y£1+2x}

Defini¢ni obor znazornime: Nejdiive zakreslime grafy funkci: y=-1+2x
a y=1+2x. Jedna se o linedrni funkce, kde grafem je pfimka. Defini¢nim oborem
budou body mezi ptimkami, v€etné bodl na ptimkach.
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Funkce dvou proménnych, parcialni derivace [y

/

y=2x-1

¢) podminky: j/cos(x+y) #0 A cos(x+y)=>0
Z obou podminek vidime, ze vlastn¢ budeme fesit pouze jednu nerovnici:
cos(x+y)>0.

Resime goniometrickou nerovnici. Pomtizeme si grafem funkce kosinus (Cerven¢ ...
Y =C0SX).

-5

-0.5

-1

2

Jelikoz se jedna o periodickou funkci s periodou 27, musime s timto pii vysledku
pocitat.

Z grafu je ziejmé, ze funkce kosinus ma kladné hodnoty na intervalu (—%,1].
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace
cos(x+y)>0= —§+2k7r<x+y<%+2k7z:> —x—%+2k7r<y<—x+%+2k7z,

kde

keZ.
D, = {[x,y]e R’ :—x—%+2k7z <y< —x+%+2k7z,k € Z}
Defini¢ni obor znazornime: Uvédomime si, Ze se opét bude jednat o pfimky. Prvni

zvolime k =0: zakreslime (Carkované - v D, je ostrd nerovnost) tedy grafy funkci:

y=—X- %, y=-X +% a vysrafujeme plochu mezi ptimkami

Jako  dalsi  zvolime  napf. k=-1 a  zakreslime  grafy  funkci:

y:—x—£—27r:—x—5—ﬂ a y:—)c+£—27z=—x—3—7Z
2 2 2 2

Takto budeme pokracovat dél pro £ =...,-2,1,2,....

N N
N -6 - N

1.2 PARCIALNI DERIVACE

Pokud chceme védét, jak se zméni funkce dvou proménnych v zavislosti na zméné jedné z
proménnych, rozhodneme o tom pomoci parcialnich derivaci funkce.
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Funkce dvou proménnych, parcialni derivace [y

Definice: Necht' funkce f: R* — R je definovana v bodé 4 =[x,,y,] Ma-li funkce
f(x,y,) o jedné proménné x derivaci v bod€ x,, nazyvame ji parcialni derivaci funkce
f(x,y) podle proménné¢ x v bodé¢ A4 (obdobné¢ pro proménnou y) a znacime ji:

of (x0.v,) Of(4)
Ox T ox > S (.

Poznamka:

Audio 1.2 Vypocet parcialni derivace
%) =

1. Jiz samotnd definice poskytuje navod, jak parcialni derivace pocitat. Parcialni derivaci
funkce podle pevné zvolené proménné vypocitame tak, ze funkci derivujeme jen podle
této promeénné, ptfiCemz druhou proménnou povazujeme za konstantu. Pfi hledani
parcidlnich derivaci uzivame tedy znamd pravidla pro derivace funkci jedné
proménné.

2. Parciélni derivace urcuji rychlost ristu funkce ve smérech rovnobéznych s osami x, y.
fl(x,,y,) predstavuje smérnici teCny v bod¢ (x,,y,,f(x,,,)) ke kiivce, ktera je

prunikem grafu funkce f s rovinou y = y,.
Priklad:

a) Spoctéte parcialni derivace funkce f(x,y)=x’y+ ln(i}
Y

b) Spoctéte parcialni derivace funkce z =3x? +sinxy + e +2y vbodé 4 =[z,0]

ReSeni:

o o

a) Hleddme dv¢ parcidlni derivace funkce % o Nejdiive budeme funkci derivovat
x oy
podle proménné x, tzn., proménnou y budeme povazovat za konstantu.

g:2xy+

1
=2xy+—
ox 7

y 1
Xy X

Nyni budeme derivovat funkci podle proménné y a proménnou x budeme povazovat za
konstantu.

b) Parcialni derivace v bod¢ najdeme tak, Ze urCime parcialni derivace obecné a do
vysledku dosadime soufadnice bodu.
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Funkce dvou proménnych, parcialni derivace [N

g=6x+ycosxy :M:67r+0-0050=6ﬂ
ox ox
%:xcos(xy)+2e2y +2 :%:5-0050+2e0 +2=r+4
v

1.2.1 Parcialni derivace vysSich radi

Audio 1.3 Parcialni derivace vysSich radu
%) e

Podobné jako u funkci jedné redlné proménné zavadime pojem derivace vysSich tada.
Vypocitané parcialni derivace prvniho fadu mohou byt opét funkcemi proménnych x, y.
Muzeme je tedy stejné jako v pfipad¢ funkce jedné proménné znovu derivovat a ziskdme
celkem Ctyfi parcialni derivace druhého tadu:

2
1. i(%j = a—f = f ... druha parcialni derivace podle x vznikne tim, Ze derivujeme 1.
ox\ox) oOx

parcidlni derivaci podle x znovu podle x

o|o 0’ ) ) . .
2. 2| &= —f = f,, ... druha parcialni derivace podle y vznikne tim, Ze derivujeme 1.
y\dy) oy
parcialni derivaci podle y znovu podle y

2
3. i(%j _ 0z f., .. druhd parcidlni derivace podle x a y vznikne tim, ze 1.
oy\ox ) Oxoy

parcialni derivaci podle x derivujeme podle y

2
4, ofe)_ 9= w - druhd parcialni derivace podle y a x vznikne tim, Ze 1.
ox\dy ) Oyox

parcialni derivaci podle y derivujeme podle x

Piiklad:

Spoététe parcialni derivace druhého fadu funkce f(x,y)=x"y+ ln(ﬁ}
Y

ReSeni:
o .. o . o of . C e e
Potfebujeme wurcit 1. parcidlni derivace funkce % které jsme si jiz urcili
X o4
v pfedchazejicim piiklad¢ a).
, i 4 of 1
1) Jako prvni budeme parcidln€ derivovat ™ =2xy+—.
X X

Nejdiive budeme funkci derivovat podle proménné x.
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace

o' f 1
= 2 _——
OxOx x?

Nyni budeme derivovat funkci podle proménné y a dostaneme smiSenou parcialni

derivaci.
62
/ =2x
ox0y
. . e A of 5, 1
2) Uz nam zbyva parcialné derivovat funkci —=x" ——.
Oy y
Funkci budeme derivovat podle proménné x a opét dostaneme smiSenou parcialni
derivaci.
o’ f . . R : v o
o =2x ... vidime, ze smiSené derivace jsou stejné, poradi proménnych ve
X

jmenovateli udava, v jakém potadi derivujeme

Uz ndm zbyva jen derivace podle y.

f _ 1
ovoy  y’
Pozndmka:
VPR *’f *f . . ,
1. Druhé smiSené parcialni derivace , si jsou rovny. Tato rovnost neplati
0x0y 0yox

obecné, ale pouze v pripad¢, kdy smiSené parcidlni derivace jsou spojité funkce.
Rikame, ze smiSené parcialni derivace v piipad¢ spojitosti funkci nezavisi na potadi
derivovani.

2. Je zieyjmé, ze 1 druhé parcialni derivace mohou byt funkcemi proménnych x a y,
muzeme je tedy dale derivovat, ¢cimz ziskame parcidlni derivace tfetiho fadu. Derivaci
tretich parcialnich derivaci dostaneme parciélni derivace ¢tvrtého fadu, atd.
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace

1 FUNKCE DVOU PROMENNYCH, PARCIALNI DERIVACE

7~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
/
.

Diferencial
Diferenciéal

Tecéna rovina a normala

[ MOTIVACE:

> K zavedeni diferencidlu vedla snaha nalézt co nejlepsi aproximaci obecné
funkce pomoci funkce linearni. Dtvod pro takovouto aproximaci je
skute€nost, ze linearni funkce je jednoducha a snadno se s ni z pocetniho i
teoretického hlediska pracuje. Ve fyzice Casto néjaka veli¢ina zavisi na
jinych veli¢inach (napt. na Case). Zména veliCiny, ktera je funkci dvou
proménnych, lze vyjadfit pravé pomoci diferencidlu. Toho lze vyuzit
napftiklad pii sestavovani diferencidlnich rovnic, které popisuji vztahy mezi
veli¢inami a jejich zménami nebo pii vypoctu zmeény objemu (povrchu)
vélce, atd. Dal§im vyznamnym oborem, kde je totalni diferencidl vyuZzivan,
je termodynamika (pfirtstky termodynamickych potencialii - napf. vnitini
energie plynu - jsou totalni diferencialy).

4

CIL:

Chapat pojem totalniho diferencidlu. Umét vyuzit diferencial v riznych
aplikacich, tj. aproximovat funkci linearni funkci, urcit pfibliznou hodnotu,
nalézt rovnici tecné roviny a normaly.
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace

1.1 DIFERENCIAL

Stejn¢ jako u funkce jedné proménné je i u funkci dvou proménnych ¢asto vhodné nahrazovat
ptirtistek funkce pomoci diferencialu ¢i linearni aproximaci funkce v bod¢. Pro funkci jedné
proménné nemél pojem diferencialu ptili§ valny vyznam, ovSem pro funkci ve vice rozmérech
je jiz velmi dilezity.

Audio 1.1 Totalni diferencial
o )) re

Definice: Funkce z = f(x,y) ma v bodé¢ 4= [xo,yo] totalni diferencial (je v bodé A
diferencovatelnd), je-li mozno jeji ptirtstek v okoli bodu 4 vyjadiit jako

Az = f(xg+h,yy+h)— f(xg,¥0) =kh +k,hy + pr(hy,hy),

kde k,,k, jsou konstanty, p=+/h’ +h; , hy =dx=x-x,, h,=dy=y—y, a

lim 7(h,,h,)=0.

[y, ]5[0.0]

Veta: Je-li funkce z = f(x,y) v bodé A4 diferencovatelna, ma v bod¢ A4 spojité parcidlni
S, _TAD
x o oy

derivace a plati: k, =

Definice: Je-li funkce z = f(x, y) diferencovatelnd, pak vyraz

dz=df (x,y) = gdx+gdy
ox oy

nazyvame fotalnim diferencialem funkce z = f(x,y).

Poznamka:

1) jiny zapis diferencialu: dz(A4) = ZL (x—x,)+ ZL (V=)
X y

2) pomoci diferencidlu mizeme urcit pfibliznou funkéni hodnotu v libovolném bodé
X = [x, y] z defini¢niho oboru, ktery je "blizko" bodu 4 = [x,, v, |:

JX) = f(AD+ (A (x=x0) + () (¥ = y,)

Priklad:

a) Najdéte linearni aproximaci funkce f'(x,y) = arctg lx t v okoli bodu (0,0).
+ xy

b) Pomoci totalniho diferencialu vypoététe ptibliznou hodnotu 1,94% - %'
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace
Reseni:
Q) f(x,y)= f(0,0)+df (0,0)[(x, )] = f(0,0) + £(0,0) - (x = 0) + /7(0,0) - (¥ = 0)

Potfebujeme urcit:

£(00,0)= arctgM =0
1+0

, 1 I+xy—(x+ 1-y? ,
fixy) = Jrwsbe )y 15y 00y =1
N ELS 1+ xp) (1+xy) +(x+y)

1+xy
, 1 I+xy—(x+y)x 1-x? ,
fi(x,y)= : = = f£(0,0)=1
’ RS ’ (1+xy)’ (1+xy)2+(x+y)2 g
1+ xy
MuzZeme tedy psat: f(x, y)=arctgx+y Rx+y
1+xy

b) Vime, Ze: f(xay)zf(x()ayo)"‘fx,(xmyo)'(x_xo)“‘fy’(xmyo)'(y_yo)

0,12

Chceme urgit piibliznou hodnotu 1,94° - e”">. Miizeme vyuzit funkce f(x,y)=x"-e’

a totilniho diferencialu dané funkce v bodé (2,0) s diferencemi
dx=x-x,=194-2=-0,06, dy=y-y,=0,12-0=0,12.

f(x0,v,)=2"-¢e"=4
flx,y)=2x-¢" = f1(2,0)=4
flxy)=x*-e" = fl(2,0)=4
Dosadime:

1,947 - ~ 4+ 4-(=0,06) +4-0,12 = 4,24

Veta: Je-li funkce z = f(x,y) v bodé 4 diferencovatelnd, pak je v tomto bod¢ i spojita.

Veta: Ma-li funkce z = f(x,y) v bod¢ 4 spojité parcialni derivace, pak je v tomto bod¢
diferencovatelna.
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Funkce dvou proménnych, parcialni derivace [y

1.2 TECNA ROVINA A NORMALA

Véta: Te€na rovina 7 plochy z= f(x,y) v bod¢ P = [xo, Voo f (X4, yo)] existuje praveé
tehdy, pokud je funkce f diferencovatelna v bodé¢ [ x,, y, ]. Rovnice te¢né roviny v bod¢ P
je dana vztahem

7 f(x5 )= f(x5,10) :fx,(xwyo)'(x_xo)"‘fy’(xo’yo)'(y_yo)-

Poznamka:

Audio 1.2 Vyutziti totalniho diferencialu
‘) e

Tec¢na rovina musi prochazet bodem na ploSe grafu a mizeme ji najit pouze tehdy, kdy ma
funkce v daném bodé¢ diferencial. Tzn., Ze diferencial v daném bodé¢ je "pfirtistkem na te¢né
roving". Tecna rovina je nejlepsi linearni aproximaci funkce v okoli daného bodu.

V animaci se podivame, ze bodem na plose grafu funkce prochézi nespocetné mnoho rovin,

ale te¢nd rovina je jen jedna. Jako funkci méjme z = —%xz - % y?a zadindme v bodé [0,2,—1].
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Funkce dvou proménnych, parcidlni derivace

)

Normala plochy je pifimka kolma na tuto rovinu v bod¢ dotyku a jeji smérovy vektor ma
soutadnice (f)(x,,¥,), f,(Xy,,),—1) (je kolinearni s norméalovym vektorem roviny) a jeji

parametrické rovnice jsou:

n: x=xo+ f{(x0, ) t, Y=o+ 1 (X, ) t, 2= f(x0,¥,)—t, tER.
Pozndmka:
Diferencial funkce se pouziva mj. k pfibliznym vypoctim hodnot funkce dvou proménnych,
kdy skutecny pfirastek funkce je nahrazen pfibliznym pfirGstkem, tj. diferencidlem

(ptirtstkem na te¢né roving):

S(xy +dx,y, +dy) zf(xwyo)‘*‘fx’(xmyo)'dx+fyl(xo’yo)'dy
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Funkce dvou proménnych, parcialni derivace [y

Priklad:

UrCete rovnici tecné roviny a parametrické rovnice normaly ke grafu funkce

f(x,y)=+/x>+y* vbods 4=[4,-3,7]

Reseni:
Vime, ze teCnou rovinu najdeme pomoci vztahu:

T:f(an’)_f(XO:yo)=fx,(XOaJ’o)’(x_x0)+f;(x0:yo)'(y_yo)

Pottebujeme ur€it f(x,,vy), [ (X, ¥,) @ f(xXg,¥0) -

S (x9,¥0) :\/42 +(-3)* =5

) e s a3y =2
flnn === -3 =3

JxP+y?
. 4 3
Dosadime: r:z—5=§~(x—4)—g-(y+3)

, 4 3 . .
Upravime: 7 : gx ——y—z=0 ... rovnice tecné roviny

Normala: 7 : x:4+§-t, y:—3—§-t, z=5—-t,teR

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Pouzita Literatura [

2  POUZITA LITERATURA

[1] SKRASEK J. a kol.: Zaklady aplikované matematiky I. a I. SNTL, Praha, 1986.

[2] DOBROVSKA V., VRBICKY J..: Diferencialni podet funkci vice proménnych -
Matematika IIb. Skriptum VSB-TU, Ostrava, 2004, ISBN 80-248-0656-8

[3] VRBENSKA H.: Zaklady matematiky pro bakalafe II. Skriptum VSB-TU, Ostrava,
1998, ISBN 80-7078-545-4

[4] elektronicky ucebni text: www.studopory.vsb.cz

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



evropsky

socialni I\/IINISTERST\/O SKOLSTVI, OP Vzdalavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

***

VYSOKA SKOLA BANSKA —- TECHNICKA UNIVERZITA OSTRAVA
FAKULTA STROJNI

¥

MATEMATIKA II - TEORETICKY
ZAKLAD

Extrémy funkce dvou proménnych

Ing. Petra Schreiberova, Ph.D.

Ostrava 2013

© Ing. Petra Schreiberova, Ph.D.
© Vysoka Skola banska — Technickd univerzita Ostrava
ISBN 978-80-248-3037-7
Tento studijni material vznikl za finanéni podpory Evropského socidlniho fondu (ESF) a rozpodtu Ceské
% republiky v ramci feSeni projektu: CZ.1.07/2.2.00/15.0463, MODERNIZACE VYUKOVYCH

MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD



OBSAH

1.1

1.2

EXTREMY FUNKCE DVOU PROMENNY CH ....coucuumimmmcsssncsssssssssnsssssscssssscsess 3
VoIné I0KAINT €XErEMY ...ccceueieisercssricssnicssnissssnecsssnesssssesssssesssssosssssesssssosssssossnsssses 4
1.11 Geometricka interpretace 5
1.1.2 Algoritmus pro nalezeni lokalnich extrémi funkce dvou proménnych ........... 6
VAzane€ 10KAINL eXErEMY .....ueieevereiseicssnncssnicsssnicsssnessssnessssesssssssssssossssssssssssssssssses 7
1.2.1 Geometricka interpretace 7
1.2.2  Metody hledani vazanych extrémi 8
POUZITA LITERATURA ...oiumcinscsmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 10

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Extrémy funkce dvou proménnych

1 EXTREMY FUNKCE DVOU PROMENNYCH

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

. Volné lokalni extrémy

Viazané lokalni extrémy

\

@ MOTIVACE:

vvvvvv

a setkdvame se s nimi takika vSude - napf. pfi odhadu parametrii regresni
piimky pomoci metody nejmenSich cCtvercii (pf. urCovani koeficientu
teplotni roztaznosti latky z naméfenych hodnot pfi riznych zménéch
teploty), pii feSeni optimaliza¢nich probléma (pf. v aerodynamice), pfi
hledani podminek termodynamické rovnovéhy, v oblasti teoretické
mechaniky, atd.

CiL:

Chépat pojem extrém funkce dvou proménnych, umét definovat typy
lokélnich extrémli a znat nutné a postacujici podminky pro existenci
lokalnich extrém.
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Extrémy funkce dvou proménnych

Stejné jako u funkce jedné proménné rozdélujeme extrémy na lokélni (v okoli daného bodu)
a globalni ¢i absolutni (na celém definicnim oboru).

1.1 VOLNE LOKALNI EXTREMY

Lokalni extrémy funkce dvou proménnych jsou definovany analogicky jako extrémy funkce
jedné proménné.

Definice: Rekneme, 7e funkce f:R> — R ma v bodé (xo, y,)e D,:

1. lokdlni minimum, jestlize 3U(x,,y,) tak, ze V(x,y)eU(x,,y,) plati
f(an’) 2 f(xmyo)

2. lokdlni _maximum, jestlize 3U(x,,y,) tak, ze V(x,y)eU(x,,y,) plati
f(an’) < f(xmyo)

I )) Audio 1.1 Lokalni extrémy

Poznamka:

Jsou-li nerovnosti v definici splnény ostte, pak se extrémy nazyvaji ostré. Na obrazku vyse je
vidét lokalni maximum.

Stejné jako u funkci jedné proménné existuji pro funkce dvou proménnych nutné a postacujici
podminky pro existenci lokalnich extréma.

Veta (nutnd podminka existence extrému - Fermatova véta):

Necht méa funkce f(x,y) v bodé (x,,v,) lokdlni extrém. Existuji-li v bodé (x,,,)
I (x5 5) _ I (x4,¥) -0
ox oy '

parcialni derivace prvniho fadu, pak jsou rovny nule, tj.:

l )) Audio 1.2 Nutna podminka existence extrému
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Extrémy funkce dvou proménnych

Definice: Bod (x,,y,)e D, se nazyva staciondrni bod funkce f, jestlize v ném existuji

ob¢ parcialni derivace prvniho fadu a jsou rovny 0.

Audio 1.3 stacionarni bod
%) re

Poznamka:

Body podezielé z extrému:
a) stacionarni body
b) body, v nichz alespon jedna parcialni derivace neexistuje a zbyvajici je rovna 0
¢) body, v nichz neexistuje ani jedna parcialni derivace

O existenci a typu extrému pak rozhodneme podle postacujici podminky pro lok. extrém (Ize
pouze v piipad¢ stacionarnich bodl) nebo podle definice.

Veta (postacujici podminka existence extrému):

Necht m4 funkce f'(x,y) na okoli bodu (xo, yo) spojité parcialni derivace druhého tadu.

Oznacme:

fx:’c(xmyo) fx;(xmyo

D‘:fxx(xo’yO)aDz:fy’;(xovyo) fy’;(xo’yo .

Pak plati:

1. Jestlize D, >0, ma funkce f(x,y) v (xo, yo) ostry lokélni extrém. Navic
je-li D, >0, jedna se o ostré lokalni minimum
je-li D, <0, jedna se o ostré lokalni maximum

2. Jestlize D, <0, nema funkce f(x,y) v (x,,¥,) lokalni extrém

3. Jestlize D, =0, nelze timto zpisobem rozhodnout.

) Audio 1.4 Postacujici podminka existence extrému

1.1.1 Geometricka interpretace

Vypocet lokdlnich extrémi funkce dvou proménnych vede k nalezeni staciondrnich boda
plochy z = f(x,y), v nichZ je tecna rovina rovnobézna s rovinou xy. Stacionarnim bodiim,
které nejsou lokalnimi extrémy, odpovidaji body, v jejichz okoli ma plocha tvar sedla (tzv.
sedlové body) - viz. obrazek.
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Extrémy funkce dvou proménnych [y

1.1.2 Algoritmus pro nalezeni lokalnich extrémi funkce dvou proménnych

1. Uréime prvni parcialni derivace a polozime je rovny 0, dostaneme soustavu dvou
rovnic o dvou nezndmych.

2. VyieSime soustavu. ReSenim jsou stacionarni body. Dale nalezneme body, v nichz
neexistuje aspon jedna prvni parcialni derivace.

3. Spocteme druhé parcidlni derivace a sestavime matici.
4. Vypocitame hodnoty determinantii pro prvni stacionarni bod.
5. Na zékladé postacujici podminky rozhodneme o existenci a druhu extrému.
6. Body 4., 5. budeme opakovat pro vSechny stacionarni body.
7. Nelze-li rozhodnout pomoci postacujici podminky, pouzijeme definici.
Priklad:
Urcete lokalni extrémy funkce f(x,y) = x(3 -x’ )— y°.
ReSeni:
D, =RxR
D) fl=3-3x, fl=-2y
sestavime soustavu rovnic, kterou vyiesime:

3-3x*=0=x=+I

-2y=0=>y=0

2) ZfieSeni soustavy jsme dostali 2 staciondrni body: 4 = [1,0], B= [— 1,0]
parcidlni derivace existuji ve vSech bodech defini¢éniho oboru = zadné dalsi body
(krom¢ stacionarnich) podezielé z extrému neexistuji

3) Sa=-6x, f5=/0=0,[f,=-2

D, =f =-6x, D, = =

fo 1 ‘—69« 0‘
T
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Extrémy funkce dvou proménnych

-6 0

4) pro 4=[10]: D,(4)=-6 A Dz(A):‘ 0 -2

‘:12

6 0
pro B=[-10]: D,(B)=6 A DZ(B):‘O ‘:-12

-2
5) pro A=[1,0]: D,(4)>0= v A existuje lokélni extrém
D,(4) < 0= v 4 je lokélni maximum
pro B = [— 1,0]: D,(B) < 0= v B neexistuje lokalni extrém, jde o sedlovy bod

Na grafu funkce (Obr. 2) miiZete vidét jak lokalni maximum, tak i sedlovy bod.

2

Obr. 2 Graf funkce z = x(3 —x’ )— yo.

1.2 VAZANE LOKALNI EXTREMY

V praxi je obvykla situace, kdy kromé lokdlnich extrému je potieba urcit extrémy funkce
f(x,y) vzhledem k mnozin€. Typicky tuto mnozinu tvoii body z defini¢niho oboru spliujici

zadanou podminku (védzanou podminku g(x,y)=0). Znamena to, Ze kromé¢ zadan¢ funkce je

navic dana podminka, kterou hledané extrémy musi spliiovat. Takové extrémy budeme
nazyvat vdzané extrémy.

Audio 1.5 Vazané extrémy
%) re

1.2.1 Geometricka interpretace

Bodiim, které lezi v defini¢énim oboru funkce z = f(x,y) a vyhovuji rovnici g(x,y)=0,
odpovidaji na plose z = f(x,y) body, které¢ tvoti kiivku k (Obr. 3). Body vazanych extrémil
jsou pak ty body, v nichZ funkce z = f(x, y) nabyva svého lokalniho extrému na ktivce k.
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Obr. 3 Vazebni podminka

1.2.2 Metody hledani vazanych extrému
Ukolem je nalézt vazané lokalni extrémy funkce /' dvou proménnych s vazbou g(x,y)=0.

Mohou nastat dva pripady:

1. Rovnice g(x,y)=0 urCuje implicitné funkci y = ¢(x). Tzn., Ze 1ze z vazby explicitné
vyjadfit jednu proménnou. Po dosazeni do funkce /' dostavame funkci jedné promeénné.
Lokalni extrémy této funkce jsou pak véazanymi extrémy funkce f pii vazbé
g(x,y)=0. Této metod¢ se tikd primé dosazeni a spociva tedy v prevedeni ulohy
vazaného extrému funkce dvou proménnych na tlohu urceni lokélniho extrému funkce
jedné proménné.

) Audio 1.6 Prima metoda hledani vazanych extrémi
.'l) [IZJ

2. Zminénou metodu neni vhodné pouzit tehdy, pokud z podminky g(x,y)=0 nelze
zaddnou proménnou vyjadiit (nebo je toto vyjadieni slozité). V této situaci pouzijeme
tzv. Lagrangeovu metodu neurcitych koeficientii.

Postup:
a) Vytvofime Lagrangeovu funkci L(x,y) = f(x,y)+A1-g(x,y)
b) Urc¢ime parcialni derivace funkce L podle proménnych x, y

c) Sestavime soustavu rovnic pro zjisténi stacionarnich boda

L' =0
L =0
g(x,»)=0

d) Soustavu vyfeSime a podle postacujici podminky pro lokalni extrém
rozhodneme o tom, zda v nalezenych bodech ma L lokalni extrém.

Poznamka:

Pokud v néjakém ze stacionarnich bodl nenastane extrém funkce L, pfesto se muze stat, ze
funkce f bude v tomto bod¢ mit vazany extrém (ovefime jinym zpusobem).
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Extrémy funkce dvou proménnych [ENY
Priklad:
Urcete vazané extrémy funkce f(x,y)=xy—x+ y—1 zapodminky x+ y =1
ReSeni:
Z vazebni podminky lze explicitné vyjadtit proménnou y, takze vyuZzijeme piimé metody

y =1-x dosadime do ptedpisu funkce a dostaneme funkci jedné proménné
f(x)= x(l - x) —x+1-x-1=-x"—x ... hleddme lokalni extrém funkce 1 promé&énné

D, =R
najdeme staciondrni body: f'(x)=-2x-1 = -2x-1=0= x= —%

rozdélime defini€ni obor na intervaly a budeme zjiStovat monoténnost na jednotlivych
intervalech

(— oo,—%j f'-)=-2-(-)-1=1>0 = na (— oo,—%] je funkce rostouci
1 , 1 . o
(—5,00] :f'(0)=-2-0-1=-1<0 = na [_E,OOJ je funkce klesajici

. < | . o L - 1 .
monotdnnost se v bodé x = > meéni z rostouci na klesajici= v bodé¢ je lokalni maximum

,—%) ma funkce f(x,y) vazané lokalni maximum
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Obycejné diferencidlni rovnice

1 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

Rovnice 1. fadu

| W)

Separovatelné diferencialni rovnice

@ MOTIVACE:

S~ Diferencialni rovnice jsou velmi dualezitou c¢asti matematické analyzy,
protoze umoziuji fesit mimo jiné celou fadu uloh z fyziky a technické
praxe. Postup pii feSeni praktickych problému spociva v sestaveni
diferenciélni rovnice (ze znamych vlastnosti problému), vyfeseni rovnice a
nasledného pievedeni nalezeného feSeni zpét do praxe. V podobé
diferenciélnich rovnic Ize formulovat velkou spoustu védeckych problému,
a tak se diferencidlni rovnice objevuji snad ve vSech védeckych oborech.
Nejvétsi zastoupeni maji v matematice a fyzice. Lze se vSak s nimi také
setkat napf. v chemii, sociologii, ekologii atd. Ve fyzice (mechanice,
aplikované mechanice, termodynamice, ...) jsou ve formé¢ diferencidlnich
rovnic formulovany vétSiny fyzikalnich zdkoni. Tyto rovnice nejCastéji
popisuji zévislost fyzikalnich veli¢in na case. Hlavnim piedstavitelem
téchto rovnic ve fyzice (mechanice) jsou rovnice pohybové, které popisuji
pohyb teles pod vlivem vzajemnych a vnéjSich sil, napf. se jednd o
Hamiltonovy rovnice ¢i Lagrangeovy rovnice.

CiL:

Chépat pojem obycejna diferencialni rovnice a pochopit rozdil mezi
jednotlivymi typy feSeni. Umét fesit separovatelné diferencidlni rovnice.
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Obycejné diferencidlni rovnice
1.1 OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
Za obycejnou diferencialni rovnici n-t¢ho fadu oznacujeme rovnici
F(% 5,55 s ’™) =0,
v niZ je neznamou funkce y a dana rovnice obsahuje derivace do fadu » neznamé funkce

jedné nezavislé proménné. Jinak feceno, diferencialni rovnice vyjadiuje vztah mezi funkci
jedné proménné a jejimi derivacemi.

Audio 1.1 Diferencialni rovnice
‘) e

Radem diferencidlni rovnice nazyvame fad nejvyssi derivace (my se budeme vénovat
diferencialnim rovnicim 1. a 2. fadu - obsahuji ', pfipadné¢ »").

1.2 ROVNICE 1. RADU

Jedna se o diferencialni rovnici
’
y'=F(xy),

kde F(x,y) je funkce dvou proménnych.

Definice: Rekneme, e funkce ¢, ktera je definovand na intervalu (a,b), je reSenim
diferencialni rovnice y'= F(x,y) na (a,b), pokud ve vSech bodech (a,b) ma derivaci
¢'(x) apro Vx € (a,b) plati:

¢'(x)= F(x,p(x)).

Poznamka:

ResSenim nazveme kazdou funkci, kterd vyhovuje dané rovnici.

Definice: Cauchyovou ulohou (poc€atecni uloha) pro diferencidlni rovnici y' = F(x,y)
oznacujeme ulohu

{ V' F(x,),
¥(xy) = Yo-

Jejim feSenim je feSeni ¢, které spliluje pocate¢ni podminku ¢(x,) = y,.

1.2.1 ReSeni diferencialnich rovnic délime do ti typi

1. Obecné reseni rovnice 1. fadu tvoii kazdd funkce tvaru y = ¢@(x,C), kterd spliuje

rovnici pro libovolnou konstantu C. Obecné teSeni tedy vzdy obsahuje integracni
konstantu.
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Obycejné diferencidlni rovnice

2. Partikularni reseni (CasteCné) ziskdme pfiifazenim konkrétni hodnoty integracni
konstant¢ v obecném feSeni. Tzn. obecné feSeni je souhrnem vSech partikularnich
reSent.

3. Singularni reseni (vyjimecné) nelze ziskat z obecného. Vznika jen u nékterych typt
diferencialnich rovnic v prubéhu jejich feseni.

Audio 1.2 Typy Feseni diferencialni rovnice
%) re

Graf funkce, kterd je feSenim dané diferencidlni rovnice, se nazyva integralni krivka dané
diferencialni rovnice.

Nejjednodussi typ diferencialni rovnice 1. fadu miizeme napsat ve tvaru:
y'=f),

coz vede k hledani primitivni funkce. Dokézeme-li nalézt k funkci f(x) funkci primitivni,
dokazeme také vyiesit tuto diferencialni rovnici.

Pak:
y=]r(dx.

Konstanta je zahrnuta v integralu. Z toho je ziejmé, Ze hledana funkce neni jednoznacné
urcena, ale ze diferencialni rovnice ma feSeni nekone¢né mnoho.

Priklad:

Reste diferencialni rovnici y'(y —x) = (y — x)sinx

ReZeni:

Rovnici mizeme vydélit vyrazem (y — x), za pfedpokladu y # x, a dostdvame

y' =sinx :y:jsinxdx = y=-cosx+c ... obecné feSeni

Jesté musime ovéfit, zda y = x neni také feSenim. Dosadime do rovnice:

I(x—x)=(x—x)sinx
0=0

= y =x je singularni feSeni
Pozndmka:
Rovnice y'=2x mé obecné fefeni y=x"+C, kdezto y=x>, y=x"—4 atd. jsou jeji
partikularni feSeni. Integralni kiivky této diferencidlni rovnice jsou paraboly rovnobézné

posunuté ve sméru osy y.
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Obycejné diferencialni rovnice [N

JelikoZz za C muzeme zvolit libovolné realné Cislo, miZzeme na hledanou funkci klast dalsi
pozadavek - zvolit pocatetni podminku. Chceme naptiklad, aby hledana integralni ktivka

y=x*+C prochazela predem zvolenym bodem A=[-15]. Pak 5=(-1+C = C=4,
takZe rovnice hledané kiivky bude y = x* +4.

V animaci si ukazeme zévislost feseni diferencidlni rovnice na pocatecni podmince. Budeme
postupné volit body lezici na kruznici x* +y® =4 a vykreslovat fedeni rovnice y’=2x
prochdzejici danym bodem. V kazdém bod¢ tudiz zname smér, kudy feSeni vede.

\ IiLis ¥ thprivsl
. L L
- 3 T Thirk

/l'- Lirermniding mavlan
f ¥ =12x
[ \ [ T R TRy
i | - .

4 E . 2 T | y=x*+C

1
Vel s i b i

'"“-h,____ L yo= x5 +
e Trviaian]
. .
T" Il
I y - =2 L

1.3 SEPAROVATELNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Definice: Diferencialni rovnice tvaru

P(x)+0(y)y' =0

se nazyva separovana diferencialni rovnice.

Rovnice, ktera neni separovand, ale 1ze na ni pfevést se nazyva separovatelna:

M(x)N(y)+ R(x)S(y)y' =0. Za predpokladu, ze MN(y)# 0, R(x) # 0, pfevadime rovnici na
M) | SG)

R(x) N(y)
singularni feSeni).

tvar y'=0 a tato rovnice je jiz separovana (musime zase zkontrolovat mozna

Poznamka:
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Obycejné diferencidlni rovnice

Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi je tedy rovnice, ve které jde jeji prava
strana napsat jako soucin funkce proménné x a funkce proménné y: y' = f(x)g(»).

Napt.: y'=x*(1- y) je separovateln4, ale rovnice y' = x* — y neni

I )) Audio 1.3 Separovatelna diferencialni rovnice

Postup reSeni:

1. derivaci y' prepiSeme jako podil j— a dostdvame: — = f(x)g(y)
X

2. ziskanou rovnost vynasobime symbolem dx a vydélime vyrazem g(y), tim

pfevedeme na jednu stranu vyrazy s jednou proménnou a na druhou stranu vyrazy
s druhou proménnou, tzn., ze proménné jsou separovany (oddéleny) a mizeme psat:

_y: d
g(»y) S0

3. integrujeme ob¢ strany rovnice a po vypoctu integralii budeme na jedné strané
uvazovat integracni konstantu, tim obdrzime obecné feSeni rovnice:

[ ng) [fydx+c

4. pokud g(y)=0, pak Z—y =0, tj. y =konst. a dostavame tzv. singularni feseni.
X

1.3.1 Uprava obecného FeSeni

Vypocitané obecné feseni nékdy upravujeme, hlavné v ptipadech, kdyz integraci vznikla na
levé stran¢ logaritmickd funkce. V tomto piipad¢ prevedeme i pravou stranu na logaritmickou
funkci uzitim vztahu

A=Ine”.
Predpokladejme, Ze obecné feSeni néjaké diferencialni rovnice ma tvar:
Inm(y) = n(x)+ C.

Na pravé stran¢ zavedeme logaritmickou funkci

Inm( y) = Ine™+C,

Inm( y) = In(e™eC).

Z rovnosti logaritmii plyne
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I]()/) — eII(X)eC.

Oznagime ¢ = G, pak

my) = Ge".

Priklad:

Reste diferencialni rovnici

a) y'-y=0
1-x2
b) xy' =
) W"f+1
Reseni:
a) y'-y=0

osamostatnime na levé strané y'

Obycejné diferencialni rovnice [

y'=y, dostali jsme na pravé stran¢ soucin funkce proménné x a y = jednd se

o separovatelnou rovnici

y" nahradime podilem diferencialt Y

dx

dy

Q: y, upravime na tvar ——= f(x)dx, vydélime y, pokud y=0,
dx g(y)

a vynasobime dx

4 =dx
Y
integrujeme obé¢ strany rovnice
d
j Y _ Idx +c
Y
a dostavame obecné feSeni
1n| y| =x+c

jelikoz ndm na levé strané vznikla logaritmicka funkce, feSeni upravime

1n|y| =lne™™

1n|y| =In(e* - C)

y=Ce" ... obecné feseni
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Obycejné diferencialni rovnice [

15

10

_5ﬁ*§ 5

feSeni rovnice y'—y =0 pro C =-3,-2,—1,1,2,3 a singularni feSeni y =0

b) xpy'= -
- ¥ +1
Ty za predpokladu x,y # 0
4 )cyiy2 +1i Y
;o 1=x7 ,
y = S ... separovatelna
X y(y +1)

d_y_l—xz_ 1
dx  x y(y2+1)

Wy + 1)y = l_xx

[ [

2

dx ... separovana

4 2 2
x r oW W 14
y_+y_ = 1n|x| ——+c¢ ... obecné feSeni
4 2 2

Piiklad:

Najdéte kiivku prochéazejici pocatkem soustavy soufadnic, pro kterou smérnice te¢ny v
kazdém jejim bod¢ je rovna 2x +1.

ReSeni:
Smérnice teCny je derivace funkce y’
=y =2x+1
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Obycejné diferencidlni rovnice
y= .[ (2x + l)dx
y=x>+x+c ... obecné feseni
hledame feseni prochazejici pocatkem soustavy soufadnic [0,0], tj. partikularni feSeni
bod [0,0] dosadime do obecného feseni
0=0"+0+c= ¢c=0

hledana kiivka ma rovnici: y = x* + x, jednd se o parabolu s vrcholem o soufadnicich

—l,—l , Viz. obr.
2 4
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Diferenciélni rovnice
1 DIFERENCIALNI ROVNICE

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-

. . Homogenni diferencialni rovnice

Exaktni diferencialni rovnice

Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu

MOTIVACE:

(4
— o g Ukazeme si postup pfi feseni dalSich typt diferencidlnich rovnic 1. fadu.
Budeme se vénovat exaktnim rovnicim, které hraji vyznamnou roli
v aplikacich ve fyzice a linedrnim rovnicim, které patii v praktickych
ulohach k nejcastejSim.

CiL:

Umeét resit diferencialni rovnice 1. fadu.
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Diferencialni rovnice I

1.1 HOMOGENNI DIFERENCIALNI ROVNICE

Homogenni diferencialni rovnice je rovnice tvaru:

y'= F[lj,
X

kde F je spojita funkce.
Priklad:
Rozhodnéte, zda se jednd o homogenni DR

a) 2xyy' =3y’ +x°

b) 2xyy’ =3y*x’
Re3eni:

a) osamostatnime derivaci a upravime:

2 2
3y X =y = 3y L X jedn& se 0 homogenni diferenciélni rovnici
2Xxy 2X 2y

b) po Gprave:

,3y*x° 3yx

y = y'=—— ... nejedna se o homogenni diferencialni rovnici, jde
2Xy 2
0 separovatelnou rovnici
Pozndmka:
k
Po tpravé se tedy v rovnici mohou proménné X, y vyskytovat vyhradné ve zlomku (1] , kde
X

k € Z {0}, tzn., nesmi v ni byt samostatng.

Pti feSeni homogenni diferencidlni rovnice pouzijeme substituci a tim pfevedeme rovnici na
rovnici se separovanymi proménnymi.

Audio 1.1 Homogenni diferencialni rovnice
¢) re

Postup ieSeni:

1. zavedeme substituci z :1, tj. za y a y' dosazujeme:
X

y=xz, Y =z+xz'
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Diferencialni rovnice

2. po dosazeni a uprave dostavame separovatelnou pro neznamou z:

z+x2'=F(2) = z':%(F(z)—z)

3. separovatelnou rovnici vyfesime a po vyieSeni dosadime zpét za z =

y
X
Priklad:

Reste diferencialni rovnici x+y — (x—y)y'=0.

Reseni:

Urcime typ diferencialni rovnice - 0samostatnime derivaci a upravime:

X+y—-(x-y)y'=0
(X=y)y' =x+y

plati: x # y (pokud x =y, nejednalo by se o0 DR)

X+ . . . - , v . \ - , N
"= y ... vidime, Ze jsme na pravé strané nedostali soucin funkci proménné x a vy, tzn.,
X=y
neni separovatelna, zkusime upravit na funkci proménné A
X

pas
7~ N\
H
+
x <
N—
H
+
> <

... homogenni diferencialni rovnice

<
X

7\
|

> |<

N—
H
|

x <

zavedeme substituci z = 1, y'=z+xz'
X

, 1+z o o .
Z+x2' = 1, separovateln diferencialni rovnice
-2

, 1+z
X2'==——-12
1-z
. 1+z-z+7°
X2'=————
1-z
;01 1+22 . . 5 1472
=T za podminky 1-z # 0 (je zaruceno z X # Y ) vyd¢lime 1
X 1-z -z

1-z
1+2°

dz = L ... separovana DR
X
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Diferencialni rovnice [N

dz Z dx
-[1+z2 —I1+szz: X

1
arctan z —Eln‘1+ 22‘ = In|x| +C
vratime substituci:

2
arctanl—ilnuy—2
X 2 X

= In|X| +C ... obecné feSeni homogenni DR

1.2 EXAKTNI DIFERENCIALNI ROVNICE

Definice: Necht P(x,y)a Q(x,y) jsou funkce majici spojité parcialni derivace.
Rekneme, 7e diferencialni rovnice

P(x,y) +Q(x,y)y' =0
je exaktni, pokud vyraz
P(x, y)dx+Q(x, y)dy

je totalnim diferencidlem néjaké funkce dvou proménnych.

Pozndamka:

1) Rovnice je tedy exaktni pravé tehdy, pokud existuje funkce F(X,y) s vlastnostmi

oF(x,y) _

—p(xy) a TV
OX

= Q(X’ y)

2) P(x,y)dx+Q(x,y)dy je diferencidlem n&jaké funkce, pravé kdyz plati

oP(x,y) _ 9Q(x,y)
oy ox

3) Vyraz

OF (x,y) = aFg)((, V) gy  FF V) 4

se nazyva diferencial funkce F(x,y)a funkce F(x,y) se nazyvd kmenova funkce
tohoto diferenciélu.
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Diferencialni rovnice

Veta (feSeni exaktni rovnice):

Je-li F(x,y) kmenova funkce diferencialu P(x,y)dx+Q(x,y)dy, ma rovnice
P(x,y) +Q(x,y)y" =0 obecné feseni implicitn¢ uréené rovnici

F(x,y)=C, CeR.

Postup ieSeni:

1. Rovnici pfepiSeme do tvaru P(X, y)dx + Q(x, y)dy =0

oP(x,y) _ 9Q(x,y)
OX

2. Ovéfime, Ze se jedna o exaktni rovnici pomoci:

3. Nalezneme kmenovou funkci. Integraci = P(X, y) vzhledem k x dostaneme:

oF (x,y)
OX

F(x.y) = [P(x, y)dx+C(y),
C(y) je integra¢ni konstanta - tato konstanta nezavisi na x, obecné se vsak muze jednat
0 veli¢inu, ktera zavisi nay

4. Obdrzenou rovnost derivujeme podle y

oF(x,y) _ 0 :
———=—|P(x,y)dx+C'(y)
oy 8yj
5. Na levou stranu (z W:Q(X’ y)) dosadime Q(x,y) a zjednoduSime vyraz na

pravé strané. Obdrzime rovnici pro C'(y), kterou vyfeSime a integraci nalezneme

funkei C(y).

6. Ziskanou C(y) dosadime do F(X,y) :J'P(x, y)dx+C(y) a mame kmenovou funkci
F(x,y) atim iimplicitné zadané feSeni piivodni rovnice.
Pozndmka:

Muizeme postupovat 1 modifikovanym zplsobem, kdy nejprve integrujeme
oF(x,y)
oy

Priklad:

= Q(x, y). Dalsi kroky také modifikujeme.

2 2 2 2

Reste diferencialni rovnici (1— y de+ X dy =0.
X +y X“+y
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Diferencialni rovnice [ENEEN
ReSeni:

2

po upravé y' = x-Y Y vidime, Ze se nejednd ani o separovatelnou ani homogenni DR,

X X
ovéiime, zda se jednd o exaktni DR

S Q. y)=——

oznatme: P(X,y)=1-————, 5
X +y X4y

oP(x,y) _ Q(xY) .

a ovéime typ, musi platit p
X

2 2 _o\2 2 2 _oy2 2 2 2 2 . .
Xy Zy _X =ty 2X = X +y2 - Y X 5~ --- rovnost je splnéna, jedna se
(orf T we T W T )

o exaktni DR

hledame kmenovou funkci F(x, y) = j P(x, y)dx +C(y)

Il— Zy 5 dx:x—arctan1:> F(x,y)=x—arctan5+C(y)
X" +Yy y y

rovnost derivujeme podle y a s vyuZzitim =Q(x,y) dostavame:

oF(x,y)
oy

X X , ,
2 2= 2 > +C(y)=C'(y)=0=C(y)=c
X2+y2 X4y

feseni (konstantu mizeme zanedbat - konstanta minus konstanta je stale konstanta):

X
Xx—arctan—=C
y

Pozndamka:

Druhy zptsob, jak nalézt kmenovou funkci spociva v tom, ze vypoclteme oba cCleny
J. P(x, y)dx, J. Q(x,y)dy a kmenovou funkci vytvotime slouc¢enim téchto veli¢in, kde ¢leny,

které se vyskytuji souc¢asné v obou vyrazech, bereme pouze jedenkrat.
Priklad:

Reste diferencidlni rovnici (2x —3)y’ +3x* +2y = 0.

Re3eni:

2
"= —% ... nejde ani o separovatelnou ani 0 homogenni DR
X —
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Diferencialni rovnice [ENEEN

rovnici upravime do vhodngjsiho tvaru: (2x —3)dy + (3x2 + 2y)dx =0
P=3x"+2y, Q=2x-3

«.,

P s . .
ovétime, zda plati P» =—=: 2=2 ... jednd se o exaktni rovnici
oy OX

dex = x> +2xy

[Qdy =2xy -3y

do kmenové funkce zapiSeme ziskané Cleny, ale stejny ¢len 2xy pouze jednou a hledané
feSeni tedy je:

x*+2xy-3y=C

1.3 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

vvvvvv

linearni vzhledem k nezname funkci a jeji derivaci.
Obecny tvar linearni diferenciélni rovnice 1. fadu je:

y'+a(x)y =b(x),
kde a(x),b(x) jsou spojité funkce v intervalu I.

Pokud je v uvaZzovaném intervalu b(x) =0 dostdvdme homogenni linearni diferencialni
rovnici prvniho fadu (zkraceny tvar):

y'+a(x)y =0,
coZ je rovnice fesitelna separaci proménnych.
Pozndmka:
Pozor, nezaménovat nazev homogenni linedrni DR s ndzvem homogenni DR

Postup ieSeni homogenni linearni rovnice:

1. z homogenni rovnice: vy =—a(x)dx
y
2. integracf dostaneme: In|y = —J. a(x)dx+InC, kde C >0

-[a(xd -facoax . Y T
3. odtud: In|y| =InCe Javoax = y=Ce J , coZ je obecné feSeni homogenni linearni
rovnice
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Diferencialni rovnice

Poznamka:

Funkce y =0 také vyhovuje rovnici y'+a(x)y =0, dostaneme ji volbou C =0, ale ne
integraci

K nalezeni feSeni nehomogenni rovnice (Uplny tvar, s pravou stranou) se uziva tzv. metody
variace konstanty:

v w7 vr v ’ . . . . .y S v v, —| a(x)dx
1. vyteSime piisluSnou homogenni rovnici a najdeme jeji obecné feseni: y = Ce J

2. konstantu C nahradime funkci C(x), tj. y = C(X)e*fa(x)dx

a(x)dx a(x)dx

3. y= C(x)efja(x)dX derivujeme, tzn., vypo&itame y' = C’(x)efI - C(x)a(x)efI

4. do ptvodni rovnice y'+a(x)y=b(x) za y dosadime y:C(x)effa(X)dX azay'

- C(x)a(x)e_I

a(x)dx a(x)dx

dosadime y' = C’(x)e_I
5. po upravé dostaneme: C'(X) = b(X)eja(X)dX (Cleny s C(x) se musi vyrusit)

6. pak C(x) = [b(xe*“dx+ K

—Ia(x)dx

7. dosadime nalezenou funkci C(x) zpatky do y=C(x)e a obdrzime obecné

feSeni dané diferencialni rovnice:

y = efa(x)dx(.[b(x)eja(x)dxdx + K)

Audio 1.2 Lineéarni diferencialni rovnice
‘) e

Piiklad:

Reste diferencialni rovnici y'+y =e”*.
Reseni:
rovnice matvar y'+a(x)y =b(x), jedna se tedy o linearni DR

prvni vyfesime rovnici ve zkraceném tvaru y’'+y =0 ... separovatelna rovnice

y =-Yy
4o
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Diferencialni rovnice

In|y| = -x+Inc

-X

y =ce " ... obecneé feSeni homogenni LDR

aplikujeme metodu variace konstanty - konstantu v feSeni homogenni LDR nahradime funkci
a do ptivodni rovnice y'+y =e* dosadime za y =c(x)e ™ aza y'=c'(x)e”* —c(x)e”*

c'(x)e” —c(x)e ™ +c(x)e* =¢*
vidime, ze ¢leny s ¢(x) se opravdu vyrusi a dostavame:
c'(x)e™ =e* = c'(x) =e*

c(x) = je“dx =ie® +c

dosadime do y =c(x)e™ a ziskdme obecné FeSeni zadané LDR

y= (%e2X +c)e’X =ce " +ie*

Pro lepsi pochopeni obecného feSeni uplné LDR si na nasledujici animaci ukazeme zéavislost
feSeni na volb¢ konstanty c. Postupné budeme (animace podle osy X) vykreslovat grafy feSeni
pro c=-4,-3,...3,4.
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Diferencialni rovnice 2. fadu

1 DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
—_

. . Diferencialni rovnice 2. fadu

Nalezeni fundamentalniho systému feseni zkracené rovnice

Reseni homogenni linearni DR s konstantnimi koeficienty

[ MOTIVACE:

N d Diferencidlni rovnice druhého fadu jsou casto vyuzivany v oblasti fyziky
pro popis fyzikélnich vztahii. Pfikladem mohou byt pohybové rovnice, které
popisuji mozné pohyby v daném prostiedi. V klasické mechanice bude
feSeni popisovat trajektorii télesa, v kvantové mechanice je feSenim vinova
funkce, atd. Diferenciélni rovnice druhého tadu je tedy mozno vyuzit pfi
feSeni standardnich fyzikalnich uloh (kmity pruziny, matematické kyvadlo
¢i jednoduché elektrické obvody).

CiL:

Chépat pojmy zkracen linearni rovnice, wronskian, fundamentélni systém
feSeni, charakteristicka rovnice a umeét nalézt tvar obecného reSeni zkracené
LDR 2. fadu.
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Diferencidlni rovnice 2. fadu [N

1.1 DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU

Typt diferencidlnich rovnic 2. fddu je velmi mnoho, my se budeme zabyvat pouze feSenim
linearnich diferencidlnich rovnic 2. fadu s konstantnimi koeficienty, jelikoz v mnoha
fyzikalnich aplikacich, které popisujeme diferencialnimi rovnicemi, jsou parametry (jako
hmotnost, hustota,...) brany jako konstanty.

Definice: Linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty ma tvar

Ay" + By’ +Cy = D(x),

kde A= 0a B,C jsou realné konstanty a funkci D(x) nazveme pravou stranou rovnice.

Audio 1.1 linearni diferencialni rovnice 2. ¥adu
%) (=

Poznamka:

Je- li navic D(x) =0, jedna se o homogenni linearni diferencialni rovnici (zkraceny tvar).
Tato rovnice ma vzdy konstantni feSeni y = 0, tzv. trivialni.

Napt.:
3y"+2y =0 ... jedna se 0 homogenni linedrni diferencialni rovnici
3y”"+2y =x* +2x ... jedna se o nehomogenni linearni diferencialni rovnici

Mame-li danu rovnici Ay” + By'+Cy = D(x), pak rovnice, kterd vznikne nahrazenim pravée
strany nulovou funkci (tj. Ay”+By'+Cy=0) se nazyva homogenni rovnice pfislusna
nehomogenni rovnici Ay” + By’ +Cy = D(X).

Dvojici funkci y, =vy,(X),y, =Y,(X) nazyvame fundamentdlni systém reSeni rovnice
Ay"+By'+Cy =0, pokud vy,,Y, jsou dvé netrivialni linedrn¢ nezavisla feseni dané rovnice.
O linearni nezavislosti funkci rozhodneme pomoci Wronského determinantu (Wronskianu):

yi(X) Y, (%)
y1(x) y2(x)

)

pokud W =0, pak jsou y,(X), Y, (x) linearné zavislé funkce, pokud W =0, jsou y,(x), Y, (X)
linedrné nezavislé funkce.

Audio 1.2 Fundamentalni systém FeSeni
*) e

Priklad:

Ukazte, ze funkce vy, =e™,y,=xe™ tvofi fundamentdlni systém feSeni rovnice
y"—-10y’'+ 25y =0.
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Diferencialni rovnice 2. fadu
ReSeni:
funkce derivujeme a vypocteme hodnotu Wronskianu
y; =5y, =e> +5xe™

5x 5x

e
5e°* @ +5xe**

Xe

W = — 5 (e5x +5X€5x)_5xele _ lox

Protoze e #0 pro kazdé x, jsou funkce y,,y, linearn& nezéavislé a tvoii tedy
fundamentalni systém feseni dané rovnice.

1.2 RESENI HOMOGENNI LINEARNI DR S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

M¢jme zkracenou rovnici Ay” + By’ + Cy = 0. Ukazeme, Ze vSechna feseni takovéto rovnice
dokazeme najit bez pouziti integrace a dokazeme je vyjadiit pomoci elementarnich funkci.

Do levé strany rovnice dosadime za y =e™ (hledime feSeni v tomto tvaru), y'=re™ a
y" =r%e™, kde r je konstanta.

rx

Po tipravé dostavame: e™ (Al‘2 +Br+ C): 0

JelikoZz e™ =0 ,bude platit, Ze y je feSenim, pokud r bude feSenim tzv. charakteristické
rovnice (kvadraticka rovnice pro neznamou r)

Ar’ +Br+C =0.

Tuto charakteristickou rovnici odvodime snadno ze zadani, kde misto y” dosadime r?, misto
y’ dosadime r a misto y dosadime 1.

1.2.1 Nalezeni fundamentalniho systému FeSeni zkracené rovnice

Mgéjme rovnici Ay”+By'+Cy =0 a jeji charakteristickou rovnici Ar? + Br + C =0. Reseni
zkracené rovnice zavisi na tom, jaké jsou koteny charakteristické rovnice:

1. Jsou-li r,r,eR(r, #r,) dva rizné realné¢ kofeny charakteristické rovnice, pak
nX I'h X
() =et ay,(x)=e?.

2. Je-li r,eR dvojnasobny redlny kofen charakteristické rovnice, pak Yy, (x)=e?

ay,(x)=xe".

3. Jsou- li r,r,=a+iff ¢ R dva komplexné¢ sdruzené koteny charakteristické rovnice,

pak y, (x) = e” cos(Bx) a y,(x) =e™sin(px).

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Diferencidlni rovnice 2. fadu [

Potom funkce y,,y, tvoii fundamentalni systém feSeni rovnice Ay”+ By'+Cy =0 a obecné
feSeni y, ma tvar:
Yo =Ciy1(X) +C,Y,(x), kde C,,C, eR.

Audio 1.3 ReSeni zkracené LDR
‘) e

Piiklad:

Reste diferencialni rovnice
a) y"-3y'+2y=0
b) y"—4y'+5y=0
c) y'-4y'+4y=0
ReZeni:
a) napiSeme piislugnou charakteristickou rovnici: r’> —3r +2 =0 a vyfesime

=——=1=2,1,=1 ... feSenim jsou 2 rizné redlné kofeny

= V() =e" ay,(x)=e”
obecné feseni je: y, = C,e* +C,e*
b) charakteristicka rovnice: r*> —4r +5=0

 4+416-25

12 5 =1, =2+i ... 2 komplexné sdruzen¢ koteny s a = 2,5 =1

= y,(x)=e* cosx a y,(x) =e*sinx
Avox st _ 2X 2X o
obecné feseni je: y, =C,e” cosx + C,e“*sinx

c) charakteristicka rovnice: r> —4r+4=0

 4+.16-16

M, 5 =1, =2 ... dvojnasobny realny koien

= y,00=e” a y,(x) = xe”

Lov v s, 2X 2X
obecné feseni je: y, =C,e” +C,xe
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

1 NEHOMOGENNI LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

|
\

Nehomogenni LDR 2. fadu - Lagrangeova metoda variace konstant

Metoda neurcitych koeficientl

MOTIVACE:

\
J' (

Jelikoz se v mnoha technickych aplikacich (napf. pohybovad rovnice
hmotného bodu, pohybova rovnice pro harmonické buzeni, aplikace v
dynamice rotorovych soustav,..) setkavame i s nehomogenni linearni
diferencidlni rovnici druhého ftadu, naucime se tyto rovnice vyfesit.
Ukazeme si dvé metody pro nalezeni feSeni - obecnou metodu a metodu pro
specialni typy rovnic.

CiL:

Poznat specidlni pravou stranu a umét spravné napsat odhadovany tvar
feSeni k ptislusné pravé stran€. Dokazat vyfeSit nehomogenni linearni DR 2.
fadu s konstantnimi koeficienty s vyuzitim Lagrangeovy metody variace
konstant.
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice [

1.1 RESENI NEHOMOGENNI LINEARNI DR S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

M¢jme tGplnou rovnici Ay” + By’ + Cy = D(x), tj. D(x) # 0.

Obecné feseni Giplné rovnice ma tvar: y =y, + Y,

kde y, je feseni piislusné zkracené rovnice a y je partikularni feSeni uplné rovnice piislusné
pravé stran¢ D(X) .

Nalézt y, umime, takze zbyva nalézt partikularni feseni.

To je mozno pomoci dvou metod:

1. Lagrangeova metoda variace konstant (univerzalni metoda pouzitelnd pro kazdou
linearni diferencialni rovnici)

2. metoda neur¢itych koeficientl (metoda pouzitelna pouze v piipadé specidlniho tvaru
pravé strany)

Audio 1.1 Metody pro feSeni nehomogennich LDR
‘ ) e

1.1.1 Metoda neurcitych koeficienti
Pro nékteré funkce D(X) (tzv. specialni pravé strany) mizeme tvar partikularniho feSeni

predem odhadnout a nésledné jednoduSe dopocitat. Tvar specidlni pravé strany je dan
V nasledujici veéte.

Véta: Necht prava strana linedrni DR s konstantnimi koeficienty ma tvar
D(x) = e™[P(x) cosbx + Q(x)sin bx],
kde P(x),Q(x) jsou mnohoc¢leny nejvyse s-tého stupné a a,beR.

Pokud a +ib (a—ib) neni kofenem charakteristické rovnice, pak partikularni integral ma
tvar

y=e% [R(x) cosbx + S(x)sin bx],

kde R(x),S(x) jsou (zatim neznam¢) mnohocleny nejvyse s-tého stupné.

Pozndamka:

1. Obecngji, je-li a+ib r-nasobnym kotenem charakteristické rovnice, pak partikularni
integrél je ve tvaru

¥ = x"e™[R(x) cosbx + S(x)sin bx]
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice
2. je-li pravd strana ve tvaru polynomu (a:O,b=O), je tteba vySetfit, zda
charakteristicka rovnice nema koien 0

3. pokud je na pravé strané¢ exponenciala (a;«t 0,b=0,P(x) :1), je nutné vySetfit, zda
existuje koten a

4. je-li na pravé strané coshx +sinbx (a=0,b =0, P(x)=1Q(x) =1) je ticba ovéfit, zda
je kofenem hodnota ib, pokud je na pravé strané pouze jedna z goniometrickych
funkci, partikularni feSeni musime hledat ve tvaru obsahujicim obé& goniometrické
funkce

Napriklad:
specialni pravé strany:

sinx (a=0,b=1P(x)=0,Q(x) =1),

sinx-elx (a=-1b=1P(x)=0,Q(x) = x)

nejsou specialni prave strany:
sinx-cos3x ... funkce sinus a kosinus miizeme pouze scitat
Inx ... nejednd se o polynom, o exponencialni funkci ani o funkci sinus a kosinus

Tvar partikularniho feSeni odhadneme podle nasledujici tabulky (P, (x),R,(x) a S, (x) jsou
polynomy n-tého stupné: A x" +...+ AX+ A):

D(x) kofen char. rovnice | §
P.(x) r =0, k-nasobny x*R. (x)
r-0 R, (x)
e r = a, k-nasobny Axke®
r+a Ae®
cosbx r = +ib x(Acosbx + Bsinbx)
sin bx r #=+ib Acoshx + Bsinbx
e™P, (x) cosbx r=axib xe™[R, (x)cosbx + S, (x)sinbx]
e®P, (x)sinbx r-«azxib e®[R, (x)cosbx + S, (x)sinbx]

Priklad:

Odhadnéte pro rovnici y” + 5y’ = D(X) tvar partikularniho feSeni:
a) D(x)=5x?,
b) D(x)=sin5x,
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice [N
c) D(x)=3e’,
d) D(x)=3e™
ReSeni:
Potiebujeme najit feSeni charakteristické rovnice: r* +5r=0=r,=0,r, =-5

a) D(x)=5x? ... polynom druhého stupné = i partikularni feseni musi byt polynom
stupné dva: § = Ax® + Bx+C

musime zkontrolovat, zda neni feSenim charakteristické rovnice 0: r, =0 = polynom
musime vynasobit x

partikularni feSeni ma tvar: y = X(AX2 +Bx+ C)

b) D(x)=sin5x ... funkce sinus a kofeny charakteristické rovnice jsou realna ¢isla (tzn.
+5i neni kofenem)

tvar partikularniho feSeni: § = Acos5x + Bsin5x

c) D(x)=3e"* ... exponencialni funkce=> i partikuldrni feSeni musi byt exponencialni
funkce se stejnym argumentem, 5 neni kofen

tvar partikularniho feseni: ¥ = Ae>
d) D(x)=3e™ ... exponencialni funkce = -5 je jednoduchy kofen
tvar partikularniho fedeni: § = Axe*

Nalezeni obecného ieSeni

Po spravném urceni tvaru partikuldrniho feSeni zbyvéd dopocitat neznamé koeficienty
polynomt R(X),S(X).

1. piredpokladany tvar feSeni a jeho prvni a druhou derivaci dosadime za y,y’,y" do
ptvodni (uplné) rovnice

2. dostaneme jednu rovnici pro neznamé koeficienty polynomt R(x),S(x) a tu feSime

znamou metodou neurCitych koeficient, kterd spocivd v porovnani koeficientti
u jednotlivych linearné nezavislych funkci na obou stranach rovnice - dostaneme
soustavu linearnich rovnic, kterou vyieSime

Pozndamka:

Metodu neurcitych koeficientii 1ze pouzit 1 v piipad€, kdy prava strana je rovna souctiim
specialnich pravych stran, napt. D(X) = (X +2)e”* +CcosX.
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

Priklad:
Reste diferencialni rovnice

a) y'+4y=-2

ReSeni:

najdeme feseni ptislusné zkracené rovnice: y"+4y =0

charakteristicka rovnice: r’ +4=0=r,, = +2i

obecné feSeni homogenni rovnice: y, = C, cos2x +C, sin 2x

D(x) = -2 ... polynom stupné 0 a 0 neni kofenem = y=A

ur¢ime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feSeni: y'=0,y" =0 a dosadime do
puvodni rovnice y” + 4y =-2 a nalezneme koeficient A

0+4A=-2> A:—%

] - L e iy s 1
dosadime do y = A a dostavame partikularni feSeni: y = -

obecné feSeni rovnice dostaneme jako y =y, +V:

y =C,cos2x +C,sin 2X—%

b) y"+2y'=8cos4x
ReSeni:
najdeme feseni pfislusné zkracené rovnice: y"+2y' =0
charakteristicka rovnice: r’> +2r=0=r, =0,r, = -2
obecné feseni homogenni rovnice: y, = C, +C,e ™
D(x) =8c0s4x ... +4i neni kofen = § = Acos4x + Bsin4x

ur¢ime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feSeni:

y' =—4Asin4x+4Bcos4x,
y" =—-16Acos4x—16Bsin 4x
dosadime do ptivodni rovnice y" + 2y’ =8c0s4x
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~16Acos4x —16Bsin 4x + 2(~ 4Asin 4x + 4B cos 4x) = 8C0os 4x

a nalezneme koeficienty A,B porovnanim koeficientt u ptislusnych funkci a vyfeSenim
soustavy

cos4dx: —16A+8B =8
sindx: —-16B-8A=0= A=-2B

aA=—2

dosadime do prvni rovnice: 32B+8B=8=40B=8=B = c

gl

dosadime do y = Acos4x + Bsin4x a dostavame partikularni feseni:
y= —gcos4x + lsin 4x
5 5

obecné feSeni rovnice dostaneme jako y=y,+:

y=C,+C,e > —%cos4x +ésin 4x

c) y'—-y=(x+1)e”

ReSeni:

najdeme feseni ptislusné zkracené rovnice: y"—y =0
charakteristicka rovnice: r> -1=0=r, =1r, =-1
obecné feSeni homogenni rovnice: y, =C,e* +C,e™

D(x) =(x+1)e* ... jedna se o specialni pravou stranu (tvar e*P, (x)sinbx) - polynom
stupné jedna krat exponencialni funkce s argumentem X, vidime, Ze 1 je kofen

= §=x-(Ax+B)* = (Ax? + Bx*
uréime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feseni:
§' = (2Ax+B)e* +(Ax? + Blp* =e*(Ax? + 2Ax + Bx+B),
§" = e*(AX? + 2Ax+ Bx + B)+ " (2Ax+ 2A+B)
dosadime do pivodni rovnice y" —y = (x +1)e*
e*(AX? + 2AX + Bx+ B)+e* (2Ax + 2A+ B)— (AX? + Bx* = (x+ 1)
e*(4AX+2A+2B) = (x +1)e*
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AAX +2A+2B =x+1

a nalezneme koeficienty A,B porovnanim koeficientl u pfislusnych funkci a vyfesenim
soustavy

X: 4A=1=> A:1
4
0 1 1
X" 2A+2B=1=2B=—=B=—
2 4
dostavame partikuldrni fesen:
9:%(% +x)eX

obecné feseni rovnice dostaneme jako y =y, +V:

y=Ce*+C,e™ Jr%(x2 +%)

1.1.2 Lagrangeova metoda variace konstant
Princip metody je analogicky feseni linearni diferencialni rovnice I. fadu.
M¢jme nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru
y"+ By'+Cy = D(x),
kde B,C eR.
Vime, Ze obecné feSeni zkradcené rovnice ma tvar
Yo =Ci¥: () +C,y,(x),
pricemz {yl, y2} je fundamentalni systém feSeni.

Vyuzijeme metody variace konstant.

Hledané obecné feseni je tedy ve tvaru
y =Ci(x)y;(x) + C, (x)y, (%),
kde C,(x),C,(x) jsou spojité diferencovatelné funkce.
Podobnym postupem jako u rovnic prvniho fadu (ktery je ale komplikovanéjsi) dostaneme:

necht’ funkce C, (X),C,(x) spliuji soustavu
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Ci()y: () +C;(x)y, (x) =0
C1()y1(x)+C;(x)y; () = D(x),

pak funkce y je obecnym fesenim.

Pii feSeni soustavy vyuzijeme Wronskianu [W = yl, yf ]a Cramerova pravidla:
yl y2
W 0 W 0
Cl'(x)=—l,kdeW1:‘ yf aCé(x)=_2,kdeW2:y1, .
W D(x) Yo w Y. D(x)

Piiklad:

Reste diferencialni rovnice

a) y'+3y'+2y=

X

1+e
ReSeni:
najdeme feSeni pfislusné zkracené rovnice: y" +3y'+2y =0
charakteristickd rovnice: r* +3r+2=0=r =-1r, =-2

obecné feseni homogenni rovnice: y, = C,e™ +C, e

D(x) = ... hejedna se o specialni pravou stranu, budeme fesit variaci konstant

1+e*
v fedeni homogenni rovnice nahradime konstanty funkcemi: y = C, (x)e ™ +C, (x)e >
staci ur¢it funkce C,(x),C,(x)

Sestavime a vypocteme wronskian:

e—x e—Zx
W = yf yf = =28 e = e
i Yo |-et -2
nalezeni C,(x):
-2X
_ 0 Yo| 0 € _ e
"D Yy lre* T 14e
W e e*
Cl(0) =t =~

W (1+eXX—e‘3X)=1+eX

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463




Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

C,(x) = jﬁdx =Infl+e’|+c,

nalezeni C,(x):

_ Yi 0 _ e 8 _ e
7 ly, D) ¢ Tier| 1+¢
, W e e
CZ(X):_2: X ) X
W (1+e X—e ) l+e
e2x
Cz(x):—j—xdx:...:ln‘l+eX -1-e"+c,
1+e

obecné feseni ziskame dosazenim C,(X),C,(x) do y =C,(x)e ™ +C,(x)e > :

=l e b sl 1o s b

y=ce +ce*+e”* In‘1+ e +e‘2x(ln‘1+ e —1—e*)

b) y'+y=—7
COS™ X

Regeni:
najdeme feseni piislusné zkracené rovnice: y"+y =0
charakteristickéa rovnice: r’ +1=0= r, =i

obecné feSeni homogenni rovnice: y, = C, cosx+C, sin x

... nejedna se o specialni pravou stranu, budeme fesit variaci konstant

D(x):c !

0s® X
v feSeni homogenni rovnice nahradime konstanty funkcemi: y = C, (x)cos x + C, (x)sin x
sta¢i urcit funkce C,(x),C, (x)
Sestavime a vypoc¢teme wronskian:

cosX sinXx

—sinX Ccos X
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice
nalezeni C,(x):

W - (1) sin X sin x
Pl—== C0sX  ¢os®x
CoS° X
sin X
Ci(X)=——
cos” X
sin X 1
C.(0) =~ —Fodx=-"Fg,
COS” X 2C0S° X
nalezeni C,(x):
COS X 0 1
= . 1 |=
W, —sIn X

- 2
cos® x COS™ X

, 1
CZ(X) = 2
COS™ X

1
CZ(X) = J.de = tan X+C2

obecné feseni ziskame dosazenim C,(x),C,(x) do y =C,(x)cosx+C,(x)sinXx:

y=| —————+¢, |cOSX+(tan x + C, )sin X
2cos?x ( :)

) 1-2sin? x
Yy =C,COSX+C,SINX————
2C0S X
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