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Uvodni predpoklady

1 UVODNI PREDPOKLADY

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
- ,
. . Uvodni predpoklady

Kinematika a dynamika bodu.

Kinematika bodu.

Pohyb bodu po piimce poloha rychlost zrychleni.
Rovnomérny, rovhomérné zrychleny pohyb bodu.

Ptiklady k procviceni

@ MOTIVACE:

—a g Chcete-li popsat jak se auto, raketa ¢i atom hybe je dobré pro popis pohybu
pouzivat definované veli¢iny. Pro popis pohybu se pouZzivaji poloha,
rychlost, zrychleni a ¢as. Tyto veliCiny pak hraji dile vyznamnou roli i ve
vztahu k pti¢indm pohybu.

CiL:

Zakladni kinematické veli¢iny a vztahy mezi nimi.

Zvlastni ptipady pohybu-rovnomérny, rovnhomérné zrychleny pohyb.
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Uvodni piedpoklady

1.1 UVODNIi PREDPOKLADY

Pohyby vSech véci ve vesmiru, strojii, automobilli, planet, molekul, atomt, hvézd i galaxii, se
fidi ur€itymi zdkony pohybu. Tyto zakony se snazili postupné odhalovat lid¢ jako Aristoteles,
Galileo Galilei, Isaac Newton, Albert Einstein a John Archibald Wheeler, ktery se zabyval
kvantovou mechanikou.

Dtivodem nebylo trapeni studentli u zkousek, ale to, aby Slo piredpovédét budouci chovani
véci aut, strojii, planet.... .

Dobry zédkon by mél nejen vysvétlit vSechny jevy, z nichz vychazi, ale také predpovédéet néco
do budoucna. V mechanice je kritériem platnosti zdkona experiment. Jestlize n¢jaky zakon je
experimentem vyvracen, prestava byt zakonem, ale casto je dal mozno plvodni zdkon
pouzivat pro urcité rozmezi podminek.

Piiklad

Predstavte si tii rakety, pohybujici se po jedné pfimce konstantnimi rychlostmi. Prvni raketa
se vuc¢i mistu startu pohybuje rychlosti v1, druha vici prvni také rychlosti vl a tieti vici
druhé také rychlosti v1. Tteti raketa se vici mistu startu pohybuje rychlosti dvojnasobnou
v3=2.v1. Urcete rychlosti vSech raket vii¢i mistu startu.

x r >

v v1 ‘ vi
.

V1
Zda se, ze uloha nema feSeni, ale existuji nejméné dveé feSeni. Prvni feSeni je takové, ze
rychlosti vSech raket jsou nulové a fikd se mu trividlni feSeni. Druhé feSeni vychazi ze
specialni teorie relativity a relativistického scitani rychlosti u a v, kde v nasem piikladu u=v.

» g
7K

AN

, , u-+v

vysledna rychlost = ————

- u-v

1+—

c-C

Vysledky:

Rychlost prvni rakety vii¢i mistu startu je  u01=1,342.10°m.s™ (0,447 ¢)
Rychlost druhé rakety viiéi mistu startu je  1u02=2,236.10°m.s™ (0,745 c)
Rychlost tfeti rakety vi¢i mistu startu je ~ 103=2,683.10°m.s™ (0,894 ¢)

Kde ¢ je rychlost svétla ve vaku c=299 792 458 m.s™
Jesté komplikovangjsi by bylo, kdybychom uvazovali se zakiivenim prostoru.

V tomto materidlu se vychazi z predpokladii klasické Newtonovské fyziky. Rychlosti, pro
které ma smysl uvazovat s relativistickymi jevy, jsou ve srovnani s béznymi rychlostmi véci,
které nas obklopuji, velmi malé. Pfedchazejici ptiklad by mél tedy jen trividlni feSeni.
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Uvodni piedpoklady

Pro souget dvou rychlosti v=u=3000000 m.s" je odchylka mezi b&Znym s¢itanim rychlosti a
s¢itanim relativistickym cca 0,02%, pro rychlosti 300000 m.s™ je tato odchylka 0,0002%. Pro
nizsi rychlosti ji Ize zanedbat.

DalSi zjednoduSujici predpoklady:

1) Trajektorii kazdého bodu, coz je misto ve kterém se bod nachazi v kazdém case, 1ze pfesné
popsat vici nehybnému tzv. zakladnimu prostoru. V kvantové mechanice by byly s trajektorii
potize.

2) Prostor, ve kterém bude pohyb popisovan je Euklidovsky, to znamend takovy, ktery
odpovida béZznym Skolnim piedstavdm a neni zaktiven. Pfesnou definici Euklidovského
prostoru naleznete v ucebnicich matematiky ¢i geometrie.

3) Cas je nezavisly na vécech a udalostech a okolnostech. Zakladni jednotkou asu je
sekunda. Dalsi pouzivané jednotky jsou minuty, hodiny, dny roky.

4) Vazby mezi télesy si nepamatuji pfedchozi stav a nejsou jeho funkci, takovym vazbam se
tfika skleronomni vazby.

Audio 1.1 Dalsi zjednoduSujici predpoklady
‘) e

1.1.1 Dalsi zjednoduSujici predpoklady

1) Trajektorii kazdého bodu, coz je misto ve kterém se bod nachéazi v kazdém case, lze
piesné popsat vi¢i nehybnému tzv. zékladnimu prostoru. V kvantové mechanice by
byly s trajektorii potize.

2) Prostor, ve kterém bude pohyb popisovéan je Euklidovsky, to znamena takovy, ktery
odpovidd beéznym Skolnim piedstavdm a neni =zakfiven. Pfesnou definici
Euklidovského prostoru naleznete v ucebnicich matematiky ¢i geometrie.

3) Cas je nezavisly na vécech a udalostech a okolnostech. Zakladni jednotkou Gasu je
sekunda. Dalsi pouzivané jednotky jsou minuty, hodiny, dny roky.

4) Vazby mezi télesy si nepamatuji predchozi stav a nejsou jeho funkci, takovym vazbam
se fika skleronomni vazby.

Tyto predpoklady maji wurcitd omezeni, ale pii rychlostech, velikostech objektl
a vzdalenostech, se kterymi se budeme setkédvat je jejich pouziti opravnéné.

Dynamiku rozd€lime na dvé ¢asti kinematiku, kterd popisuje pohyb bodu bez ohledu na to co
je pric¢inou pohybu a vlastni dynamiku, ktera se zajima o pti¢iny pohybu. V prvni ¢asti budou
uvedeny vztahy pro vypocet kinematiky bodu a pak dynamiky bodu. Pro pohyby téles bude
vzdy nejprve probrana kinematika piislusného typu pohybu a pak jeho dynamika, to plati 1
pro dynamiku soustav téles €ili mechanismy. Dalsi kapitoly v tomto materidlu se vénuji razu,
linedrnimu kmitani a pohybu téles s proménnou hmotnosti.

1.2 KINEMATIKA A DYNAMIKA BODU

Z hlediska matematiky bod patii k takzvanym zakladnim pojmim, které se nedefinuji
podobné jako mnozina, pfimka, pomoci téchto zakladnich pojma a axiomu se pak definuje
v§e ostatni.

Dle Euklida je bod néco, co nema ¢asti, tedy to co jiz nelze dale délit.

Za hmotny bod nadile budeme povazovat cokoliv, u ¢eho nas z vlastnosti zajimaji pouze
hmotnost a poloha v daném case, ostatni vlastnosti jsou pro feSenou ulohu nepodstatné. To
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Uvodni predpoklady [

znamend, ze za hmotny bod miizeme povazovat i riznd télesa napiiklad elektron, atom,
automobil, lod’, Zemékouli, vZzdy podle charakteru toho o co, a s jakou piesnosti se zajimame.

Z hlediska dynamiky jsou pro hmotny bod vyznamné v daném c¢ase pouze hmotnost, poloha,
rychlost a zrychleni.

Jakmile budeme znat zakony pohybu hmotného bodu, bude mozné piejit formulaci zakonti
pohybu téles, protoze kazdé téleso si miizeme piedstavit jako soubor velkého, casto
nekonec¢ného, mnozstvi bodi.

1.2.1 Kinematika bodu

1.2.1.1 Pohyb bodu po piimce, poloha rychlost, zrychleni

Kinematika je ¢ast mechaniky, ktera se snazi popsat pohyb, to znamena, jak se néco hybe, bez
ohledu na pficiny pohybu, tedy pro¢ se to hybe. Pro popis pohybu bodu je zapotiebi o ném
védet kde a kdy se nachazi a jakou méa v daném okamziku rychlost a zrychleni.

Audio 1.2 Pohyb bodu po piimce
‘) e

Nejjednodussim piipadem trajektorie, to je mnozinou vSech poloh bodu, v nichz se muze
v riznych ¢asovych okamzicich bod nachdzet, je ptimka.

Nachéazi-li se bod na ptimce, pak pro popis jeho polohy potiebujeme jedinou soufadnici-
vzdélenost od daného pocéateCniho bodu, kterou lze oznacit napiiklad x nebo x(t), coz
vyjadiuje zavislost na Case t. Pro urCeni x(t) vyzna¢ime na pfimce nulovou polohu a jeden
smér povazujeme za kladny.

0 =

P [
< »

Poloha bodu se méni v Case, coz vyjadiuje zapis x=x(t). DalsSimi veli¢inami krom¢ Casu a
polohy popisujicimi pohyb jsou draha, rychlost, zrychleni a pfipadné ryv.

Draha s je délka trajektorie mezi dvéma Casy t, a t;, v ptipad€ pohybu po ptimce s=x(t2)-x(t;).
Draha se udava nejcastéji v metrech. Dal§imi pouzivanymi jednotkami drahy jsou nasobky
metru, mm, km atd. V anglicky mluvicich zemich se miizeme stale velmi Casto setkat
s jednotkami jako palec, stopa, yard a mile. Pro velké vzdalenosti se pouZzivaji jednotky jako
astronomicka jednotka, coz je primérna vzdalenost Zemé¢ od Slunce a doby, za které svétlo
ve vakuu urazi danou vzdalenost, naptiklad svételné minuty, hodiny, dny, roky; ptipadné
parseky ¢i megaparseky (Mpc). Existuje a stale se pouziva jest¢ mnoho dalSich jednotek, ale
zékladni jednotkou SI jsou jen metry. Jestlize pouzivame pti vypoctech zékladni jednotky je
vysledek rovnéz v zakladnich jednotkéach. Pro jiné jednotky je tieba znat vztahy pro pfepocet
jednotek.

Okamzita Rychlost v:

Predstavte si, ze se Usain Bolt rozbih4 v zavodé na sto metrt pti svétovém rekordu 9,58 s na
MS v Berlin€é. Snadno Ize vypocist primérnou rychlost vydélenim celkové drahy casem
v=10,44 m.s’! (37,58 km.h'l), ale touto rychlosti nebézel celou dobu. Chceme-li urcit rychlost
v prvnich deseti metrech jeho béhu, vydélime tuto drahu ¢asem, za ktery ji ub¢hl, podobné
ur¢ime rychlost, kterou ub¢hl naptiklad druhy metr drdhy, ¢i poslednich 10 cm. Pokud
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Uvodni piedpoklady

budeme drédhu a tedy i rozdil casu At zmenSovat az k nule dostaneme okamzitou rychlost
v Case t, coz Ize vyjadrit ndsledujici limitou.

50 = lim X(t+At)-3(t)
At—0 At

Tato limita je ovSem definici derivace
Derivace podle ¢asu, a jen podle ¢asu, se ¢asto oznacuji teckou nad derivovanou veli¢inou.

Okamzita rychlost je tedy derivaci polohy podle ¢asu.

Audio 1.3 Okamzita rychlost.
%) =

Pro zajimavost Boltova maximaini rychlost tésné pied cilem byla 12,42 m.s™ (44,72 km.h™).

Jednotky rychlosti: Zakladni jednotkou rychlosti je metr za sekundu [m.s”]. Dal$imi Gasto
pouZivanymi jednotkami jsou kilometry ¢i mile za hodinu [km.h'; mile.h”']. U anglickych
jednotek se Casto uvadi rychlost pomoci zkratky s per-p naptiklad mile za hodinu miles per
hour se zna¢i mph. V letectvi se Casto pouzivaji nasobky rychlosti zvuku zvané Machovo
¢islo Ma. Velmi vysoké rychlosti se ¢asto uvadéji jako pomér k rychlosti svétla ve vakuu, viz
piiklad z uvodu se tfemi raketami.

Zrychleni a:
Rychlost se také mlze v pribéhu pohybu ménit velmi podobnou tivahou 1ze dospét k definici
zrychleni. Obvykle se znaci a z anglického acceleration.

. At dt

Jednotky zrychleni: Zakladni jednotkou zrychleni je metr za sekundu na druhou [m.s?].
Casto se také setkate s nasobky tihového zrychleni G. 1G=1.g=9,81 m.s™.

Audio 1.4 Okamzité zrychleni.
‘) e

Okamzité zrychleni je tedy derivaci rychlosti podle ¢asu.

Ryv j: Zménu zrychleni vyjadiuje veli¢ina zvana ryv. Pozadavky na urcity pribéh ryvu jsou
naptiklad pfi provozu osobnich vytahli. Obvykle se znaci j z anglického jerk — cukat, trhat
sebou. Pokud je Vam ve vytahu Spatné je to v disledku ryvu.

7 = lim a(t+Ar)-alr) _ da(r) _ A0
- At dt

Zakladni jednotkou ryvu je metr za sekundu na teti [m.s™]. V tomto materialu se s nim dale
setkavat nebudeme.
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Uvodni predpoklady [ENE

Kombinace vztahii mezi polohou, rychlosti, zrychlenim a ¢asem.

Stava se, ze nezname Casovou zavislost mezi jednotlivymi veli¢inami, ale naptiklad vime, Ze
pii pohybu ve vzduchu je zrychleni imérné druhé mocning rychlosti. Je proto vhodné vyjadfit
1 dalsi vztah mezi rychlosti, polohou a zrychlenim. VSechny kinematické vztahy pohybu bodu
po ptimce lze vyjadfit nasledujicimi rovnicemi.

_dE() _

v " x(7)
aa)=fgﬂ=¢a)=dzg)=§a)

Vylouc¢enim ¢asu z ptredchozich rovnic dostaneme nasledujici vztah mezi zrychlenim,
rychlosti a polohou

G v(t)-dv(t)
dx(t)
a(t) Zrychleni bodu v Case t [m.s?]
v(t) Rychlost bodu v Case t [m.s™]
x(t) Poloha bodu v Case t [m.]
t Cast [s]

Uvedené vztahy uplné popisuji pohyb bodu po piimce. Znalosti je tfeba doplnit znalosti
integralniho a diferencialniho podtu. Casto je uZite¢né nakreslit si grafy Gasovych pribéhi
danych veli¢in. Pfi vyuziti znalosti diferencialniho a integralniho poctu lze urovat i maxima
a minima jednotlivych velicin.

a
x ]
v |
. + ]
S
— .

1.2.1.2 Rovnomérny, rovnomérné zrychleny pohyb bodu

Ptedchozi vztahy jsou obecnymi vztahy mezi polohou, rychlosti a zrychlenim a ¢asem pro
pohyb po pfimce. V ptipadé, ze néktera z ptfedchozich veli€in je konstantni pak se
predchézejici vztahy zjednodusi. Naptiklad pada-li tézké bfemeno na Zemi v blizkost povrchu
Zemé a odpor vzduchu je zanedbatelny 1ze zrychleni povazovat za konstantni a tento pohyb
nazyvame rovnomérné zrychleny. Podobné napiiklad vlak po rozjeti uz ani nezrychluje, ani
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nezpomaluje, to znamena, Ze jeho zrychleni a je nulové tento pohyb nazyvame rovnomérny.
Pocate¢ni rychlost 1ze oznacit jako v0, a pocatecni polohu jako x0.

Rovnomérné zrychleny pohyb:
a = konst.
v=a-t+v0

x:%-a-12+v0-t+x0

Rovnomérny pohyb:
a=0
v =70

x=v0-t+x0
'y

a a

\'4

A g = g =
% v
A L = +

-
Ll -

L= . =

Na obrazku jsou zndzorneny Ccasové prubéhy rychlosti a zrychleni pro rovnomérny
a rovnomeérné zrychleny pohyb.

Vsimnéte si, ze plocha v grafu rychlosti odpovida piirastku drahy, protoze velikost integralu
je rovna obsahu ploch pod ktivkou.

Audio 1.5 Plocha v grafu.
%) r=

Mnoho piikladd, ptedev§im pro rovnomérny a rovnomérné zrychleny pohyb Ize s vyhodou
vypocitat, jestlize vyuzijete pfedchozi znalosti. Nezapomeiite, Ze rovnomérny a rovhomeérne
zrychleny pohyb jsou jen zvlastnimi pripady pohybu. U pohybil, kde se méni rychlost ¢i
zrychleni tyto vztahy vétSinou nelze pouzit a je nutno pocitat pomoci obecnych vztaht.

Velmi dtilezité je odhadnout co 1ze ve kterém piipad¢ zanedbat, co zjednodusit a jaké vztahy
pro ktery ptipad pouzit. Pii feSeni uloh je nutno kromé znalosti kinematiky nutno také zapojit
logické mysleni.

1.3 PRIKLADY K PROCVICENI

N¢kdy je v prikladech nadbytek informaci a je na nas abychom vybrali ty, které potfebujeme.
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1.3.1 Rovnomérny pohyb po piimce:

v=v(

x=v(.t+x0

1.3.1.1 Priklad 1

P#i mistrovském zavodé 27. 5. 2006, ktery byl soucasti Ceského poharu v béhu do vrchu, na
trati Ostravice-Lysa hora a zpét se utkali bézci Jan Havlicek ASK Slavia Praha a Miroslav
Vitek TJ Jiskra Usti nad Orlici. Havli¢ek mél strategii b&zet do kopce pomémé rychle
konstantni rychlosti v;;=10km.h™ a dol&i pak opatrngji konstantni rychlosti v;,=20 km.h™,
zatimco Vitek pii béhu do kopce mirné Setiil sily a b&zel konstantni rychlosti v,;=9 km.h™".
Urcete jakou rychlosti vy, musi bézet Vitek dolli, aby dobéhli do cile oba ve stejny cCas.

Reseni:

Je tieba si uvédomit, Ze draha smérem nahoru sn je piesné stejna jako draha smérem dola sd.
Cas Havli¢ka smé&rem nahoru si ozna¢ime t;; a dold t12, podobné u Vitka t; a t;. Jedna se o
rovnomérny pohyb. Rovnost drah nahoru a doli 1ze vyjadrit:

sn=sd
Vgl =Vt
Drahy obou bézcti jsou stejné:
Vil =Vt

Viithy =Vah,

Maji-li dobéhnout soucasné, musi platit, Ze soucet jejich ast se sob€ rovna:
tl,l +t1,2 = tz,l +t2,2

Zda se, ze ve Ctyfech rovnicich je pét nezndmych ty, ti2, ta) tr @ vap. Nas, ale Casy nezajimaji
a staci nam jejich pomér. Mozny postup feSeni je, ze z posledni rovnice vyjadiime Cas ty
pomoci ¢asu t;; a znamych rychlosti.

Ly=4L,+h,—1,

\%
11
Ly, = t1,1
1,2
A%
1,1
2% t1,1 :
Vo
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Dosadime do druhé rovnice pro stejné drahy obou bézct. Casy t;;, se zkrati a rychlost vy, lze
vypocist z nasledujici rovnice.

= At .+t - h —t h
Vit by =Vo | Lyt 11
1,2 Vaa

Pokud si dopiedu uvédomime, Ze na draze ani na Case nezalezi, 1ze tento priklad fesSit ivahou
tak, ze si libovolnou drahu zvolime naptiklad sn=sd=180 km. Rychlost v;, vypocteme snadno
nasledujici aivahou. Vime, Ze nahoru by prvni bézec bézel 18 h a dolt 9 h, celkem tedy 27 h.
Druhy nahoru 20 h a na cestu dolt mu zbyva 7 h. Pak jeho rychlost je 180 km déleno 7 h.
(Vzdalenost Ostravice vrchol Lysé hory je 8,5 km)

Vysledek: v,,=7,14 m.s™ (25,7 km.h™).

1.3.1.2 Priklad 2

Lanovka na Pustevnach je v soucasnosti (rok 2010) 1637 m dlouhd a ma ptevyseni 400 m.
Raztoka ma nadmotskou vysku 620 m. n. m., Pustevny 1020 m. n. m.. Za hodinu piepravi
900 osob nadvojsedackach, na drdze se nachazi 162 dvojsedacek to znamend, Ze 81
dvojsedacek jede v daném okamziku jednim smérem. Lyzai jede kolem lanovky konstantni
rychlosti tak, zZe potka 100 sedacek v protisméru. Urcete rychlost lyzarte.

Vysledek: v=10,77 m.s™".

1.3.1.3 Priklad 3

Letadlo leti ve sméru Praha-Ostrava, po pfistani se témet okamzité vraci zpét, a doba, kterou
stravilo letadlo na letisti je zanedbatelnd. V prubéhu prvniho letu tam a zpét vane zapadni vitr
ve sméru od Prahy do Ostravy rychlosti vV, rychlost letadla vi¢i vétru je vL. V prubéhu
druhého letu vane severni vitr kolmo na smér letu. Letadlo pti druhém letu musi letét mirné
Sikmo proti vétru, tak aby jeho vysledny pohyb byl ve sméru Praha-Ostrava. Rychlost vétru je
vzdy mensi nez rychlost letadla.

Urcete:
1) Pomér doby letu tl a t2 Praha-Ostrava-Praha letu pii prvém a druhém letu.
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2) Uréete konkrétni doby letu pro rychlost vétru vV=80 km.h™'; cestovni rychlost letadla
typu Saab SF340A/340B je vL=480 km.h"'. Vzdalenost mezi Prahou a Ostravou je

L=350 km.
1. Let:
2. Let:
l
&V v
Vysledky:
Pomeér doby letu je:
tl vL
2 2 -vV?
Ptipadné:
tl 1
t2 vV?
I-—=
vl

Pro zadané rychlosti letadla a vétru je Cas prvniho letu Praha-Ostrava-Praha t1=5400 s
(90 min) a ¢as druhého letu t2=5324 s (88,74 min).

Poznamka: Ptiklad je obdobou Morley-Michelsonova pokusu, kde snaha o vysvétleni
vysledku pokusu dala impuls ke vzniku teorie relativity.

1.3.2 Rovnomérné zrychleny pohyb bodu po pfimce
a=konst
v=a.t+v(

x=1/2.a.t2+v0.t+x0

1.3.2.1 Priklad 1

Automobil projede kolem policejni hlidky konstantni rychlosti v=72 km/ho a jede dale touto
rychlosti. Policejni hlidka po 1 sekundé vyrazi za nim tak, Ze jeji automobil se pohybuje
s konstantnim zrychlenim a=3 m.s™.

Urcete:
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1) Zajak dlouho od projeti kolem hlidky policie automobil dostihne.
2) Jakou rychlost vp bude mit policejni automobil v tomto okamziku.
3) Jakou drahu s urazi pred dostizenim automobilu.

Nakreslete grafy zavislosti rychlosti na Case.
ResSeni:
Jedna se o kombinaci rovnomérného a rovnomérné zrychleného pohybu a pii dostizeni musi

si byt obé€ drahy rovny. Pocatecni rychlost hlidky vy je nulova. Ziskdme kvadratickou rovnici
pro cas.

V-(t+1-s):%-a't2 +v, -t

Pro zjisténi rychlosti a drahy se jedna jen o dosazeni do vztaht.
vw=a-t+vy,

Ky —lat2+vt
P ) 0

Grafy rychlosti v zavislosti na Case.

—_
>

1s t Grafy rychlosti v

zévislosti na Case lze pouzit tak, ze hledame v jakém Case se sobé rovnaji obsahy ploch
obdélnika, jehoZ jedna strana odpovida konstantni rychlosti automobilu a druhd nezndmému
Casu t zvétSenému o 1 s, a trojihelnika, jehoZ jedna strana je odpovidéa soucinu zrychleni a
Casu a.t a druha Casu t. Po vypoctu nasleduje zkouska nejcastéji dosazenim do piivodnich
rovnic.

Vysledky:
1) t=1527s
2) vp=42,8 m/s
3) s=305,4m

1.3.3 Priklady na brzdéni auta pred prechodem pro chodce

Brzdéni, se sklada z nékolika fazi:

Reakéni doby fidice na podnét.

Reakéni doby brzd to je nabéh brzdového systému a doba prodlevy brzd.
Samotné brzdné drahy.

Pro reakéni dobu dobrého Fidice, ktery neni pod vlivem alkoholu nebo drog ¢i neni jeho
schopnost snizena poslechem radia, telefonovanim ¢i vékem, a prodlevu brzd se pocita
v souctu 1 sec. Po tuto dobu jedeme a nic se nedé€je s rychlosti jizdy. Zrakem zjistime, Ze se
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déje né€co, co je vrozporu sbeéznou situaci, tedy nebezpeti, mozek to vyhodnoti jako
nebezpecné a vyda svalim piikaz reagovat, noha povoli pedal plynu, pifesune se na brzdu
a zmackne pedal a brzdy za¢nou zabirat.

Na brzdnou drahu ma také vliv stav vozovky, jeji povrch, pneumatiky a dalsi ¢initelé. Je také
rozdil, jedeme-li s osobnim autem, s ndkladnim ¢i s motocyklem.

Dilezity je koeficient tfeni mezi vozovkou a koly. Koeficienty jsou uvedeny v tabulce a plati
pro béznou pneumatiku v dobrém stavu. Soucasné drazkované pneumatiky (uvazuje se o
zékazu pouzivani) FORMULE 1 maji soucinitel tfeni na dobrém podkladu cca f= 2,0. Také
reakéni doby fidice a brzd je u formule vyrazné kratsi i 0,3 s.

Vozovka Sucha Mokra

Cista znediSténa

Typ Vozovky Koeficient tfeni f
rozehtaty asfalt (zivicna vyroba) 0,9 0,8 0,6
beton novy zdrsnény 0,7 0,65 0,55
dlazba zulova 0,5 0,35 0,25
zasnézend vozovka, kola s fetézy 0,55 0,25 0,1
zasnézend vozovka (zimni pneu) 0,45 0,1 0,1
vozovka zledovatéla, kola s fetézy 0,35 0,15 0,15
vozovka zledovatgla, kola bez fetéza (zimni pneu) 0,15 0,05 0,05
blato - - 0,3

Maximalni mozné zrychleni ¢i zpomaleni je na vodorovné cesté rovno tthovému zrychleni
vyndsobenému koeficientem tfeni aya,—=g.f. Toto maximalni mozné zrychleni neni dano
stavem brzd, ale jen a jen stavem cesty a pneumatik.

1.3.3.1 Priiklad 2

V obci jede na suché asfaltové vozovce Formule 1 (formule jede po takové cesté jen pro
potieby tohoto prikladu) a auto vybavené b&znymi pneumatikami rychlosti 50 km.h'. Urdete,
jak daleko pfechodem musi zaéit auta brzdit, aby stadila zastavit. Udaje vyhledejte v tabulce a
v textu nad ni.

Vysledky: formule 9,08 m; auto 24,8 m.

1.3.3.2 Priklad 3

Ridi¢ osobniho auta s béznymi pneumatikami jede po suché asfaltové vozovce a pii rychlosti
v=50 km/h by zastavil, viz ptfedchozi ptiklad. Urcete, jakou rychlosti pfijede k ptechodu,
pojede-li rychlosti a) 60 km/h b) rychlosti 70 km.h™.

Vysledky:
a) 41,7 km.h’'=11,6 m.s™
b) 60,6 km.h'=16,8 m.s” (velky rozdil).
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1.3.3.3 Priklad 4

Jede-li ¥idi¢ osobniho auta rychlosti 50 km.h™ a na suché asfaltové vozovce by zastavil pied
prechodem. Urcete, jakou rychlosti dojede k pfechodu, jestlize zacne brzdit ve stejné
vzdalenosti jako v prvnim pfipad¢, a vzdalenost ve které by musel zacit brzdit, aby pred
piechodem zastavil, je-li vozovka:

a) Ze zulovych kostek a po desti (celkem cista).
b) Sucha a zledovatéla.
¢) Mokré a zledovatéla-Cisty led.

Pozn. Zkuste si tyto vzdalenosti urcit pro rizné rychlosti.

vysledky:
a) 10,9 m.s'=39,1 km.h'; 42,0 m
b) 12,7 m.s'=45,6 km.h'; 79,5 m
¢) 13,5 m.s'=48,6 km.h” 210,6 m

1.3.3.4 Priklad 5

Kéamen pada do propasti a za ¢as T=2,5 s uslySime zvuk dopadu. Urcete hloubku propasti.
(fyzikalni konstanty g=9.81 m.s, rychlost zvuku ¢=330 m.s™). Odpor vzduchu zanedbejte.

Vysledek H=28,56 m.

Uvazujte pro jakou pfesnost je mozno zanedbat zpétny odraz zvuku a ve spojeni s ptiklady
v dalsi ¢asti, urCete, jak zanedbéani odporu vzduchu ovlivni ptesnost.

1.3.3.5 Priklad 6

"Vbéehl jsem do strojovny, zaviel o€i a ¢ekal, co se bude dit," popisuje okamziky tésn¢ pred
narazem do mostu ve Studénce strojviidce rychliku Comenius Jifi Sindelat. Jesté pred tim ale
uvedl do provozu rychlobrzdu, ¢imz strojviidce zachranil zivot mnoha lidem. Vlak zacal
brzdit a po ujeti vzddlenosti 452 m snizil rychlost ze 134 km.h™ na 90 km.h™ a narazil ve
Studénce do zficeného mostu, piesto zemielo 8 lidi z celkem 200, ktefi byli ve vlaku.
Predpokladejte, Ze vlak brzdi rovnomérné zrychlené (zpomalené) a zrychleni je pro
vSechny body v ¢asti urcete stejné.

Urcete:
Za jaky Cas tl narazil vlak do mostu?

V jaké vzdalenosti s2 by musel vlak zacit brzdit (zrychleni je stejné), aby do mostu narazil
rychlosti v2=50 km/h, pii které by pravdépodobnost umrti ¢i vétSich zranéni by byla mnohem
nizsi.

Na jaké vzdalenosti s3 by vlak z ptivodni rychlosti zastavil?

Vysledky:
t1=14,53 s
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$2=708,8 m
$3=823,5 m

1.3.4 Nerovnomérny pohyb po piimce

U nasledujicich ptikladi je nutno pouzit diferencidlni vztahy a je potiebnd znalost
integralniho poctu.

1.3.4.1 Priklad 1
Kémen pada do propasti, dopadne a za Cas vidite jeho dopad T=10s. Uvazujte s odporem
vzduchu imérnym druhé mocnin€ rychlosti: a=g-k.v2. Konstantu k urcete ze znalosti ustalené

rychlosti volného padu v,,= 250 km.h-1. Urcete rychlost, se kterou kdmen dopada a hloubku

propasti H. Porovnejte tuto rychlost a drdhu s rychlosti a drédhou vypoctenymi pii zanedbani

e Zjistéte, pro jaky naméfeny Cas bude rozdil mezi drahou vypoctenou bez a se
zanedbanim odporu vzduchu mensi nez 2%.

ReSeni:
Nejprve ur¢ime konstantu k z tvahy, ze pii ustdlené rychlosti volného padu je zrychleni
nulové.

0=g—k-v,,

Pro urceni rychlosti dopadu pouZzijeme diferencidlni vztah vedouci na separovatelnou
diferencialni rovnici, kterou separujeme a integrujeme.
a(t) :@
dt
0
dt
0

g—k-v

Jednou z moznosti je pouZit pii vypoctu rozklad na parcialni zlomky.

1 1
1 2g N 2-Jg
g—kv Jg+k-v Jg—k-v

Po integraci, ktera vede na logaritmy, a po dalSich upravéch ziskame rychlost dopadu.
1T ks

v ="V
dopadu 2.7k vp
—l-e g

Pro ur¢eni drahy je vhodné pouzit postupné nasledujici vztahy.

S _V(0)-dv(0)
&)
g_szzﬂﬂdﬂﬂ

dx (1)
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PR UR0
g—k-v
H:—iln —g+k'v2dapadu
2k -g
H B Vdopadu — - d—» ¢
[an= [ 2O v
0 o g&—k-v

U rychlosti bez uvazovani s odporem vzduchu se jednd o rovnomérné zrychleny pohyb se
zrychlenim g a jeho feSeni je jednoduché.

vysledky:
s uvazovanim odporu vzduchu Vdopadu=61,67 m.s'l; H=381,9m
bez zahrnuti odporu vzduchu Vdopadu=98,06 m.s"l; H=490,3 m.

1.3.4.2 Priklad 2

Jessika chce kvuli pojistce zabit kocku tak, Ze ji vyhodi z vrcholu budovy Empire State
Building. Tato budova ma 102 pater a448 m. Vysky pater povazujte za stejné. Kocka
se ovSem pii padu chova jinak nez kdmen, ¢i ¢loveék, a klade vzduchu vétsi odpor. V prvni
fazi letu je kocka stresovand, schouli se do klubicka, a kdyby letéla timto zplisobem potad,
ustalila by se jeji rychlost na 144 km h™'. Po tiech sekundach letu se kotka uklidni, roztahne
nohy a ocas a za¢ne plachtit podobné jako poletucha. Kdyby takto plachtila potad, dosahne
ustalené rychlosti volného padu pouze 72 km.h™ a velmi Gasto se jen lehce zrani. Zrychleni
kocky pti uvazeni odporu vzduchu je piiblizn¢ tmérné druhé mocniné rychlosti podle vztahu
a=g-k.v%, kde g je tihové zrychleni a k je konstanta, kterou ze zadanych hodnot dokdZeme
urcit. V tomto ptipad¢ se jednd o dvé rizné konstanty k1 a k2, které se pro obé& Casti letu se
lisi.

Urcete:
1) Ze kterého patra ma Jessika vypustit kocku, aby na zem dopadla co nejvyssi rychlosti
a urcete 1 tuto rychlost.
2) Jakou rychlosti a za jakou dobu kocka dopadne z vrcholu budovy.
3) Zda v ptipad¢, ze se vSe prozradi, bude vyssi trest za pojistny podvod nebo za tyrani
zvitat. Otazka €. 3 neni soucasti dynamiky.

Tento ptiklad pro analytické feSeni pouziva trochu obtiznéjsi integraly vyzadujici rozklad na
parcidlni zlomky podobné jako u ptedchoziho piikladu nebo znalost toho jaky integral vede
na funkci hyperbolicky tangens.

Vysledky:
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Kocku ma vyhodit mezi 9. a 10. patrem vyska (40,64 m) pak dopadne rychlosti

v1=25,05 m.s™; (90,2 km.h™).

Rychlost dopadu z vrcholu budovy bude témét shodna s ustdlenou rychlosti volného padu
v2=20 m.s”' (72 km.h™). Doba letu kocky z vrcholu budovy ve druhé fazi bude T2=20,125 s
Celkova doba letu T+T2=23,125 s.

1.3.4.3 Priklad 3

i

Pfi zdvodu vozl formule 1 na Hungaroringu udetila Felipe Massu pruzina do hlavy, dale
pokracoval v zatdCce rovné a vjel do naskladanych pneumatik. Pfi narazu do pneumatik
rychlosti vO se piedni ¢ast jeho vozu bofila do bariéry pneumatik. Odpor pneumatik se
zvySoval pfiblizné imérné¢ druhé mocnin¢ délky, kterou vz v bariéte vézel. To znamena, Ze
pro zrychleni platilo a=-k.x?, kde x délka drahy od narazu do pneumatik ¢ili délka zaboteni se
v pneumatikach. Kolik nejvice metrii se formule do pneumatik zabofila, nez se viz Uplné
zastavil. k=30 m™.s%; v0=180 km/h;

Vysledek H=5 m.
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Pohyb bodu v roviné

1  POHYB BODU V ROVINE

==1 STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-
. . Pohyb bodu v roving.

Kartézské a polarni soutradnice.

Sikmy vrh.

Pohyb bodu po kruznici.

Priklady k procviceni.

Pohyb bodu v prostoru.

Kartézské a valcové a sférické soutadnice.

Ptiklady k procviceni.

@ MOTIVACE:

—a g K popisu pohybu napiiklad koule vyhozené koulafem nelze vystacit se
vztahy pro pohyb po pfimce. Je nutno umét jednoznac¢né pospat polohu
bodu v kazdém okamziku. V této casti se dozvite, jak lze ptepocitat
kinematické veli¢iny v jednotlivych soufadnych systémech v roviné a v
prostoru.

CiL:

Pohyb bodu v roving.
Sikmy vrh.

Pohyb bodu po kruznici.

Pohyb bodu v prostoru.
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Pohyb bodu v roviné

1.1 POHYB BODU V ROVINE (DVOUROZMERNY EUKLIDUV
PROSTOR E2)

Polohu bodu udéava polohovy vektor. Pro popis polohy bodu v roviné potiebujeme dveé
nezavislé soutfadnice. Nejcastéji pouzivané systémy jsou kartézsky, ktery tvoii dvé na sebe
kolmé soufadnice nejCastéji znaCené x, y a polarni, ktery udava thel od n¢jaké piimky
prochézejici pocatkem soutradné soustavy a vzdalenost od tohoto pocatku, nejcastéji se znaci p

l )) Audio 1.1 Pohyb bodu v roviné.

1.1.1 Demonstrace souradnych systémii

Mravenec se dostane ke msici tak, ze plijde 4 cm ve sméru x a 3 cm ve sméru y, coz
predstavuje kartézsky soufadny systém, nebo pijde 5 cm ve sméru, ktery svird se smérem x
thel 36,87° vynaSeny proti sméru hodinovych ruciéek, coz piedstavuje polarni soutadny
systém. Vysledek je v obou piipadech takovy, ze se mravenec dostane ke msSici. OvSem
systémy spiSe popisuji polohu msice nez cestu mravence.

1.1.2 Poloha, rychlost a zrychleni v kartézskych souradnicich

Kartézsky souradny systém ma tu vyhodu, Ze jednotkové vektory ve slozkéch x, y, které se
nejCasteji oznacuji i a j, nemeni ani svou velikost, jez je neustale rovna jedné, ale ani svijj
smér a pii derivacich se chovaji jako konstanty. Dvé tecky nad pismeny znamenaji druhou
derivaci podle ¢asu. Pak 1ze rychlost a zrychleni vyjadfit nasledujicimi rovnicemi.

| )) Audio 1.2 Vyhoda kartézskych souiadnic.

ProtoZe se jednotkové vektory neméni, Casto se mluvi jen o velikostech slozek polohy,
rychlosti a zrychleni bodu (X, y, vy, yx, ax, ay).

1.1.3 Rychlost a zrychleni v polarnich souradnicich

Pro urceni velikosti slozek rychlosti a zrychleni je mozno pouzit transformacni vztahy:
x=r.cos(); y=r.sin(p), které se pro odvozeni slozek rychlosti v polarnim systému derivuji
podle Casu. Pamatujte si, ze s Casem se méni jak vzdalenost r, tak i uhel o.

v, =X =7-cos(@) + r-(—sin(¢)- §)
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Pohyb bodu v roviné

v, =y =7sin(g)+r-cos(4)- 4

Pokud chceme vypocist slozky rychlosti a zrychleni ve smérech r a ¢ pak je tfeba si uvédomit,
ze slozky rychlosti a zrychleni v;, a, maji sméry r, a sloZky v,, a,jsou na n¢j kolmé. Odvozeni
velikosti slozek rychlosti v polarnim systému Ize provést na zéklad¢ znalosti trigonometrie.

v, =V, -cos(@) +v, -sin(g)

v, = (f -cos(@) +r-(—sin(g)- ¢)) cos(¢@) + (f -sin(¢@) +r-cos(9) - ¢) sin(¢)

Vyuzijeme-li toho, Ze sin(@)*+cos(¢)’=1 pak dostaneme:
V. =T

vy = v, -sin(@) —v, -cos(¢)

Podobné: . .
v, = (7 -cos(@) + - (—sin(g) - §) ) sin(¢) (7 sin(@) + r - cos(h) - §)- cos(#)
v, =79

Podobné odvozeni Ize provést pro zrychleni. Toto odvozeni neni ndro¢né na matematiku jen
je trochu zdlouhavé.

a,:f—r~¢32 a¢:r-&+2-f-¢

1.1.4 Zvlastni pripady Pohybu bodu v roviné

Sikmy vrh

V ptipad¢ uloh se Sikmym vrhem, v tthovém poli s konstantnim tihovym g zrychlenim je
obvykle vhodné pouzit kartézsky soufadny systém, kde jedna soufadnice ma smér g,
a vétSinou opacnou orientaci, a druhd je na néj kolma. Také byva vyhodné ztotoznit pocatek
soufadného systému s mistem vrhu ¢i vystielu, pak maji pocatecni drahy x0 a y0 nulové
hodnoty. Z ptedchoziho lze snadno odvodit nasledujici vztahy mezi polohou rychlosti
a zrychlenim.

v

X
a =0
a,=-g

v, =v0-cos(a)
v, =—g-t+v0-sin(a)
x=v0-cos(a)-t+(x0)

y=—%~g-t2 +v0-sin(a )+ (y0)
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1.1.5 Pohyb bodu po kruZznici

Pohybuje-li se bod po kruznici se sttedem x0, y0 o poloméru R, pak existuje vztah mezi
soufadnicemi a tento bod ma jen jeden stupeii volnosti, to znamena, ze zméni-li se jedna
soutadnice, pak uZ je druha soufadnice déna.

(x=x0) +(y—»0) =R

Zde se vyhodné pouziji polarni soutadnice (R, ¢). Stied kruznice lze posunout do pocatku
souradného sytému x0=0 a y0=0. Transformacni rovnice pak maji nasledujici tvar x=R.cos(¢)
y=R.sin(¢). Pro velikosti jednotlivych kinematickych veli¢in pfi pohybu bodu po kruznici pak
plati nésledujici vztahy:

¢ = v,=R-¢=R-o v, =R=0
p=c>==¢& ar=R—R-¢2=—R-w2 a¢=R¢'+2-R-¢5:R-g
_ w-dw
=5

Kde polomér R mé konstantni velikost.

Pro tyto veliiny pouzivame oznaceni ¢ pro uhlovou drahu, @ pro uhlovou rychlost (rad.s™
nebo jen s) a € pro Ghlové zrychleni (rad.s? nebo jen s?). Slozky zrychleni a, a a4 jsou
totozné se slozkami tecného a normalového zrychleni a; a a,.

Vsimnéte si, ze vztahy mezi thlovou drahou ¢, thlovou rychlosti @, thlovym zrychlenim € a
¢asem velmi podobné vztahim mezi obdobnymi veli¢inami u pfimky.

Pro vypocet velikosti veli¢in na obvodu Ize pozit vztahy:

s=R.¢ Draha na obvodu (ihel je v radianech).

v=R.® Obvodova rychlost.

a~R.e Tecné zrychleni.

a,= - R’ Normalové, které se také se oznacuje jako dostiedivé, zde je smér od stiedu
povazovan za kladny proto je pied vyrazem zadporn¢ znaménko.
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1.2 PRIKLADY K PROCVICENI

1.2.1 Priklad 1

Urcete maximalni vzdalenost, do které doleti koule vrzena koulaiem ve vySce 2 m nad zemi,
pocateeni rychlost v0=14,4 m.s™ a po&ate¢nim thlu 0=45°. Pasivni odpory lze zanedbat.

e Pro zdjemce:UrCete uhel, pfi kterém koulaf pti dané pocatecni rychlosti vrhu dohodi
nejdale a vzdalenost do které koule dolétne.

X=?

ResSeni:
Pro misto dopadu plati, Ze jeho y-ova soufadnice je y=-2 m, coz lze vyjadfit rovnici.

y =—%-g-t2 +v0-sin(a )+ (y0)

—2m = —%-9,81m-s‘2 £ +14.4m-s" -sin(45°)

Jedna se o kvadratickou rovnici kde nezndmou je Cas, po jeho vypoctu, pak staci dosadit
vypocteny ¢as do rovnice pro vypocet x-ové souradnice. Cas t=2,257 s.
x=v0-cos(a)-t+(x0)

x=14,4m-s -cos(a)-t
Urcit uhel, pro ktery koulai dohodi do maximalni vzdalenosti, 1ze dosazenim za ¢as z prvni

rovnice a polozenim prvni derivace podle uhlu nule, ale jednodussi cesta je v tomto ptipadé
pouziti numerického feseni.

Odpovéd’: Za danych okolnosti koulai dohodi do vzdalenosti x=22,98 m. **Pfi optimalnim
uhlu aopt=42,52° by koulat dohodil do vzdalenosti X,p=23,06 m.

Pozn. Svetovy rekord ve vrhu kouli drzi Randy Barnes (USA) 23,12 m ze dne 20. 5. 1990 ve
Westwoodu (informace je z roku 2010).
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1.2.2 Priklad 2

V jam€ o hloubce h=2 m vznikl pozar. Hasi¢ se pro zar muze pfiblizit k okraji jamy na
minimalni vzdalenost b=5 m. Hasi¢skou hadici proudi voda rychlosti v0=8 m.s™. Uréete pod
jakym thlem @=? ma hasi¢ nastavit hadici, aby voda stfikala co nejblize k okraji jamy a do
jaké nejblizsi vzdalenosti x=? od kraje jamy voda dopadne. (pasivni odpory zanedbejte).

suEy
+* S

]

Vysledky:

Hasi¢ ma nastavit hadici pod thlem a=65° a nejblizsi vzdalenost do které voda dopadne je
Xmin=0,804 m.

1.2.3 Pohyb bodu po kruZznici

1.2.3.1 Priklad 3

A
Y

R

Po kruhové draze o poloméru R=I1m se pohybuje bod B rovnomérné zrychlenym pohybem po
kruznici. Jeho pocatecni poloha je v misté 0. Za ¢as T=0.4 s vyrazi bod A ze své pocatecni
polohy nazna&ené obrazkem konstantni rychlosti vA=1 m.s". Oba body se setkaji v mistech 1
a 2. Misto 1 je od pocatecni polohy bodu A vzdéaleno o délku 1=2 m. Urcete normalovou a
te¢nou slozku zrychleni bodu B v mistech 1 a 2.

Vysledky:

Normaélova slozka zrychleni v misté jedna ma velikost a;,=5,29 m.s’.

Normalova slozka zrychleni v misté dva ma velikost a;,=15,86 m.s™.

Teéné slozky zrychleni jsou v misté jedna i dva stejné a maji velikost a=1,68 m.s™.

1.2.3.2 Piiklad 4

Soustroji je pohanéno motorem s linearni charakteristikou (zavislost hnaciho momentu na
otaCkach). Pfi jeho rozbcéhu pak uhlové zrychleni s nardstajicimi otdCkami klesa. Tato
zavislost je charakterizovana thlovym zrychlenim pfi nulovych otackdch €0 a otackami
ustaleného pohybu nu, pfi nichz je thlové zrychleni nulové (nakreslete si graf). Pocatecni
podminky jsou nulové. (nékteré casti maji jen numerické resent).

Urcete:
1) Casovy pribéh thlové rychlosti a uhlu natoéeni.

2) (:Jas za jaky rotor vykona 1. otacku a jeho rychlost (thlovou) na konci 1. otacky.
3) Cas kdy uhlova rychlost dosdhne 95% ustalené a pocet otoceni do této doby.
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4) Urcete celkové zrychleni bodu na obvodu v tomto okamziku, je-1i polomér rotoru
R=20 mm.

pocateéni zrychleni €0=5.1 rad.s?, ustalené otacky nu =2350 ot/min
Vysledky:

Casovy pribéh thlu nato&eni a (thlové rychlosti:

§0 =23 (" k1)

o(t) = %O(et'k -1)

ou=2 -7 -nu
p=—50
ou

Cas za jaky vykona rotor prvni otacku (Ize fesit jen numericky) T1=1,578 s.
Cas kdy thlova rychlost dosahne 95% ustalené rychlosti Tos=144,55 s.
Velikost celkového zrychleni bodu na obvodu age=1093 m.s'z;

te¢na slozka a=0,0051 m.s” normalova slozka a,=1093 m.s™.

U jinych prikladi je tieba vyjadrit souiadnice v jednom ze souradnicovych systémi a
pak derivovat podle ¢asu.

1.2.3.3 Piiklad 5

Ve vzorku pneumatiky automobilu se zachytil kaminek. Automobil jede konstantni rychlosti
v=36km-h". Pneumatika se po silnici odvaluje (nedochazi k proklouzavani); polomér
pneumatiky je R =25 cm.

Popiste polohu kaminku v zavislosti na ¢ase (poc¢atecni polohu volte v misté styku kaminku s
vozovkou). Urcete také pribeh velikosti rychlosti a zrychleni. Pritbéhy zakreslete do grafu.

Urcete maximalni rychlost a zrychleni a polohu kaminku pfi nich.

ReSeni: Stied si oznacime S, polohu kaminku A

Poloha:

xA=xS-R.sin(a)
yA=-R.cos(a)
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Pouzijeme-li vztahy:
v=R.0
0=0.t

(t je Cas a @ oznacime jako thlovou rychlost)
(plati pouze pro konstantni rychlost automobilu!!!)

pak:
xA=v.t-R.sin(®.t)
yA=-R.cos(®.t)

Rychlosti
vAx=v-R.0.cos(m.t)
vAy=R.0.sin(®.t)

veelk(t)=v-4J2—-2-cos(w-1)

Vinax|=2.v=20 m.s™"

Zrychleni
aAx=R.0”.sin(o.t)
aAy=R.oJ2 .cos(m.t)
lamax|=acelk(t)=R.®»*=400 m.s™

Grafy jsou grafickym zobrazenim pfislusnych rovnic, nejsou zde uvedeny.

1.2.3.4 Priklad 6

U planetové prevodovky ma satelit z2=33 zubli a blokované korunové kolo z1=100 zubii.
Jedna se o nekorigovana celni ozubend kola s modulem md=2 mm. Unase¢ (Cerna tyc¢) se
pohybuje konstantnimi ota¢kami n=100 ot.min™". Urcete rychlost a zrychleni bodu A, na
rozte¢né kruznici, v okamziku kdy unaSe¢ svirda s pivodnim svislym smérem uhel ¢=45°
(pravy obrazek). Bod A je bod na satelitnim kole a na pocatku byl v nejvys$sim misté (viz levy
obrazek).
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Pozn. Z celé teorie ozubenych kol zde pro feSeni potiebujete védét pouze to, ze pramér
roztecné kruznice se vypocte jako pocet zubli vynasobeny modulem.

i R

Moo pheasisl
Fakpbem akrebiad veackichy
e HakiranEen brrmsen boile
e el abelge o =i
wrashl Bineeaile kel Fiksl
eaelafnT @ roacale oqEmm
inlaler Kimmeee kel o=

[LTETS ST "R | W1 TTR T TR o
rael s

irvlagani

T
—t

Vysledek: Bod A ma v zadané poloze rychlost, kterou Ize ur¢it pomoci slozek ve smérech
x ay vAx=1,026 m.s” ;vAy=-2,395 m.s”’ (vAx znamend rychlost bodu A ve sméru osy x
atd.) a zrychleni, které ma slozky aAx=19,44 m.s a aAy= -9,68 m.s.

1.3 POHYB BODU V PROSTORU

Pro popis toho, kde se bod nachazi, se pouziva polohovy vektor.

Jak byste popsali nékomu polohu balénu, ktery pravée vidite?
{7

L. §
Ky :
s a >
§ e
A ‘g E ‘f
sb;, f
/ x=sever 4km

Mate nekolik moznosti, mizete fict napiiklad:
a) Pijdete ctyti kilometry na sever pak tfi kilometry na vychod a pak je baléon dvanact
kilometri nad Vami. Tomuto popisu se fika kartézsky souradny systém (x, y, z).
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b) Puajdete pét kilometri s azimutem 53,13° (doplnék 36,87°) a pak je balon dvanact
kilometrtt nad Vami. Tomuto popisu se fika valcovy soufadny systém (pl, ¢, z).

¢) Balon je od Vas vzdaleny 13 km jeho azimut je 53,13° a jeho vySkovy uhel je 67,38°.
Tomuto popisu se fika kulovy nebo sféricky souradny systém (p2, ¢, v).

At uz polohu balonu popisete jakkoliv, vzdy v prostoru budete potiebovat tii nezavislé
soufadnice. Jestlize budeme uvazovat polohu balonu, jako funkci ¢asu mizeme psat, ze kazda
z téchto soufadnic je funkci Casu.

pravouhly (kartézsky):
x=x(t)
y=y(t)
7z=7(t)

valcovy (cylindricky):
pl=pl(t)

e=0(t)

7z=7(t)

kulovy (sféricky):
p2=p2(t)

e=0(t)

v=0(t)

Ptirozeny soufadny systém popisuje pohyb ve smérech okamzité te€ny normaly a binormaly.
Chceme-li prepocitat polohu z jednoho soufadného systému do druhého, je nutno pouzit
goniometrické vztahy, které vychazeji z pravouhlych trojuhelnikii. Podivejte se pfi tom na
obrazek balonu a nasledujici vztahy jsou pak ziejmé.

Valcovy na kartézsky:
x=pl.cos(¢)
y=pl.sin(¢)

7=z

Kulovy na kartézsky:
x=p2.cos(v).cos(¢)
y=p2.cos(v).sin(@)
z=p2.sin(v)

Poloha, rychlost a zrychleni v kartézském soufadném systému (i, j, k jsou jednotkové
vektory ve sméru soufadnicovych os x, y a z).
F=x-i+y- j+z-k
A4y jrik=v iy v,k
k=v ity - jtv.ck=aita,j+a. -k

V=X

A=%i+jy-j+%
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Velikosti sloZek rychlosti a zrychleni ve valcovém (cylindrickém) souradném systému se
li§i od polarniho systému pouze tim, Ze ptibude z-ova soutradnice.

Z
-
% D,
Vo
oy > N
KN
/ X
. o '2
b= 0, =F=r
vy =P ay=r-¢+2:7-¢
Vz:Z aZ:\./'Z:.Z.

Odvozeni velikosti sloZek rychlosti a zrychleni v kulovém (sférickém) soufadném systému

v pravouhlych trojihelnicich doplnénych znalostmi o derivacich. Zde je uveden vysledek.
=V e2
)
7

Vo

szzpz
Vo =P -¢~sin(v)
VU :pz U

a,, =p, —r-@* -sin*(v)-r-0
a,=2-p,-0+p,-U—p,-sin(v)-cos(v)-
a,=2-p, sin(v)-g+2-p, -cos(v)-v-d+ p, -sin(v)-§

Prirozeny souradny systém

Pohyb je také mozno popsat v pfirozeném soufadném systému. Tento systém tvofi t tecna
normala n a binormala b také se mu tikd pravodni trojhran kiivky. Miizeme urcit velikosti
slozek rychlosti a zrychleni ve smérech t, n a b. Kladny pfirGstek drahy ve sméru tecny
oznacime ds. polomér oskulaéni kruznice oznac¢ime p. Oskula¢ni kruznice je takova kruznice,
ktera ma v bod¢ A4 s jeho trajektorii spolecnou tecnu ¢, stejny polomér kiivosti p, spoleCnou
hlavni normalu n a Ize ji v malém okoli bodu danou trajektorii nahradit. Pak plati nasledujici
vztahy:
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v, =8
v, =0
v, =0
=§=v
.2 2

s
p P

Casto se pak mluvi o te¢ném a; a norméalovém zrychleni a,,.
O tom, ktery ze systémil je vhodné pouzit pti feSeni problémt, rozhoduje charakter problému
zkuSenost a odhad. Pouziti vhodného typu soufadnic ¢asto problém vyrazné zjednodusi.

1.4 PRIKLADY K PROCVICENI

1.4.1 Priklad 1
Pohyb bodu po Sroubovici je popsan rovnicemi:

x=R~sin(z‘)
y = R-sin(t)
z=A-t

R=50 cm; t je ¢as, A=2m.s™
Urcete obecné rychlost a zrychleni bodu v ¢ase t a hodnoty pro ¢as t=2 s.

1.4.2 Priklad 2 (obtizné)

Letadlo neustdle krouzi po kruznici o poloméru R ve vySce H konstantni rychlosti, jejiz
velikost je vl. Letadlo se snazi sesttelit raketa letici rychlosti o konstantni velikosti vR. Raketa
startuje ze stiedu primétu kruznice na povrch zemé&. Raketa mifi neustale pred letadlo tak, ze
kdyby letadlo i raketa pokracovaly v kazdém okamziku pfimocarie, raketa by proletéla piesné
v polovin¢ drahy, kterou by za zbyvajici dobu urazilo letadlo. Urcete, polohu rakety v Case a
Cas, za jaky se raketa dostane k letadlu.

vI=700 m.s™
R=50 km
H=10 km
vR=2000 m.s™
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1 DYNAMIKA BODU

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-
. . Dynamika bodu.

Trocha historie.
Newtonovy zakony.
Dalsi vektorové ptistupy.
Energetické piistupy.

Ptriklady k procviceni.

@ MOTIVACE:

— — Zatim jsme se zajimali jen o to, jak se néco hybe. Existuje vice moznosti jak
ziskat rovnice, kterymi se fidi pohyb. Porozuméni témto rovnicim pro bod

vede k porozuméni i pro slozitéjsi ptipady. Pohybovymi rovnicemi se tidi
veskery pohyb ve vesmiru od galaxii ptes stroje k ¢asticim.

CiL:

Pohybova rovnice hmotného bodu.

D'Alamberttv princip, véty o zméné hybnosti a momentu hybnosti.

Prace, vykon, energie, zakon zachovani mechanické energie.
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Dynamika bodu

1.1 TROCHA HISTORIE

Zatim jsme popsali, jak se bod hybe, to znamend kde je, jakou ma rychlost, zrychleni
a pfipadné ryv, ale nezajimali jsme se co je pfic¢inou toho, Ze se hybe. O pfi¢iny pohybu se
zajimali lidé uvedeni v nasledujicich odstavcich.

Aristoteles

Pokud je téleso na svém piirozeném misté a neplisobi na n¢j zadné dalsi vlivy, setrvava tam v
klidu. Pokud téleso neni na svém piirozeném misté, snazi se na né dostat (coz plati zejména o
svislém pohybu). Bez tucinku sily se téleso nepohybuje jinak neZ svym prFirozenym
pohybem. Odpovéd’ na otazku, pro¢ leti hozeny kédmen, ¢i vystieleny Sip je, ze pfi hodu
kamene ¢i vystielu Sipu jim piedame hybnou silu, tzv. impetus. Ty si ji chvili s sebou nesou a
postupné ji spotfebovavaji. Toto vSak nevysvétluje napt. pohyb kyvadla.

V 11. stoleti zavadi Avicenna impetus, ktery se sam o sobé nevycerpava. Jednd se o hybnou
silu vtisténou do télesa zdrojem pohybu. Ta v pohybujicim se télese zistava a dale plsobi
jeho pohyb. Impetus se zmensuje pouze skrze jiné sily, typicky odporem prostiedi.

Galileo

Galileo objevil, Ze pfirodni jevy lze popsat matematicky a pokldda to za odraz
"pravého zakona piirody*. Galileo vSak pfitom jes$té nevytvari dynamiku v dneSnim smyslu,
tedy nehledé pficinu pohybd. Bavi ho popisovat pozemské pohyby se stejnou presnosti
a exaktnosti, jak to dé€lali astronomové (Kepler) s pohyby nebeskymi, naptiklad kvadratickou
zévislost drahy pfi volném padu na case. Své ivahy odvozuje jen z experimentll, pfesto
vyznamné ovlivni dynamiku principem setrvacnosti.

Isaac Newton

Ptedpoklady pro piesnéjsi formulace dynamickych zédkonti dnes v rdmci dostatecné presnosti
pouzivané shrnul sir Isaac Newton v Principiich (Philosophice naturalis principia
mathematica) vydanych r. 1687.

Newton pouziva Euklidovsky geometricky prostor a nezavisle bézici absolutni cas, coz
umoziuje mefit vzdalenosti a tvary téles a popisovat polohu télesa vzhledem ke zvolené
souradné soustaveé. Absolutni ¢as ukazuje na existenci jisté specidlni miry v méfeni Casu.
Newton také zavadi pojem absolutniho prostoru, ktery oznacuje jako zakladni prostor, jehoz
body jsou neustale na svych mistech a Ize vii¢i nim urovat absolutni polohu téles, zejména
muzeme mluvit o pohybu vic¢i absolutnimu prostoru. Newton neznal pojem zrychleni
a priftadil kazdému télesu miru jeho pohybového stavu — hybnost — soucin rychlosti
a hmotnosti. U téles v klidu ¢i rovnomérném pohybu po pfimce, se tato mira pohybu neméni.
Jako pfi¢inu zmény pohybového stavu zavadi silu. A formuluje i zdkon akce a reakce
o ptisobeni sil mezi dvéma télesy, ktery je diisledkem zakona zachovani hybnosti.

Po dalsi dv¢ stoleti souhlasily vSechny experimenty s jeho teorii a az diky Maxwelovym
objevlim v oboru elektromagnetismu, a snaham o vysvétleni Morley-Michelsonova pokusu
pii hledani rychlosti Zemé vici aetheru 1887 se dospélo ke veelku jednoduché tipraveé zadkont
mechaniky, kterou 1ze pochopit pfi prumérnych znalostech stiedoskolské matematiky, zvanou
Einsteinova specialni teorie relativity (trochu podobné Kolumbovu vejci). Je spise podivné, ze
s touto teorii nepiiSel Hendrick Lorentz ¢i George Fitzegerald o mnoho let dfive. Pfi
vysvétleni Michelson-Morley experimentu, Lorentz navrhl, ze dochazi ke zkracovéani délek
pohybujicich se téles (kontrakci délky) ve sméru pohybu. K tomuto zavéru doSel jiz v roce
1889 George FitzGerald. Lorentz zavedl termin mistni Cas, ktery vyjadfoval vztah mezi
soucasnosti nepohyblivého télesa a pohybujiciho se télesa. Specidlni teorie relativity je platna
jen pro velmi omezeny rozsah soufadnych soustav (inercidlni) a proto vyzadovala zobecnéni.
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Obecna teorie relativity, ktera uvazuje 1 se zakiivenim prostorocasu je jiz opravdu pomeérné
sloZitou teorii.

Pro castice pak tvoii pohybovou rovnici Schrodingerova rovnice, ktera urcuje pouze
pravdépodobnost toho, kde se ¢astice nachazi (kvantova mechanika).

V ,.nasi“ dynamice budeme pouzivat Newtonovy vztahy, které jsou v ramci rychlosti, a
velikosti se kterymi budeme pracovat dostatecné piesné.

Ptipomenime si Newtonovy zakony, které jsou zakladem celé klasické mechaniky.

1.2 NEWTONOVY ZAKONY

1. Zakon setrvaénosti:

Téleso setrvava v klidu nebo v rovnomérném piimocarém pohybu, jestlize na n¢j nepisobi
jind télesa silou nebo sily plisobici na téleso jsou v rovnovaze.

Zﬁzﬁjﬁzkonst
2. ZaKon sily:

Sila je pfiCinou zmény pohybového stavu. Kde sila je pficinou zmény hybnosti p, ktera je
souc¢inem hmotnosti a rychlosti p=m.v.
~  dp
>r-P
dt

3. Zakon akce a reakce:

Pisobi-li jedno téleso na druhé silou, ptisobi i druhé téleso na prvni stejné velkou silou
stejného sméru opacné orientace.

Audio 1.1 Newtonovy zakony.
‘) e
) >

1.2.1 ReSeni pohybu bodu pomoci zdkona sily.

Zékladni rovnici celé dynamiky je pravé druhy Newtoniiv zédkon. Tato rovnice se casto
nazyvéa pohybovou rovnici hmotného bodu. VSimnéte si, Zze hybnost i sila jsou vektorové
veliCiny, které jsou dany velikosti, pusobistém, smérem a orientaci. Velikost, orientace a smeér
1ze vyjadtit pomoci slozek (v E3 se jedna o tfi slozky, E2 o dvé, El jednu). Sméry slozek se
voli tak, aby byly na sebe vzijemné kolmé (ortogonalni) nejcastéji v souradnych soustavach
jako u kinematickych veli¢in (polohového vektoru, rychlosti, zrychleni). V piipadé, Ze
uvazujeme hmotny bod, pak je plisobisté sil dano timto bodem.

Audio 1.2 Pohyb bodu.
= )) e

Pro konstantni hmotnost 1ze pohybovou rovnici zjednodusit pomoci zrychleni.
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Dynamika bodu [l

Pozor zména hmotnosti nemusi byt nutné¢ zpiisobena relativistickymi jevy. Predstavte si
balon, kde Cast lana lezi na zemi a postupné se odviji a hmotnost baloénu, vcetné lana se
zvysuje, nebo raketu, jejiz hmotnost se snizuje s tim, jak ji ubyva paliva.

Pohybovou rovnici pak 1ze rozepsat ve slozkovém tvaru pro riizné soufadné systémy:

Kartézsky souradny systém

F.=m-a_ F =m-a F. =m-a

Vilcovy souradny systém

F¢:m-a¢ F =m-a F =m-a

Prirozeny souradny systém

Fn:n/I'an E:m-at szo

Pozor i v ptipadé, Ze se bod pohybuje po pfimce ¢i v rovin€ je nutno uvazit, jestli na n¢j
nepusobi sily v jinych smérech, které mohou souviset s pasivnimi odpory plsobicimi v dané
piimce ¢i rovin€. Pii feSeni uloh je dobré si uvédomit, Ze obecné je pohybova rovnice
diferencialni rovnici druhého tadu, kterda muize byt nelinedrni a Casto nemusi mit feSeni
v uzavieném tvaru.

Obecné existuji dva typy uloh:

Uloha 1. druhu (Kinetostaticka).

Je to takova uloha, u které zname veliCiny popisujici pohyb a hledame sily, které jsou
pri¢inou tohoto pohybu. V tomto pfipadé¢ se pohybova rovnice rozpadne na soustavu
linearnich rovnic a feseni ulohy nebyva obtizné.

Uloha 2. druhu (dynamicka).

Je to takova uloha, u které zname pulsobici sily a vySetfujeme pohyb. V tomto ptipadé je
pohybova rovnice obecné nelinearni diferencialni rovnici druhého fadu a o tom, jestli existuje
feSeni v uzavieném tvaru, rozhoduji dalsi okolnosti.
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1.2.2 Obecny postup pri FeSeni tloh, ktery je predveden na jednoduchém prikladu.
Priklad

Na bifemeno hmotnosti m=0,3 kg. Plsobi dvé¢ sily o velikostech F1=4.5 N a F2=0,9 N. Sila F1
svird se svislym smérem thel a=45°. Urcete zrychleni télesa, je-li na po¢atku v klidu. Urcete
tato zrychleni, pohybuje-li se téleso na zacatku pohybu ve sméru a proti sméru pohybu sily F1
rychlosti v=10 m.s". Koeficient tfeni mezi t&lesem a podlozkou je £=0,2.

N

4—

00) Ovérime pocet stupid volnosti (u bodu v E3 nejméné 1 maximalné¢ 3 stupné
volnosti). Mé-1i bod 0 stupiii volnosti, 1ze ulohu feSit pomoci statickych rovnic
rovnovahy, pifi zdporném poctu stupnitt volnosti je pak nutno statické rovnice
rovnovahy doplnit rovnicemi pruznosti a pevnosti.

ad 00) T¢leso se pohybuje jen po piimce ve vodorovném smeru a ma tedy jeden
stupen volnosti.

0) Pokusime se odhadnout rozmezi, ve kterém se bude vysledek pohybovat.
ad 0)T¢leso ma hmotnost m=0,3 kg; nejveétsi pusobici sila je F1=4.5 N zrychleni bude
uréité mensi nez a=150 m.s™, ale biemeno se taky nemusi pohybovat viibec a=0 m.s™.
Ke zptesnéni odhadu lze pouzit tivahu: Slozka sily F1 ve vodorovném sméru je cca
0,7 F1 proti ni pisobi F2 a sila zplisobend tfenim, maximalni zrychleni muze byt
a=70 m.s~, ale spiSe bude mnohem mensi v disledku smykového teni. Tato tvaha by
méla trvat né€kolik sekund.

1) Bod uvolnime. To znamena, uréime vSechny sily, které na n&j pisobi velmi vhodné je
nakreslit obrazek.
ad 1) Kromé¢ sil F1 a F2 ptsobi na téleso jeho vlastni tiha G, reakce podlozky N a
sila T zplisobena tfenim, kterd plsobi proti sméru pohybu. Zatim nevime, kterym
smérem se téleso pohybuje, proto je vhodné nakreslit oba ptipady. Pro zadany smér
rychlosti je smér tfeci sily dany. Tteci sila je vZdy orientovana proti sméru pohybu.
V nasledujicich rovnicich je kladny vodorovny smér volen ve sméru kladné orientace

rychlostiF. 1\ F1\
G][ <_F2 G

M N NI T2

2) NapiSeme pohybovou rovnici a rozepiSeme ji do vhodnych sloZek.

F2

—

A 4

ad 2) Pro oba ptipady.
Fl+F2+G+T+N=m-a
Fl-sin(a)-T1-F2=m-al —Fl-sin(a)-T2+F2=m-a2
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N-G~Fl-cos(a)=0

N—G—Fl-cos(a):O

3) Rovnice doplnime o vztahy z kinematiky, statiky, geometrie a tak dale.
ad 3) V tomto ptipadé doplnime o vztah pro smykové teni.

T=N-f

4) Vzniklou soustavu rovnic vyresime. (Ize-li analyticky jinak numericky)
ad 4) V tomto piipadé se jedna o soustavu linedrnich rovnic a lze ji feSit napiiklad
dosazovanim. Vysledkem bude al=3,524 m.s?; a2=-11,689 m.s”. Zaporna hodnota
znamena, ze je-li na pocatku téleso v klidu pak se bud’ nerozjede, nebo rozjede s
opacnou orientaci, ale zrychleni bude jiné a je nutno jej vypocist pro opacnou orientaci
treci sily. Pokud se ale téleso pohybuje a kladna orientace je stejné jako u rychlosti pak
zaporné zrychleni znamena, Ze téleso zpomaluje.

5) Ovérime spravnost Feseni. (naptiklad dosazenim do ptivodnich rovnic ¢i
experimentem).

1.3 DALSI VEKTOROVE PRISTUPY.

D’Alambertuv princip. Hlavni myslenkou je pfipojit silu, ktera vykompenzuje zrychleni a
pak se tloha dynamické pfevede na tilohu statickou. Tato sila se nazyva D’ Alambertova nebo
setrvacna sila. Je to zdéanliva sila, kterou citite naptiklad pti prudkém brzdéni v auté, nebo pfi
prijezdu zatackou.

Audio 1.3 D’Alembertiv princip.
‘) e

D’Alambertova sila

D=-m-a

Rovnice pseudorovnovahy ma tvar:

+D=0

T

2

Toto feSeni je velmi vyhodné zejména u uloh 1. druhu 1 pro télesa.

Dynamiku bodu lze fesit také pomoci véty o zméné hybneosti a impulzu. Tento vztah lze
odvodit z pohybové rovnice pro hmotny bod s konstantni hmotnosti.

Y F+D=0
ﬁ-dt:m~ﬂ
dt

v(t)
F-dt=m- jdﬁ=m-v(t)—m.vo

Vo

Sy S

Pokud ozna¢ime impuls sily I a hybnost p

F-dt=1
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pak dospéjeme k nasledujicimu vztahu:
1(0)= ple)= Py (1)

Véta o zméné hybnosti:
PtirGstek hybnosti v daném c¢asovém intervalu <t;, t> se rovna impulzu zrychlujici sily v
témze Casovém intervalu. Impuls sily 1 hybnost jsou vektorové a lze je rozepsat do slozek.

Reseni dynamiky bodu pomoci véty o zméné momentu hybnosti a impulzu pro hmotny bod
s konstantni hmotnosti.

Podobn¢ jak se vypocte moment sily k bodu, 1ze vypocist 1 vypocist i moment hybnosti L.

L=Fxp
Po derivovani
L d& . . dp d&F . . & - . -
—:—xp+r><—:—xm-v+r><m—=v><m-v+r><m-a:vxm- +rxF
dt  dt dt dt dt

Protoze vektorovy soucin dvou rovnobéznych vektort je roven nule a druha ¢ast je moment
sily plati nasledujici vztah.

vxm-v=0
FxF=M
MiuiiZzeme napsat velmi podobnou vétu o zméné momentu hybnosti.
t . L(t) _
[M-dt= [dL
0 Ly

I, = L(Z)_Lo

Véta o0 zméné momentu hybnosti:
PtirGstek momentu hybnosti k danému bodu v ur¢itém ¢asovém intervalu je roven impulzu
momentu Iy sily k t¢émuz bodu a v témze casovém intervalu.

1.4 ENERGETICKE PRISTUPY

Ptedchozi ptistupy lze oznacit jako vektorové, ale v dynamice existuje jesté dalsi pristup, kdy
se dynamické ulohy fesi pomoci energii. Dvé formy mechanické energie se nazyvaji kineticka
a potencialni. S energiemi pak souvisi mechanicka prace. Energie i prace jsou skalarnimi
veli¢inami, to znamena, ze jsou Upln¢ urceny jen svou velikosti.

Kinetickd energie hmotného bodu Ek. Pro rychlosti a pfesnosti, se kterymi se bézné
setkdvame je mozno kinetickou energii hmotného bodu definovat jako polovina soucinu
hmotnosti m a druhé mocniny velikosti rychlosti.

Audio 1.4 Kineticka energie bodu.
%) =
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2

Ek=—-m-v

1
2
Potencialni energie Ep je energie bodu (télesa) v potencidlovém silovém poli. Pozor nemusi
se jednat jen o gravita¢ni energii v blizkosti povrchu Zemé, ale napiiklad o energii pruziny,
elektrostatického silového pole, gravitacniho pole jinych téles atd. Lze ji definovat podobné
jako praci jen s opacnym znaménkem. Sila pole je pak funkci polohy. U potencialni energie je
definovédn jen rozdil energie mezi dvéma misty a je jedno jakou hladinu (ekvipotencialni
plochu) si vyberete jako mnozinu bodl s nulovou potencidlni energii. Pokud pocitame
s absolutni hodnotou Ep pak je nutno si stanovit hladinu s nulovou potencialni energii.

Audio 1.5 Potencidlni energie.
%) re

Ep(r) - Epr) = Flr—r,)-aF

)

Taky lze fict, Ze sila pole je gradientem potencialni energie.

1.4.1 Priklady potencialnich energii
1) Potencidlni energie bodu o hmotnosti m v tithovém poli Zemé v blizkosti povrchu
s tthovym zrychlenim g a ve vySce h nad povrchem, kde nulova hladina je zvolena na
povrchu Zem¢.

2) Potencidlni energie bodu o hmotnosti m v tihovém poli Zemé ve vySce y nad
povrchem, kde nulova hladina je zvolena na povrchu Zemé. M, je hmotnost Zemé¢; R,
je polomér Zemé a x je Newtonova gravitaéni konstanta. (M4 vyznam pro velké
vysky).

2 2
Ep= M. m'K+MZ m ._~8 R m._ 8 R -m
R +y R R +y Rz

V4

3) Potencialni energie linedrni pruziny s tuhosti k pti deformaci o délky y, kde nulova
hladina odpovida nezatizené a tedy nedeformované pruzing.

1
Ep=—-k-y*
p=okey

Mechanicka prace W je dalsi skalarni veli¢inou a jeji velikost (skalarni veli¢iny maji pouze
velikost) se vypocte stejné jako u prace jen s kladnym znaménkem.

W(r—ro):jﬁ.df

0

Vykon: Je veli¢ina charakterizujici, jak rychle byla prace vykonana. Okamzity vykon je
definovan jako:
aw
Pe)="
dt
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Dynamika bodu

1.4.2 Véta o zméné kinetické energie

Z pohybové rovnice lze odvodit vztah mezi dodanou praci a kinetickou energii, ktery fika, ze
priristek kinetické energiemi mezi dvéma polohami je roven praci pusobicich sil mezi
témito polohami.

— . v-dv
F=m-a=m ——
dr
F-dr =m-v-dv

1.4.3 Véta o zachovani mechanické energie
V konzervativnim silovém poli plati, ze se mechanickd energie zachovava.

Konzervativni (potencialové) silové pole znamend, ze prace, ktera je vykonéna silou pole po
n¢jaké kiivce zavisi jen na pocateni a koncové poloze a nezavisi na tvaru kiivky mezi
polohami. Kdyz chcete zvednout zidli a dat ji na stiil pak v tomto typu pole je jedno date-li ji
nahoru pfimo nebo jestli s ni nejdiive obejdete mistnost. Jind definice je, Ze integral po
uzaviené kiivce je roven nule. U zidle to znamend, Ze skonci-li na konci tam, kde ptivodné
byla, pak se obejitim mistnosti se zidli nevykonala zddna prace. Podobné, 1ze fici, Ze rotace
pole je rovna nule.

Ptikladem takového pole miize byt gravitacni Ci elektrické pole, kdyZz zanedbame pasivni
odpory. V tomto typu pole se energie nepieménuje na jiné formy energie jako teplo ¢i energii
plastické deformace.

Soucet kinetické a potencialni energie je v konzervativnim silovém poli konstantni.
Audio 1.6 Dalsi zjednoduSujici predpoklady
‘) e

Ek+Ep=Kkonst.

¢1 v jiném tvaru:
Ek0+Ep0=Ek1+Ep1

V piipadég, Ze se nejednd o konzervativni pole a je doddna prace W navic, kterd nesouvisi se

silovym polem a pfeméni se cele na mechanickou energii, 1ze pouzit i dal§i vztah, ktery

ovSem neni mozno nazyvat zakonem zachovani mechanické energie.
EkO0+Ep0+(W)=Ek1+Epl1

Vyslednd mechanicka energie je rovna souctu piivodni mechanické energie a dodané prace.

K feSeni dynamickych tloh vede tedy vice cest. Je mozno je feSit vektorovym piistupem
pomoci pohybové rovnice, D'Alambertova principu, hybnosti a impulsu sily, momentu
hybnosti a impulsu silového momentu nebo pomoci energii. VétSinou je néktery zpiisob
feSeni pro danou tlohu vhodnéjsi ve srovnani s ostatnimi, ale vybér zplisobu feSeni mize byt i
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veéci obliby. Je nutno pfipomenout, Ze kromé rovnic dynamiky je také nutnd znalost
kinematiky, statiky, geometrie atd. Existuji jesté dal$i zplisoby feSeni tloh napf. pomoci
Lagrangeovych rovnic, ¢i Hamiltonovych rovnic, ale v tomto materiali se s nimi setkavat
nebudeme.

1.4.4 Priklad reSeny pohybovou rovnici i energeticky

Hmotny bod je zavéSen na lanku zanedbatelné hmotnosti a pohybuje se po kruhové draze v
gravitaénim poli Zemé&. V pocatecni poloze lanko vodorovné. Ve vySetfované poloze svird se
svislym smérem uhel B. Pocatecni rychlost je nulova. Urcete rychlost bodu ve vySetfované
poloze. Hmotnost bodu je mB=0,1 kg; délka lanka r=35 cm; f=35°.

Reseni Na bod puisobi jeho tiha G a sila v lanku S. Zakreslime si bod v obecné poloze dané
uhlem ¢. Pohybovou rovnici rozepiSeme do tecného a normalového sméru.

Je-li tfeni zanedbatelné, pak nas bude zajimat jen rovnice v te¢ném smeéru. Pouzijeme-li
kinematické vztahy pro zrychleni a ziskdme diferencialni rovnici, kterou vyfeSime pro
konec¢nou tthlovou rychlost ok a vynasobenim délkou lanka ziskame rychlost bodu.

a=r-&
@-do
E=—"

d

v

=—

r

G-cos((o)zm-r-M

do
90°+ 3

IG-cos(w)-dszm-r-w-dw
0 0

V, = C()k v
(v=2,371 m/s)

1.4.5 Energeticky pristup

Nulovou hladinu potencidlni energie zvolime naptiklad v misté¢ zavésu. Jedna se o bod
v tthovém poli Zemé blizko povrchu a potencidlni energie zavisi na tize a vySce. Kineticka
energie je dana hmotnosti a rychlosti.
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Ep, + Ek, = Ep, + Ek,

Pocate¢ni potencidlni i1 kinetické energie jsou rovny nule.

O+0:—m-g-r-cos(ﬂ’)+%-m-vk2

Z daného vztahu Ize okamzit¢ urcit rychlost bodu vy ve vySetfované poloze. Vysledek musi
vyjit v obou ptipadech shodny. (v=2,371 m/s).

1.5 PRIKLADY K PROCVICENI

1.5.1 Priklad 1

Kabina vytahu vcetné nakladu ma hmotnost m=380 kg, jakou silou je namahéano lano, kdyz
kabina:

a) Stoji. (F=3727 N)

b) Pohybuje se vzhiliru konstantni rychlosti v=3,2m.s”. (F=3727 N).

¢) Pohybuje se vzhiiru s konstantnim zrychlenim a=3,2 m.s™. (F=4943 N).

d) Jede s timto zrychlenim dold. (F=2511 N).

Vysledky jsou uvedeny v zavorkach.

1.5.2 Priklad 2

Urcete hmotnost hmotného bodu, ktery se vlivem tc¢inku zrychlujici sily F=230 N rozjede za
as T=42 s na rychlost v=31 km.h™".

Vysledek mb=1122 kg.

1.5.3 Priklad 3

Néboj o hmotnosti m=28 g opustil hlavei pusky rychlosti v=720 m.s™". Hlavni se pohyboval
naboj po dobu t=0,00065 s. Urcete, jaky prumérny tlak ptsobil v hlavni, jestlize vnitini
prumér hlavné je d=8,3 mm. Urcete hybnost H naboje po opusténi hlavné.

Vysledky p=573,2 MPa; H=20,16 kg.m.s™.

1.5.4 Priklad 4

Urcete, jakou silou musi byt vytahovano lanem biemeno o hmotnosti m=100 kg po naklonéné
roving se sklonem a=20° smérem vzhiiru se zrychlenim a=2 m.s. Lano svird s naklon&nou
rovinou thel B=30°. (orientace nahoru). Koeficient tfeni mezi naklonénou rovinou a
bifemenem je =0, 1.

Vysledek F=685,1 N.
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1.5.5 Priklad 5

Jakou silou je zapotiebi vytahovat téleso po naklonéné roviné s koeficientem tfeni fl a thlem
sklonu naklonéné roviny o, aby na drdze s dosédhlo rovnomémné zrychlenym pohybem
rychlosti v. Poc¢ate¢ni rychlost je vy. Lano je vedeno ptes pevny kruhovy trdm s koeficientem
tteni f2. Sila ma smér svisle doli.

f2
V.7
m
1 o F=?
T

m=70 kg
vo=1m/s
v=10 km.h!
f1=0,15

2 =0,1
a=30’

$=6 m

Vysledek F=581,5 N.

1.5.6 Priklad 6

Odbrzdény automobil o hmotnosti m=1075 kg se rozjizdi ze svahu délce s= 63 m vlastni
tihou. Jaky je sklon svahu, jestlize rychlost automobilu po projeti svahu je v=>56 km.h™.
Urcete rychlost automobilu v poloving svahu (pasivni odpory zanedbejte).

Vysledky a=11,29° v(s/2)=11 m.s".
1.5.7 Piiklad 7

Balén o hmotnosti m=540 kg klesa svisle dola se stalym zrychlenim a=1,6 m.s>.

Urcete:
1) Jaka vztlakova sila piisobi na balon.
2) Jakou hmotnost mZ musi mit zavazi, které je tfeba vyhodit z koSe balonu, aby se zacal
pohybovat svisle vzhiiru se stilym zrychlenim a2=0,82 m.s (vztlakov sila je stejna).
3) Za jak dlouho zacne balon stoupat, je-li ptivodni rychlost v okamziku odhozeni
v=10 m.s” smérem doliL.

22=0,82 m.s™
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m=540 kg
a=1,6 m.s™
v=10 m.s™

Vysledky:
F=4432 N
mZ=123,0 kg
t=12,20 s.

1.5.8 Priklad 8

Ze zemé vyléta raketa po opu§téni atmosféry po&atecni rychlosti vO= 5 km.s™ pak vypne
motory. Urcete, jaké maximalni vysky H dosahne. Na raketu piisobi ptitazlivost Zemé. Pozor
tihové zrychleni neni konstantni a je nutno vyuzit Newtonova gravitacniho zakona.

Newtoniv gravitaéni zakon
M. -m
F,=——Xk
(RZ Ty )

Mz je Hmotnost Zemé¢; mr je hmotnost rakety; R,=6380 km je polomér Zemé¢; x je
Newtonova gravitacni konstanta a y je proménliva vzdalenost rakety od Zemé. Pro urceni
hodnoty soucinu Mz.k vyuzijte znalosti zrychleni u povrchu Zemé (pro y=0 je a=g).

Vysledek (Hmax=1593 km).

1.5.9 Priklad 9

Na misku pruzinovych vah o hmotnosti mM=100 g s pruzinou o tuhosti k=15000 N.m™'
dopadne zavazi o hmotnosti mZ=50 g. Po narazu zavazi zlistane na misce (naraz je dokonale
nepruzny). UrCete, o jakou vzdalenost poklesne pruzina.

(Zde je nutno zacit zdkonem zachovani hybnosti).

Vysledek: Pruzina poklesne maximalné o vzdalenost x=1,502 mm.
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1.5.10 Priklad 10

Automobil jedouci po vodorovné silnici o hmotnosti m=1280 kg zvysil svou rychlost z
v0=7,3 m.s™ na v1=63 km.h™' za &as t= 3 s. Jakou zrychlujici silu F musel vyvinout motor a
jakou drahu auto béhem zrychlovani urazilo.

Vysledky F=4352 N, s=37,2 m

1.5.11 Priklad 11

Mal4 ebenova koule o objemu V=2 litry dopadla na hladinu mofe rychlosti v0=50 m.s".
Odporova sila vody je imérna rychlosti podle vztahu F=k.v, k= 4.kg.s™.

Nakreslete sily piisobici na kouli pod hladinou vody.

Uréete: Jakou rychlost bude mit koule, kdyz se nachazet v hloubce h=20 m.

Uréete: Cas, za ktery se koule ponoii do hloubky h=20 m.

Pozn. hustota ebenu a vody je stejna p=1000 kg.m™ a tedy vztlakova sila je rovna tize.

(bez vysledku)
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Kinematika a Dynamika téles

1 KINEMATIKA A DYNAMIKA TELES

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—
. . Rovinné pohyby.

Kinematika posuvného pohybu.

Dynamika posuvného pohybu.

[ MOTIVACE:

g Pohyb téles je pomé&rné slozity, ale existuji piipady, kdy se t&lesa pohybuji
uritymi specialnimi typy pohybu. Popsat dynamiku jednotlivych typa

vvvvvv

vvvvvv

jednodussich typt.

CiL:
Rozd¢leni pohybi.

Kinematika a dynamika posuvného pohybu
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Kinematika a Dynamika téles

1.1 KINEMATIKA A DYNAMIKA TELES

V prvni fazi jsme se seznamili s popisem dynamiky bodu, v dalSich castech se budeme
zabyvat télesy, a soustavami téles. Vztahy, které popisuji dynamiku téles, vychazi ze znalosti
dynamiky bodu. Nov¢ veliCiny vétSinou souvisi s tim, jak je rozlozena hmotnost télesa.

Co je pro nas téleso.

Kazda téleso se sklada z nekone¢ného mnozstvi bodu a vétsina vztahli bude odvozena pomoci
integralniho poctu, zejména pomoci dvojnych a trojnych integrald. Pokud ovSem je Vasim
cilem jen znalost vyslednych vztahii neni jejich znalost nutna.

Pro zjednoduseni popisu lze pohyby téles rozdé€lit a zabyvat se kazdym typem pohybu zvlast.
Vzdy bude nejprve vysvétlena kinematika a pak dynamika daného typu pohybu.

I )) Audio 1.1 DalSi zjednodusujici predpoklady

Rovinné pohyby:

Posuvny (translacni) pohyb, ktery mlize mit az dva stupné volnosti.
Rotacni pohyb, ktery ma jeden stupeni volnosti.
Obecny rovinny, ktery miize mit az tfi stupné volnosti.
Prostorové pohyby:
Posuvny (translacni) pohyb, ktery mlize mit az tfi stupné volnosti.
Sféricky pohyb, ktery muze mit az tfi stupné volnosti.
Sroubovy pohyb, ktery miize mit az dva stupné volnosti.
Obecny prostorovy pohyb, ktery miize mit az Sest stupiiti volnosti.
1.2 ROVINNE POHYBY

Rovinné pohyby télesa neznamenaji, Ze téleso nemiize mit objem, ale jen to, ze trajektorie
vSech bodu trvale ziistavaji v navziajem rovnobéZnych rovinach. Napiiklad obecny
rovinny pohyb vykonava valec, ktery se vali po roviné. Rovinné pohyby vykondvaji také
naptiklad vSechny c¢leny klasického klikového mechanismu (pist kona posuvny pohyb, klika
kona rotac¢ni pohyb a ojnice obecny rovinny pohyb).

| )) Audio 1.2 Rovinné pohyby.
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1.2.1 Kinematika rovinného posuvného pohybu

Definice: Je takovy rovinny pohyb, kde dvé rizné ruznobézné primky trvale zachovavaji
sviij smér. Tento pohyb ma az dva stupné€ volnosti.

I )) Audio 1.3 Kinematika rovinného posuvného pohybu.

Diisledky: Jestlize dvé rizné piimky trvale zachovavaji svlij smér, pak jej zachovavaji
vSechny pfimky télesa. Trajektorie vSech bodl jsou shodné vzajemné posunuté kiivky
a rychlosti a zrychleni vSech bodu jsou v jednom okamziku stejné.

| )) Audio 1.4 Dusledky kinematiky rovinného posuvného pohybu.

Diikaz: Polohovy vektor bodu C lze vyjadfit jako soucet polohového vektoru bodu A a
polohového vektoru bodu C viici bodu A. Protoze vzdalenost (tuhé téleso) ani smér (definice)
bodu C viici A se neméni, jedna se o konstantu, o kterou jsou trajektorie posunuty. Rychlosti
a zrychleni ziskdme derivacemi podle Casu. Derivace konstanty je vzdy nulova, proto jsou
rychlosti a zrychleni bodu A a C stejné. To plati pro jakykoliv bod.
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>

y

FC=7A+7CA
FC=7A+7CA
vC=vA4A+0
vC =4
VC =vA4
aC=aA

Ptiklady posuvnych pohybt:

Posuvny pohyb neni jen pohyb po piimce, vykonavaji jej napiiklad také vozicky ruského

kola, ¢i paralerogram.
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Kinematika a Dynamika téles

1.2.2 Dynamika Posuvného pohybu
Hlavni uvahou zde je, ze vSechny body télesa maji ve stejném okamziku stejna zrychleni.
aC=ad=aX =a
dFX =dm-aX
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Pohybova rovnice

Vysledna sila Fv je souctem vSech sil na téleso ptisobicich.
Vysledna sila musi mit stejny moment jako slozky. Nésledujici Gpravu (kraceni) lze provést
jen je-li zrychleni stejné pro Véechny body té€lesa, rV je polohovy vektor piisobisté vysledné

Vv v

rVxF = ~"rx (dm-aXx)

I x(dm-ax) ax- I Iif (dm)
ry == =—" = =iT
(m-ax) (m-ax) m

FVszIijx(dm-EzX)

[7x(am-ax) a;n(.j;‘»;~(dm) [7-(dm)

”V:m — m :m :”T
g (max) "~ (m-ax) m

Vvoev

v v

Vvoev

do tii skalarnich slozek. Vysledna sila FV je souctem vsech sil na téleso pisobicich.

Zﬁ':m-ﬁ

2 M=
D'Alambertiv princip
Pti feSeni pomoci D'Alambertova principu se zavede setrvacna sila. Velikost smér a orientaci
D'Alambertovy (setrvacné) sily ur¢ime z rovnice:

D=-m-a
Jeji nositelka pak prochazi tézistém. Pak je mozno napsat rovnice pseudorovnovahy:
> F+D=0
Zde je soucet vSech momentl nulovy k libovolnému bodu.
XM (2F+5) 0

Obecné v prostoru pro osu x kolmou k roviné pohybu:
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dmX

>

> Fx=0 Y Mx=0
ZFy+Dy:O ZMJ’ZO
> Fz+Dz=0 > Mz=0

Kineticka energie posuvného pohybu.
(rychlost vSech bodi je u posuvného pohybu stejna)

a’Ek:%-dmi v

Ekzl-v2 -Idm
2 m

1

_.v

2

Tato energie se vypocte stejné€ jako u pohybu hmotného bodu.

Ek = 2-jdm
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

1 KINEMATIKA ROTACNIHO POHYBY VCETNE GEOMETRIE
HMOT

7~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-

. . Kinematika rotacniho pohybu.

Dynamika rota¢niho pohybu vcetné geometrie hmot.

Ptiklady k procviceni.

@ MOTIVACE:

=P  Rotacni pohyb vykonava mnoho téles i strojnich soucasti (ozubena kola,
hiidele,..). Je-1i naptiklad hiidel uloZzena "nakiivo" vznikaji pii rotaci rizné
pfidavné sily a silové momenty, které mohou sniZovat Zivotnost zafizeni.
Porozuméni déjim odehravajicich se pfi rotaci zvysi vSeobecné znalosti
konstruktéra.

CiL:

Kinematika a dynamika rota¢niho pohybu.

Geometrie hmot.
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Kinematika rota¢niho pohyby vcetné¢ geometrie hmot

1.1 KINEMATIKA ROTACNIHO POHYBU VCETNE GEOMETRIE
HMOT

Definice: Jedna primka télesa zistava trvale v klidu.

Tato pfimka se nazyva osa rotace. Tento pohyb ma jeden stupeni volnosti.

Audio 1.1 Kinematika rota¢niho pohybu.
%) re

Disledky: Trajektorie vSech bodl jsou kruznice. Kazdy rotacni pohyb je rovinny, protoze se
téleso nemuze pohybovat v axidlnim sméru.

Uhlova draha, uhlové rychlost a uhlové zrychleni jsou pro viechny body v daném okamziku
stejné. Jestlize se kazdy bod pohybuje po kruznici, pak je kinematika shodné s pohybem bodu
po kruznici, kde polomér R je dan nejmensi vzdalenosti vySetfovaného bodu od osy rotace.

1.1.1 Dynamika rota¢niho pohybu

(rovinny pripad).

V prvni ¢asti pro zjednoduseni predpokladejme, Ze veskery materidl télesa lezi v jediné roving
a nezajima nas tloustka. Pro odvozeni pouzijeme D'Alambertlv princip. Lze vyuzit toho, ze
uhlova rychlost i uhlové zrychleni jsou pro vSechny body télesa stejné a znalosti polohy

A%

Idmi-n J‘dmi-rl.
rT:mIdmi = m
dDn=—dm, -a, dDt =—dm, - a, dMD =—dm, -a, -1,
dDn=dm, o’ -r, dDt =—dm, -&-r, dMD =—dm, -¢-r,-r,
Dn:wz'jiﬁ'dmi Df:—g'_.-ri'dmi MD:_E'Jrzi'dmi J:J.rz,--dmi
Dn=c"rp-m Dt=—¢-r,-m MD=-¢-J
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

Nova veli¢ina J (n€kdy se znaci I) se nazyva o kvadraticky osovy moment setrvac¢nosti hmoty
a udava jak je hmota rozlozena vzhledem k ose rotace. Pro zadkladni télesa ji naleznete v
tabulkach. Pokud ji budete chtit vypocitat k posunutym rovnobéznym osam pak lze pouzit
Steinerovu vétu.

2
J.=J,+m-e

ZFn+Dn=0
> Ft+Dt=0
> M+MD=0

Vvoev

osovy moment setrvac¢nosti k ose rovnobézné s touto osou a e je vzdalenost os. Zavedeme-li
setrvacné sily (Dn, Dt do osy rotace a setrvatny moment MD), pak plati rovnice
pseudorovnovahy napiiklad ve sméru normdly teCny a momentova rovnice k jakémukoliv
bodu. Moment setrvacnosti J je pocitin moment k ose rotace. Pfi vypoctu je nutno dat pozor
na znaménka.

Rovnice pseudorovnovahy jsou obdobou rovnic rovnovahy ve statice pro rovinné ulohy.

Kineticka energie rotacniho pohybu:
dEk :l~dml_ v :l~dmi @1’
2 2

1

Ek:l-wzjdmi-rf
2 m

Ekzl-J-a)2
2

1.1.1.1 Dynamika rotaéniho pohybu-prostorovy piipad

Urcite jste se setkali s tim, ze kolo (auta, bicyklu,....) hdzelo. Pfic¢inou jsou prostorové sily a
momenty u rotaéniho pohybu. Rotacni pohyb je sice rovinny pohyb, ale sily, které¢ zptisobuje,
jsou obecné prostorové. Cili kromé piedchozich rovnic ptibudou jesté dalii tfi rovnice (dvé
momentové a silova ve sméru osy rotace).

Rovnice odvodime pomoci D'Alambertova principu na tyc¢i, které rotuje okolo osy x, ale je k
ose rotace postavena Sikmo. Na obrazku je ve tiech k sobé kolmych pohledech. Vybereme si
element hmoty dm;.

dDn=dm, @ - z* +y*
dDt=dm, -&-1z> +)°
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Kinematika rota¢éniho pohyby véetné geometrie hmot [

Zatneme setrvacnymi silovymi momenty k osam y a z (k ose rotace x je stejny jako v

Vvoev

otoéenim orientace v nakresu. Uhlova rychlost a zrychleni jsou pro celé téleso v jednom
okamziku konstanty a je mozno je vytknout pred integraly.

@ﬁ_ﬁ. Tk
I I Dl it mslondnilons ok pio

Tyt nug: cxni iy L sl
i e ke ve vieeh Bk
i:ll'l'l'l.."-.u.'h P i o cherenl
wnoty tn (Eul), v ke

. . i rakesdiomry eomenierd

I I xgﬁ#:bﬂiﬂlbﬂh
Foaytry ve v ioierh B2
dipi mubeni

irladani

R -

[T

Kosez
dMDz = dDn -sin(@) - x +dDt - cos(@) - x

sin(p) = ——2—
54y

zZ
cos(p) = - -
zZ°+y

Dosadime-li za goniometrické funkce a elementy sil dostaneme setrvacny moment k ose z
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

dMDz =dm, - @ -{z* + y’ -L-x+dmi enZT+ Y’ S
V2 +y° 22 +y°

dMDz=dm,-@" - y-x+dm. -&-z-x
MDZ=0)2-J‘y~x-dm_+-8-jz-x-dml.

Zavedeme-li substituce, kde Dxy oznacuje deviacni moment setrvacnosti hmoty k ose z.
(Podobné Dxz a Dyz)

ny=Dyx:J‘x-y-dm'
sz:sz:J.x-z-dmA

1

pak setrvacny moment k ose z ma velikost:
MDz = @"-Dxy+-&-Dxz

Podobné k ose y
dMDy = —dDn -cos(@) - x +dDt -sin(@) - x
dMDy = —@* -dm-z-x+&-dm-y-x
MDy:—a)2-Idm-z-x+g-.[dm-y-x
MDy =—@" - Dxz + & - Dxy

1.1.1.2  Setrvacné sily ve smérech os
Ve sméru osy X nepusobi zaddna setrvacnad sila. Dale muze pro sily pouzit bud tecny
anormalovy smér a vysledky jsou stejné jako u rovinného piipadu nebo urc¢ime slozky ve
smérech os y a z.

dDz = Dn, -cos(¢) — Dt, -sin(¢p)

z
cos(p) = - -
z"+ y
sin(@) = 2y -
z5 4y

dDn=dm. - -\]z* +y’
dDt=dm;-&-z" +y’
dDz = dm. - @’ -w/zi2 +yi" -cos(p) —dm, -& -w/zi2 +yi2 -sin(@)

dDz=dm, @ -z,—dm, ¢y,

Dz=m-@ -z, —dm-&-y,

Podobné pro osu y lze odvodit:

dDy =dm, - @ -1z, +yi’ -sin(@)+dm, -& -1z + " -cos(p)

Dy=m-@ -y, +m-&-z
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Geometrie hmot

U rota¢niho pohybu jsme se setkali s momenty setrvacnosti hmoty, které souvisi s
rozmisténim hmoty vici soufadnicovym osam. Pro vypocet téchto veli€in u tuhych téles je
vyhodné zavést tyto veli¢iny tak, aby nesouvisely s osou rotace, ale piimo s télesem. Z nich
pak lze transformaci vypocist jejich hodnoty k libovolné nato¢enym a posunutym osam, aniz
by bylo nutno je pocitat pokazdé znova. Pro obvykla télesa je pak mozno hodnoty momenti
setrvacnosti najit v tabulkéch ¢i vypocist pomoci programi.

Uvazujme kartézsky soutradnicovy systém (O, x, y, z) — spojeny s télesem. Pro jednoduchost z

Jx:Irsz -a’m:J.(y2 +zz)-dm
Jy:]ery2 -dm:]t(x2 +Zz)-dm

JZ=J‘7'T22 ~a’m:J‘(x2 +y2)~dm

Devia¢ni momenty setrvacnosti jsou definovany
ny:Dyx:jx-y-dm

sz:Dzy:jx~z-dm

m

Dyz:Dzy:jy-z-dm

Casto se viechny momenty vyjadiuji matici setrvaénosti I
Jx —Dxy —-Dxz
I=\-Dxy Jy —=Dyz

—-Dxz —-Dyz Jz

1.1.2 Transformaéni vztahy
K posunutym osam:

2%

minimalni), pak lze pro momenty setrvacnosti k posunutym osam x1, yl; zl odvodit
Steinerovu vétu v prostoru. Poc¢atek O mé v soufadném systému x1;yl; z1 soufadnice X;s; yis;
Z18S.
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Kinematika rota¢éniho pohyby véetné geometrie hmot [EIE

OZS{X-:F,}'I\.,ZIS]

2 2
Mis T2 —Xig Vs —XigZgs
I=1+m-| —x- X 42z —VeZ
=4, 15 “Vis 1S 18 Yis *Zis
2 2
X5 Zis TNsZis Xs T

Pro momenty setrvacnosti k pooto¢enym osam, Ize odvodit vztah:

V transformacni matici jsou oxi; Oy1; 0,1 0znaceny Uhly, které sviraji jednotlivé nové osy x1;

o 7 M T r
yl; z1 s plivodni osou x, podobné Byi; Byi; P21 S 0SOU Y @ Yxi; Yy1; Y21 S osou z. T* znamena
transponovanou matici T.

Napftiklad pro natocenou osu x1 lze z ptedchozi rovnice:

I =1, cosz(ozx1 )+ I, cosz(ﬂx1 )+ 1, cosz(yfxl )— 2D, cos(a,,)cos(a,) 2D, cos(a,,)cos(a,,) - 2D, cos(a,,) cos(r,,)
Pravdépodobné Vam ptedchéazejici vztah pfipomind Mohrovy kruznice znamé z pruznosti.
Matematicky se jedné opravdu o stejné rovnice a je mozno také vyuzit tenzorovy pocet.

To znamend, jsou-li znamy tyto momenty k néjakému soufadnému sytému spojenému s
télesem, pak je mozno vyuzit pfedchazejicich rovnic k ur€eni momentt k libovolnému jinému
kartézskému souradnému systému.

U télesa Ize soutadny systém vzdy natoCit tak, aby deviaéni momenty setrvacnosti byly
nulové. Témto osam se fik4 hlavni osy setrvacnosti. Je-1i pocatek souradného systému totozny
Obecné urceni téchto os vede na feSeni kubické rovnice, ale Casto lze vyuzit riznych symetrii
(koule, krychle,...) ¢i je Ize najit v tabulkéch.
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%) fw-

Pro télesa sloZzend z Casti, jejichz momenty setrvacnosti k jednotlivym osam zname je
vysledny moment setrvac¢nosti dan jejich souctem k témto osam. Naptiklad pro moment k ose
x Jx plati:

N
Jx = Z Jx,
i=1

Shrnuti setrva¢nych ucinka rotac¢niho pohybu (téleso se otaci okolo osy x kladné ¢ je

W W ew

uhlové zrychleni je ve sméru SipKky yr; zr jsou vzdalenosti tézisté od osy rotace; m).

2
Dy=m-@" -y, +m-¢-z,

Dz=m-@& -z, —dm-¢-y,
MDx =—¢-Jx
MDy =-®" - Dxz +&-Dxy
MDz =®" - Dxy+-¢-Dxz

Po pfidani téchto setrvacnych ucinkl k télesu musi platit rovnice pseudorovnovahy:

2 Fx=0 3" Mx+MDx=0
2 Fy+Dy=0 > My+MDy=0
> Fz+Dz=0 > Mz+MDz=0
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Kinematika rota¢niho pohyby vcetné¢ geometrie hmot

1.2 PRIKLADY K PROCVICENI
1.2.1 Priklad 1

Osobni vozidlo o hmotnosti mA=800 kg jede rychlosti v0=60 km.h™. V daném mist& zagne
brzdit a jeho rychlost zacne s konstantnim zpozdénim v Case linearné klesat, piicemz vozidlo
ma zastavit na draze L=48 m. Z diivodu poruchy hlavnich brzd vSak brzdi pouze ru¢ni brzdou
na zadnich kolech.

| DAk

<

Y Y

Urcete velikost potfebného zpozdéni, aby zastavilo na dané draze.

Urcete, zda nedojde k prokluzu zadnich kol, je- 1i koeficient tieni mezi koly a vozovkou
fo=0,65.

Dojde-li k prokluzu, urcete velikost dosazeného zpomaleni a vyslednou brzdnou drahu je- li
koeficient tfeni pti proklouznuti f=0,55.

Urcete téz velikost potfebného brzdiciho momentu na napravé zadnich kol Md, je-li jejich
pramér d=320 mm.

V teseni vyslovné uved'te, zda dojde k prokluzu.

napravou, ve vySce h=1 m nad trovni vozovky.

Vysledky:(potiebné zrychleni ( ap=2,894 m.s%; dojde k prokluzu je tedy nutno pogitat dale s f
a nikoliv fy; maximalné dosazitelné zrychleni je amome=1,912 m.s'z; minimalni draha, na které
je mozno zastavit je s=72,65 m; je-li po 48 m prekdzka, narazi do ni auto po intenzivnim
brzdéni rychlosti vin=34,95 km/h;

Velikost brzdiciho momentu na zadni napravé (obé kola dohromady) je M=244,7 N.m.
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Kinematika rota¢niho pohyby vcetné¢ geometrie hmot

1.2.2 Priklad 2

Pti dobyvani hradu se pouzivalo beranidlo, coz byla klada zavéSend pomoci lan ke konstrukci.
Klada se nejprve zvedla a pak byla roztlacovana proti dvetim. Urcete, kolik bylo zapotiebi
vojaki, aby byla klada o hmotnosti m=100 kg roztlatena na rychlost v=10ms” ve své
diky roztlatovani vojaky. Plvodni poloha je dana teCkovanou Carou a rozméry (h=1.6 m a
b=0,9 m). Délka lana h se neméni. Jeden vojak vyvine silu F=300 N ve vodorovném smeéru.
Sila F je souctem sil vSech vojaka. Predpokladejte, ze se ve vodorovném sméru jedna o
konstantni silu. Urcete také sily v lanech.

A\

o*
03
o*
.

seenglinnnnnnnaflanas tunns
ll’: “‘ “ i D
snsnnnflannnnsn "--l

mnapaty
F ey, Sy, L\ 7

Vysledky 10 vojakd, sila v lanech v dolni poloze S lana=3615 N).

1.2.3 Priklad 3

Vypoctéte hmotovy moment J setrvacnosti hiidele k ose otaCeni, jestlize je jeho pohybova
energie Wk=690 J a jeho otacky jsou n= 410 min”

Vysledek J=0,749 kg.m’.

1.2.4 Priklad 4

Na htideli o tenkém priméru je upevnén ocelovy kotou¢ o priméru D=2680 mm, Sitky
b=86 mm. jeho otacky jsou n=218 min™' jak velky brzdici moment Mb musi ptisobit na
kotou¢, aby se zastavil po Ctyfech otackach.

Vysledek Mb=-35220 N.m.

1.2.5 Priklad 5

Kotou¢, jehoz osa rotatni symetrie ma svisly smér ma hmotnost m=218 kg a pramér
D=1,7 m. Jeho otacky jsou n0=1850 min™', Jakych otafek n dosihne kotoug, jestlize na ngj
zacne pusobit staly moment M=850 N.m po dobu t=14 s?

Momentem plsobime:
a) Ve sméru otaceni (Vysledek n1=3293.0t.min™")
b) Proti sméru otaceni (Vysledek n2=407,0.ot.min™).

1.2.6 Priklad 6

Disk o hmotnosti mB a poloméru B je volné (bez pasivnich odporit) uloZzen v kloubu B a je v
klidu. Disk A o hmotnosti mA a poloméru rA je rovnéz volné€ ulozen v posuvném kloubu A
nad diskem B. Disk A je roztocen na pocatec¢ni uhlovou rychlost ®A0 a po té poloZen na disk
B (je k nému piitlacovan pouze vlastni tihou). Rotace disku A je tfenim mezi disky brzdéna,
zatimco disk B je urychlovan. Koeficient tieni mezi disky je f. Urcete uhlové zpozdéni €A
disku A a thlové zrychleni €éB disku B. Urcete, za jaky Cas t dojde k vyrovnani obvodovych
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

rychlosti obou disk a jakou uhlovou rychlosti wAk resp. Bk se v tom okamziku budou oba
disky otaget. Moment setrvacnosti disku je J=1/2.(m.r?).

QA

mA=2,6 kg
rA=7,5 cm
mB=4,5 kg
0A0=92 s
=0,05
rB=9 cm
®B0=0s"'

Vysledky:
£€A=13,08s"
£€B=6,296s
t=4,459 s
©Ak=33,69s"
©BKk=28,08s

v_obvodova=2,527 m.s™

1.2.7 Priklad 7

Homogenni téleso tvaru kvadru o hmotnosti m a rozmeérech a; b (tfeti rozmér nas nezajima) je
kloubov¢ uloZeno. Jeho del§i strana ma na pocatku svislou polohu, pravy dolni roh se
pohybuje pocatecni rychlosti v0. Na levy horni roh piisobi svisle konstantni sila F, uréete jeji
velikost potfebnou k tomu, aby se téleso zastavilo po pootoceni o 90 stupniil (obrazek).

tF
Ao F

=_|Eoov R HER

a=110 mm
b=190 mm
m=3.9 kg
v0=1,8 m.s™
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Kinematika rota¢niho pohyby vcetné¢ geometrie hmot

A%

Napovéda: Moment setrvacnosti kvadru k t&zi3ti je 1/12.m.(a*+b?).
Vysledek F=74,34 N.
1.2.8 Priklad 8

Ojnice klikového mechanismu méa hmotnost m, funk¢ni délka ojnice je b (vzdalenost stiedil
rt od stiedu A. Moment setrvacnosti ojnice bude zjistén experimentalné z doby kyvu. Ojnice
byla zavésena v bod€ Z na obvodu horniho loziskového télesa s primérem d. Byla zméfena
doba kyvu (perioda) T (pfi kyvani s velmi malym thlem vykyvu).

It a moment setrvacnost IB ke stfedu dolniho loziskového télesa B.

mO=65 kg
b=320 mm
rT=190 mm
d=85 mm
T=1,2's

Vysledky 1,=5,406 kg.m?; 11=1,892 kg.m* 15=2,991 kg.m*.
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

1.2.9 Priklad 9

Vahadlo je tvofeno homogenni ty¢i délky L o hmotnosti mT a bfemenem o hmotnosti mB,
jehoz hmota je koncentrovana v malém objemu na konci ty¢e. Vahadlo kona kyvavy pohyb
okolo svisl¢é stiedni polohy (v rozsahu velmi malého uhlu na obé¢ strany). Pohyb je vyvolan
rotaci excentru o excentricit¢ e a na vahadlo se pfendsi vzpérou. Vzdalenost pfipojeni vzpéry
od osy rotace je r. Délka vzpéry je mnohokrat vétsi, nez excentricita excentru (tzn., Ze vzpéru
lze s velmi malou chybou povazovat za neustile vodorovnou). Hmotnost vzpéry je
zanedbatelna. Excentr rotuje konstantnimi otaCkami ne.

&
<

Y

Urcete: Silové poméry dané setrvaénymi ucinky v zavislosti na thlu natoceni excentru ¢.
Urcete zavislost osové sily osové sily ve vzpéfe S na uhlu natoceni excentru a jeji maximalni
hodnotu Smax. Vodorovnou a svislou slozku Rx a Ry slozku reakce v kloubu ulozeni vahadla
vici ramu, jakoz i vyslednou reakci R. Urcete hnaci moment excentru MH a jeho maximalni
hodnotu MHmax.

hmotnost kladiva mB=5,8 kg;

hmotnost ty¢e mT=1,5 kg;

konstantni ota¢ky excentru ne=1200 min™
L=690 mm

e=8 mm
r=170 mm
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

. —

<) Tuirk

Dhrea puiten s ibos kg
Csfrd snrmen o anzerienald

a vpvizans pebyl vbull K

e e e F=Id

wrmiry, el=ru sz mohuh
weatr proiki m vaudo
irvlardani

R S

Imls

Nékteré vysledky:

Moment setrvacnosti k ose rotace J=2,999 kg.m?;
Maximalni Gihel vahadla ymax=2,696°;

Maximalni thlova rychlost vahadla @vmax=5,914.s™
Maximalni thlové zrychleni vahadla evmax=7 43,1.s'2;
Maximalni sila ve vzpéte Smax=1311 N,

Maximalni hnaci moment excentru Mhmax=52,45 N.m.
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

1.2.10 Priklad 10

Pfi urovani vrubové houzevnatosti se pouzivd Charpyho kladivo. Charpyho kladivo se
sklada z Tyce délky I=1 m o hmotnosti mT=4 kg a vlastniho kladiva o hmotnosti mK=10 kg.

cvwr

dané lem B=60°. Po pierazeni desticky vystoupi kladivo tak, Ze jeho poloha bude dana tthlem
8=20°. (nezanedbejte rotaci tyce).

I=1 m
mT=4 kg
mK=10 kg
B=60°
5=20°

Urdcete:

Vv v

2) Jakou rychlost mélo kladivo pred pierazenim vzorku. (Vysledek v1=3,222 m.s™).
3) Jaka préce byla spotiebovana na prerazeni vzorku. (Vysledek W=51,74 J).
4) Jakou rychlost mélo kladivo t&sn& po pierazeni vzorku. (Vysledek v2=1,119 m.s™)

Napovéda: Moment setrvacnosti kladiva v&etné tyde k ose rotace je J='/3.mT.*+mK.I*
(uvazujte rotacni pohyb kladiva).
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Kinematika rota¢niho pohyby véetné geometrie hmot

1.2.11 riklad 11

Otoc¢né dvete u vstupu do budovy se otaceji konstantni thlovou rychlosti tak, ze vykonaji
jednu celou otacku za ¢as T=25s. Primér dveii je d=4 m. Dvefe maji moment setrvacnosti
J=500 kg.m”. V pripadé ze do dveii ndkdo vejde pozd&ji, spusti brzdu, ktera ma zastavit
dvetfe tak, aby se bod na obvodu posunul maximalné¢ o délku I=10 em. Urcete jakym
konstantnim brzdnym momentem Mb=? musi byt dvefe brzdény.

T=25s,
d=4 m,
J=500 kg.m’
I=10 cm
Mb=?

Vysledek Mb=-315, N.m

Rady: PokousSejte se priklady fesit riznymi zplisoby a porovnejte obtiznosti.
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Kinematika obecného rovinného pohybu

1 KINEMATIKA OBECNEHO ROVINNEHO POHYBU

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_—
-

. . Kinematika obecného rovinného pohybu.

Polova konstrukece.
Zékladni rozklad.
Obecny rozklad.

@ MOTIVACE:

S~ Kola aut jedouciho rovné, klika klikového mechanismu a mnoho dalSich
téles vykonavaji obecny rovinny pohyb. Znat kinematiku obecného
rovinného pohybu znamena védeét, jak se hybe kazdy bod télesa. V této ¢asti
se jednd také o pfipravu pro kapitolu dynamika obecného rovinného
pohybu.

CiL:

Kinematika obecného rovinného pohybu. (feSeni pomoci pélové konstrukce,
feSeni pomoci rozklad pohybu).
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Kinematika obecného rovinného pohybu

1.1 KINEMATIKA OBECNEHO ROVINNEHO POHYBU

Obecny rovinny pohyb (O. R. P)-: Je rovinny pohyb, ktery neni ani posuvny ani rotac¢ni.
Tento pohyb m4 az tfi stupné volnosti.

Kinematiku O. R. P. Ize fesit n¢kolika zptisoby:
1) Poélovou konstruket, kterou lze fesit jen rychlosti.
2) Rozklady pohybu na jednodussi typy pohybt.
e Zéikladnim rozkladem, kdy obecny rovinny pohyb rozlozime na unasivy pohyb
posuvny a relativni rotaci.
e Obecnym rozkladem, kdy obecny rovinny pohyb rozlozime na unésivy pohyb
rotacni a relativni pohyb rota¢ni nebo 1 posuvny.
3) Analytickou metodou.

1.1.1 Pélova konstrukce

Hlavni myslenka je takova, ze z pélu pohybu = 1ze vidét rychlosti vSech bodii pod stejnym
zornym Uhlem &. P6l pohybu je takové misto, které ma v daném okamziku nulovou rychlost,
lezi v prise¢iku normal k trajektoriim bodl télesa a nemusi byt pifimo na télese.
Pti odvalovani télesa po podloZce bez prokluzovani je také bodem dotyku télesa s podlozkou.
Vypada to jako by se téleso v daném okamziku otacelo okolo okamzitého stfedu otaceni, ale
poloha tohoto stfedu se méni. Pro nalezeni po6lu pohybu musime znit bud’ normadly
k trajektoriim dvou rtznych bodl, nebo vime, ze se jednd o odvalovani a pak je to bod
vzajemného dotyku. P6l ma v daném okamziku vZzdy nulovou rychlost.

Audio 1.1 Pélova konstrukce.
%) re

Priklady pélovych konstrukei (jen rychlosti!!).
Vsimnéte si, Ze z bodu © (p6lu pohybu) jsou vidét rychlosti pod stejnym zornym thlem €.
Ojnice klikového mechanismu:

T

T
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Kinematika obecného rovinného pohybu

Jizdni kolo (s polem rychlosti):

B TT
VB

Ve

VA

Pro ur€eni rychlosti kteréhokoliv bodu sta¢i znat polohu polu pohybu, vzdalenosti mezi body
a polem a rychlost jednoho z bodt, ktery neni totozny s pdlem pohybu. Z poméru tangent 1ze
pak vyjadrit napiiklad poméry rychlosti pro body A, B, X a jejich vzdélenosti od p6lu na
normalach |rtA[; |[tB|; [#X]|. Tento pomér je roven uhlové rychlosti @ vici zakladnimu
prostoru. Smeér rychlosti je pak kolmy k normaldm a jejich orientace je pak déna relativnim
otaCenim okolo pdlu bud’ ve sméru ¢i proti sméru hodinovych rucicek.
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Kinematika obecného rovinného pohybu [

vA vB vX
= = |:tg(‘9):w

1.1.1.1 Postup ieSeni polovou konstrukci:
1) Urcime pol pohybu (lezi v priseciku normal k trajektoriim, u odvalovani se jedna o
bod dotyku).
2) Zname rychlost jednoho bodu télesa mimo po6l pohybu.
3) Ur¢ime vzdalenosti mezi bodem se znamou rychlosti a pélem a mezi vySetfovanym
bodem a polem.
4) Urc¢ime rychlost vysetfovaného bodu.

Rozklady pohybu.

Pti feSeni O. R. P. pomoci rozkladu se rozkladd obecny rovinny pohyb na dva jednodussi
rovinné pohyby: unasivy pohyb a relativni pohyb. V ptipad¢ zakladniho rozkladu je unasivy
pohyb posuvny a relativni pohyb rotacni a v ptipadé obecného rozkladu je unasSivy pohyb
rotacni. Pro urCeni zrychleni vySetfované¢ho bodu je nutno znat stied kiivosti jeho trajektorie,
coz v nékterych piipadech vyzaduje znalosti Euler-Savaryho véty a znalosti kinematické
geometrie, ktera v tomto materidlu nebude probrana. Pokud jsou trajektorie a stied jeji
ktivosti vySetfovaného bodu znamy pak je feseni pomoci rozkladu pohybu jednodussi.

1.1.2 Zakladni rozklad

UnasSivym pohybem je pohyb posuvny referencniho bodu a relativni rotace okolo
referenéniho bodu. Vyuziva se toho, Ze u posuvného pohybu maji vSechny body ve stejném
okamziku stejné rychlosti 1 zrychleni.

Audio 1.2 Dalsi zjednoduSujici predpoklady
%) re

O. R. P. = unasivy pohyb posuvny +relativni rotace

Vysledna rychlost vySetfovaného bodu vy je vektorovym souftem unaSivé rychlosti
referenniho dobu vy, a relativni rychlost vySetfovaného bodu vii¢i referenénimu bodu vy.

Vvy's = vun + vrel
Podobny vztah plati 1 pro zrychleni. Vysledné zrychleni vySetfovaného bodu a.s je
vektorovym souctem unasivého zrychleni referenéniho dobu a,,, a relativniho zrychleni
vysSetfovaného bodu vici referencnimu bodu a... Obvykle u zrychleni zname tecné a
normalové slozky zrychleni a; a, to znamend, Ze se ve vztahu objevi az Sest slozek zrychleni.
Kazda ze slozek je dana nejen velikosti, ale i smérem.

+a

=a,, +a,, +da

relt relt
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Kinematika obecného rovinného pohybu

Nejlépe je rozklad mozno pochopit na ptikladu. V temto prikladu nas nemusi zajimat, Ze se
jedna o mechanismus, sledujeme-li jen pohyb ojnice, ktera se pohybuje obecnym rovinnym
pohybem. Pohyb bodu A je dan zadanym pohybem kliky.

Piiklad

Je dana uhlova rychlost kliky o (orientace proti sméru hodinovych rucicek), thlové zrychleni
kliky € orientace ve sméru hodinovych rucicek, polomér kliky r, délka ojnice 1, ithel natoceni
kliky @. Urcete rychlost a zrychleni pistu vB, aB v dané poloze kliky. V tomto piipadé se
ojnice pohybuje O. R. P. rychlost a zrychleni jejiho bodu A 1ze snadno vypocist a o bodu B
(pistu) vime, Ze jeho rychlost a zrychleni ma vodorovny smér.

, ] + e,
RL”- ] " 0
K3 . n m . e -
n = e = 0 7 Oim
g . 3 5 . . L W] -
. : [ " o L ®enst
Yens® “as
d
Py T
.‘ | s
DR =
vl g
'n*-" R
-
St limirk

K Cramrstie wivmdim el
fL it B P TR P

trvlaciani

h ETkiT

()

Urceni rychlosti (za referencni bod byl zvolen bod A-spojeni kliky a ojnice)

Rychlost bodu referen¢niho A ojnice:

Klika vykonava rotacni pohyb a bod A se pohybuje po kruznici o poloméru r thlovou
rychlosti o.
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Kinematika obecného rovinného pohybu [

Velikost rychlosti VA.
vA=wm.r smér rychlosti vA je dan thlem natoceni kliky ¢.

VA
¢

Relativni rychlost vBA je rychlost bodu B vii¢i bodu A. Tato rychlost je kolma k ojnici a jeji
velikost zatim nezname. Uhel v lze vypo&ist napf. ze vztahu r.sin (¢)=l.sin(y).

]

=
-

Vysledna rychlost je rychlost bodu B. Tato rychlost ma v nasem piipadé smér vodorovny a
jeji velikost zatim nezname.

smérvB

+

Musi platit rovnice:

vvys = vun + Vrel

Tuto rovnici lze vyjadfit obrazkem, kde doplnime Sipky tak, aby odpovidaly rovnici.

VA
smérvAB
Y
>
" smbrB
VA
vAB
|}
>
B
Ve slozkach:
vB =vA+VBA
vodorovné:
[vB| =[v4|-sin(¢)+ |[BA|-sin(y )
svisle:

0= —|17A| -cos(¢)+ |§BA| -cos(y)

Jedna se o dvé linearni rovnice o dvou nezndmych. V téchto rovnicich jsou neznadmé velikosti
rychlosti vB a vAB, které snadno vypocteme. Vyjde-li rychlost zaporné pak ma opacnou
orientaci neZ na obrazku.
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Kinematika obecného rovinného pohybu JENEE

1.1.2.1 Zrychleni

Zrychleni bodu A kliky:
Klika vykonava rota¢ni pohyb a pro bod A miizeme urcit dvé slozky zrychleni (tecnou aAt a

normalovou aAn).
V at
Al ¢

Zrychleni referen¢niho bodu A

Velikost tecného zrychleni aAt=e.r

Velikost normalového zrychleni aAn=w”.r

Sméry slozek zrychleni bodu A jsou vidét na obrazku.

Relativni zrychleni bodu B viici bodu A:

vBA*

aBAn =

Velikost normalové slozky relativniho zrychleni.

U tecné slozky relativniho zrychleni zndme jen smér.

Zrychleni bodu B:
Normélova slozka je nulova, protoze bod B se pohybuje po ptimce (nekonecny polomér).
aBn=0
B
aBAn="==0
o0

Tecna slozka zrychleni bodu B ma v naSem piipadé¢ smér vodorovny a jeji velikost zatim
nezname.

Rovnici:
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Kinematika obecného rovinného pohybu

1ze vyjadiit obrazkem:

aAn , B
/o

aAt

Ve slozkach:
‘— ZzB‘ = ‘ZzAt‘ -sin(¢)+ ‘ﬁBAz“ sin(y ) - ‘EiBAn‘ -cos(y)— ‘ZzAn‘ -cos(g)
0= —|5At| -cos(¢)+ |5BAt| -cos(y )+ |EzBAn| sin(y )- |5An| -sin(g)

Z téchto rovnic opét vypocteme velikosti neznamych slozek aBAt a predevsim aBt, které je
v nasem piipad¢ rovno celkovému zrychleni aB.

1.1.3 Obecny rozklad

Obecny rozklad se od zakladniho 1i8i tim, ze unasivy pohyb je rotacni. V disledku toho se ve
vypoctu objevi tzv. Coriolisovo zrychleni. Toto zrychleni si mizete predstavit naptiklad tak,
ze po otacejici se (konstantni otacky) staré¢ gramofonové desce leze brouk konstantni rychlosti
vuci desce. Jeho celkova rychlost se zvySuje s tim, jak se blizi okraji desky. Pokud jeho
rychlost roste, pak diky néjakému zrychleni.

Po odvozeni bychom dostali slozku zrychleni, které se nazyva Coriolisovo a je jej mozno
vypocist obecné jako:
ac = 2.a)u erel

kde:

®, - je unasiva uhlova rychlost
vre - je relativni rychlost
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Kinematika obecného rovinného pohybu

Jednd se o vektorovy soucin dvou vektorovych veli¢in, jehoz vysledek je vzdy kolmy k
obéma vektorim a pravotoCivy. Pfi rovinnych pohybech je vektor tthlové rychlosti kolmy k
relativnimu pohybu pak je mozno pouzit pro urceni orientace nasledujici obrazky.

w ()
V_rel @ V_fel
-« 9x y— C o
fj
v_rel

Odvozeni lze najit v ucebnicich napft. [2] Kinematika Brat V, Rosenberg J. Ja¢ V. V prostoru
je tieba vice brat do uvahy unasivou thlovou rychlost a relativni rychlost jakozto vektory.

Obecny rozklad pohybu rozklada obecny rovinny pohyb na unasivy pohyb rotacni a relativni
pohyb (rotacni nebo posuvny).

Audio 1.3 DalSi zjednodusujici predpoklady
%) r=

O. R. P. = unésivy pohyb rotacni +relativni pohyb (rotace nebo posuv).

Vysledna rychlost vySetfovaného bodu vy je vektorovym souctem undSivé rychlosti
a relativni rychlosti.

vvys = Vun + vrel

Vysledné zrychleni vySetfovaného bodu a.y je vektorovym souctem unaSivého zrychleni
relativniho zrychleni a.y a Coriolisova zrychleni ac,;. Obvykle u zrychleni zndme tecné
anormalové slozky zrychleni a; a, to znamend, Ze se ve vztahu objevi az sedm slozek
zrychleni. Kazda ze slozek ma nejen velikost, ale 1 svlij smér.

avys = aun + arel + acor

ws, T Qs =y Ty + 0y, Ty, + 4,

reln relt

Nejlépe je to mozno pochopit na ptikladu (stejny jako u zakladniho rozkladu):

Priklad

Je dana uhlova rychlost kliky o (orientace proti sméru hodinovych rucicek), thlové zrychleni
kliky & (orientace ve sméru hodinovych rucicek), polomér kliky r, délka ojnice 1, thel
natoceni kliky ¢. Urcete rychlost a zrychleni pistu vB, aB v dané poloze kliky.
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Kinematika obecného rovinného pohybu

ReSeni:

K Tenri
& drmrasiie wfhrrrian mrosmike
fo it B PR LT ] B
{rvladani
BT
Il
e e
Musime uvazovat s rychlostmi a zrychlenimi pistu.
1.1.3.1 RYCHLOSTI maji tyto sloZky:
vB

< ] v vrel
=

3
77

1) UnéSiva rychlost pistu: Zde zname smér i orientaci i velikost v=z.®
z je vzdalenost mezi pistem a osou kliky.

2) Relativni rychlost pistu: Zde zndme smér (je kolmy na ojnici).

3) Vysledna rychlost pistu: Zde zname jeji smér (je vodorovny).

Pro numerické je nutna znalost zakladni trigonometrie.

1.1.3.2 ZRYCHLENI ma tyto slozky:

1) Unasivé normalové zrychleni pistu: Zde zname smér orientaci 1 velikost

2
Aun=Z.00".

2) UnaSivé te¢né zrychleni pistu Zde zname smér orientaci 1 velikost ay=z.€"
3) Relativni normalové rychleni pistu: Zde zname smér, orientaci i velikost amlm=vrel2

/1.

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463




Kinematika obecného rovinného pohybu

4) Relativni te¢né zrychleni pistu: Zde zname smér (je kolmy na ojnici).

5) Zrychleni Coriolisovo: Zde zndme smér (kolmo k vrel, orientaci podle ® a vrel)
velikost ag,=2.b.vrel.

6) Vysledné normalové zrychleni pistu: Zde je nulové (¢ili zndme smér velikost i1
orientaci).

7) Vysledné tecné zrychleni pistu: Zde zname smér (zde vodorovny).

are VYV aBt
arein
aBt ' aut
&0r
aut & aeh  an
avyst + avysn = aunt + aunn + areln + arelt + acor

Pro numerické feSeni je nutna znalost zdkladni trigonometrie. Lze urcit velikosti relativniho
te¢ného zrychleni a zrychleni pistu (je totozné s te€nym zrychlenim pistu).
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Analytickd metoda

1 ANALYTICKA METODA

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-
. . Analytické metoda.

Ptiklady k procviceni.
Dynamika obecného rovinného pohybu.

Priklady k procviceni.

@ MOTIVACE:

S~ Analytickd metoda pro feseni kinematiky je mozno pouzit nejen u obecného
rovinného pohybu. Obecné principy této metody plati pro jakékoliv téleso ¢i
mechanismu bez ohledu na pocet dimenzi prostoru.

Dynamika obecného rovinného pohybu je zna¢n€¢ usnadnénd znalosti
dynamiky posuvného arotatniho pohybu. Znate-li dynamiku obecného
rovinného pohybu, mizete spocitat naptiklad, za jak dlouho sjede valec z
kopce.

CiL:
Analytické feSeni kinematiky obecného rovinného pohybu.

Dynamika obecného rovinného pohybu (zdkladni rozklad).
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Analytickd metoda

1.1 ANALYTICKA METODA

Analytické feSeni obecného rovinného pohybu je zalozeno na geometrickych vztazich a na
definici rychlosti a zrychleni. Nejprve je nutno nalézt Glohu polohy a pak nalézt pomoci
Casovych derivaci hledané rychlosti a zrychleni. Pro sestaveni ulohy polohy jsou nutné
znalosti geometrie. Sestavit tlohu polohy je mozno vice zpusoby. Jednomu zpiisobu se fika
vektorova metoda, jinému trigonometricka. Pii ¢asovych derivacich je vzdy nutno si dobie
uvédomit, které z derivovanych veli¢in (délek a thll) se s Casem méni. Je také nutno brat
v uvahu, ze kladnd derivace je ve sméru narlstajici soufadnice at’ uz délkové ¢i uhlové.
Pomoci analytické metody lze fesit jakykoliv pohyb at’ uz v rovin€ nebo prostoru.

Audio 1.1 Analytickd metoda.
%) re

Postup lze vysvétlit na ptikladu:

Priklad

Ty¢ je opfena o roh zdi a sesouva se, jsou dany délka tyce 1, vzdalenost xA a rychlost
a rychlost a zrychleni bodu A. Urcete rychlost a zrychleni bodu B. J

vB=?
aB=?

a) Sestaveni ulohy polohy vektorovou metodou znamena, Ze vytvoiime fetézec vektort,
jehoz soucet je v naSem piikladu roven nule. Tuto rovnici rozepiSeme do slozek (v
rovin¢ do dvou).

0=xA4+ VA + ]
0=—xA+1-sin(g)
0=yB—1-cos(¢)

Z téchto obecné nelinedrnich rovnic vypocteme yB a thel ¢. V dal$im kroku je vyhodné
provést Casové derivace téchto rovnic. Je vZzdy nutno si uvédomit co v rovnicich se s asem
meni! Zde se méni vzdalenost xA jeji prvni derivaci podle ¢asu je pak rychlost bodu A vA a
druhou derivaci je zrychleni bodu A aA; vzdalenost yB jeji prvni derivaci podle ¢asu je pak
rychlost bodu B vB a druhou derivaci je zrychleni bodu B aB; uhel ¢ jeho prvni derivaci
podle Casu je pak uhlova rychlost o tyCe a druhou derivaci je thlové zrychleni tyce €. Délka
ty¢e se neméeni. Kladna znaménka jsou ve sméru nartistajicich soutadnic to je XA doprava; yB
vzhiru; ¢ ve sméru hodinovych rucicek.

Pro rychlosti a zrychleni pak plati:
XA =vA yvB =vB P=w
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Analytickd metoda

rychlosti
0=—vA+1-cos(¢)-@
0=vB+[-sin(¢) o

Toto jsou linearni rovnice a lze z nich vypocist vB a . Do nasledujicich rovnic je nutno
dosazovat i se znaménky.

Pro zrychleni:
0=—ad—1-sin(g) & +1-cos(¢) &
0=aB+1-cos(p)-® +1-sin(¢)-&

Toto jsou opét linearni rovnice a lze z nich vypocist aB a «.

Analytické feSeni 1ze pouzit pro témet jakykoliv pohyb a neni omezen jen na obecny rovinny
pohyb.

Dal$i moznosti je pouziti trigonometrické metody pro sestaveni ulohy polohy. Tato metoda
pouzivd ruzné trigonometrické vztahy (goniometrické funkce, pomeéry v trojuhelnicich,
Pythagorovu vétu, Euklidovy véty.....).

V naSem pfipad¢ je mozno s vyhodou pouzit Pythagorovu vétu.

A ah

Z 1lohy polohy lze urcit yB:
xA* +yB* =1’

U ulohy polohy je vyhodné&jsi davat pfednost mocnindm pied odmocninami, goniometrickym

vvvvvv

Po derivaci podle ¢asu lze urcit vB
2-xA-vA+2-yB-vB=0

Po dalsi derivaci podle ¢asu lze urcit aB. (Pted derivaci lze zkratit dvéma)

VA-vA+xA-aA+vB-vB+ yB-aB =0

Je-1i uloha polohy sestavena trigonometrickou metodou, mohou byt tlohy snadnéjsi, ale
neexistuje pravidlo pro jeji pouziti a je nutno vychazet ze zkuSenosti a odhadu kdy je

.....
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1.1.1 Priklady k procviceni
1.1.1.1 Priklad 1

Dopravni pés se rozjizdi rychlosti v, a se zrychlenim a, naznacenym smérem (spodni vétev
doprava, horni doleva). Po pasu se vali (bez prokluzu) valcovité téleso o poloméru r tak, ze
jeho stfed S se pohybuje konstantni rychlosti vg (absolutné viici nehybnému prostoru).

Urcete tthlovou rychlost @ a tthlové zrychleni a relativni rotace valce okolo stfedu S. Urcete
rychlost a zrychleni (absolutni) bodii A, B, C a D na obvodu valce. Jejich velikosti a sméry.

“prTp.
vp = 0.5 m/s
a, =20 m/s’
r=3cm
vs=1.2 m/s

1.1.1.2 Priklad 2

Vodorovna posuvka se pohybuje rychlosti v, se zrychlenim a, doleva. V bodé¢ A je k posuvce
kloubové¢ vazan tramec Sitky b, ktery se déale opira o kladku o poloméru r. Vyska stiedu
kladky nad osou posuvu bodu A je h.

Urcete thlovou rychlost @ a uhlové zrychleni a, s nimz se zvétSuje thel sklonu tramce od
posuvky ¢. Reste v poloze, kdy kloub A je ve vzdalenosti x od svislé osy kladky.

b
o, o
:
7 A
h /r ¢ )y < N f
A\ A J |+~
e
X 1 Vpr@p
b=8.5cm
r=238.5 cm
h=8.5cm
vp=3.5 m/s
a,=6 m/s’
X =44.5 cm
NG MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Analytickd metoda

1.1.1.3 Priklad 3

T¢leso tvaru rovnostranného trojuhelnika ABC o délce vSech stran b, je v poloze s podstavou
AB vodorovnou. Ve vrcholu A je trojuhelnik podepten svislou vzpérou délky r, vrchol B je
veden ptfimocare pod thlem P rychlosti vg se zrychlenim ag.

Urcete rychlost ve vrcholu C a rovnéz jeho zrychleni ac, jeho te€nou (ac¢) a normalovou (acy)
slozku. Urcete uhel o, ktery svira rychlost v, a tthel @, ktery svird zrychleni ac s vodorovnym
smérem.

b=3.4 cm
r=15cm
p=238°

v =2 m/s
aB =5 m/s’

Vysledky nejsou uvedeny, piiklady je mozno spocitat vice zplisoby vzajemné je srovnat. U
vypoctl pomoci rozklada je nutno urcovat stiedy kiivosti trajektorii, a navod pro jejich urceni
v tomto materialu neni.

1.2 DYNAMIKA OBECNEHO ROVINNEHO POHYBU

Dynamiku O. R. P. 1ze vyhodn¢ fesit pomoci zakladniho rozkladu, kde referenénim bodem je

vvvvvvvvvv

Vv v

zrychleni aT (slozky aTy; a Tz), a relativni osa rotace je osa x, kterd je kolma k rovindm
tvofenym trajektoriemi bodl a prochéazi t€zistém, pak plati:

Audio 1.2 Dynamika obecného rovinného pohybu.
*) e

ZF’zmuT
ZFy:m-aTy
ZFZ=m~aTZ

Pro relativni rotacni pohyb plati D'Alambertiiv princip (orientace os viz kapitola rotacni
pohyb x je osou rotace).
Dx=0
MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Dy=m-@ -y, +m-&-z
Dz=m-@ -z, —dm-&-y,
MDx =—-¢-Jx
MDy = —@* - Dxz+& - Dxy
MDz = " - Dxy +-& - Dxz

Pro rozklad k t€zisti plati ze yT=0; zT=0 a tedy silové setrvacné u¢inky Dx=Dy=Dz=0 v
dasledku rotace jsou nulové, pak plati.

> Fx=0 > Mx + MDy =0
ZFy:m-aTy ZMy+MDy:O
ZFsz-aTZ ZMZ+MDZ:0
Pokud fesime pouze vztah mezi silami a zrychlenimi pak nés zajimaji jen rovnice:
ZFy =m-aly
ZFZ =m-alz
ZMx =&-Jx

Kineticka energie O. R. P.
Pro kinetickou energii O. R. P. plati Konigova véta. Kinetickou energii té€lesa pohybujiciho se

Vv v

A%

pohybujicim se rychlosti vT a kinetické energie rotace okolo tézisté thlovou rychlosti .

1 1
Esz-m-vT2+§-JTX-a)2

1.2.1 Priklady Kk procviceni
1.2.1.1 Priklad 1

Civka (viz obrazek ve dvou pohledech) o hmotnosti m a momentu setrvacnosti Is ke stiedu
civky, na kter¢ je navinuto lano, lezi na vodorovné podlozce.

Urcete maximalni silu F takovou, aby se civka odvalovala (to je nenastal prokluz mezi civkou
a podlozkou). Urcete, jaké bude mit stfed valeCku v tomto ptipad¢ zrychleni. Koeficient tieni
mezi podlozkou a civkou je f.

Y \ od
\ ’ oD

TS LS TS S TS S S S

Is=12,5 kg m*
m=100 kg

f=0,2 d=400 mm
D=1000 mm

Vysledky:
Fmax=2942 N, aS=27,46 m.s”
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1.2.1.2 Priklad 2

Urcete silu F, ktera ptisobi pod thlem o takovou, aby se valec o poloméru Rv a hmotnosti mv
odvaloval po podloZce tak, aby jeho stfed mél zrychleni av. 2) Urcete minimalni koeficient
tteni, takovy, aby mezi valcem a rovinou nenastal prokluz (moment setrvacnosti valce k jeho

sttedu je (m.rz)/Z.

NI

o=70°

mv=5 kg
Rv=200 mm
av=1.m.s”

Vysledky:

F=34,6 N
fmin=0,056.
1.2.1.3 Priklad 3

Vilec o hmotnosti m a poloméru R se odvaluje po naklonéné roviné se sklonem danym
thlem B. Moment setrvadnosti ke stiedu tohoto valce 1ze vypoéist jako I=1/2.m.R%.

Urcete:
1) Jakym pohybem se pohybuje vélec.
2) Zakreslete také sily mezi valcem a rovinou
3) Jaké zrychleni bude mit jeho stied
4) Jaky cas uplyne, nez sjede z naklonéné roviny (pocatecni rychlost byla nulova)

m=100 kg
R=400 mm
h=1000 mm
B=20°

(bez vysledku)
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybi

1 KINEMATIKA A DYNAMIKA PROSTOROVYCH POHYBU

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—
—
. . Kinematika a dynamika prostorovych pohybt.

Kinematika a dynamika posuvného prostorového pohybu.
Kinematika a dynamika Sroubového pohybu.

Kinematika sférického pohybu.

@ MOTIVACE:

S~ Prostorovy posuvny pohyb se piili§ nelisi od rovinného posuvného pohybu.
Jeho uvedeni pak slouzi pro ptipravu k casti, kterd se zabyva obecnym
prostorovym pohybem.

Matice na Sroubu ¢i dvete pfi vyndavani z panti vykondvaji pohyb, kterému
se fika Sroubovy. V této kapitole se fesi jak kinematika, tak dynamika téchto
pohybti.

Se sférickym pohybem se 1ze setkat u Rubikova kostky, sférického kloubu
¢i naptiklad u nékterych pout'ovych atrakci. Prvni ¢ast kinematiky popisuje
vztah mezi nato¢enimi a thlovymi rychlostmi pomoci rovnic, které se
nazyvaji Eulerovy kinematické rovnice.

Tato kapitola také slouzi jako pfiprava pro kinematiku a dynamiku
obecného prostorového pohybu.

CiL:
Kinematika a dynamika prostorového posuvného a Sroubového pohybu.

Kinematika sférického pohybu. (Eulerovy kinematické rovnice)
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybi

1.1 KINEMATIKA A DYNAMIKA PROSTOROVYCH POHYBU

V této ¢asti nebudou odvozovany dynamické rovnice pro jednotlivé typy pohyb, ale vSechna
odvozeni lze provést ze znalosti dynamiky bodu, geometrie hmot a integralniho poctu.

Rozdéleni prostorovych pohybii:
a) Posuvny
b) Sroubovy
c) Sféricky
d) Obecny prostorovy

1.1.1 Kinematika a dynamika posuvného prostorového pohybu

Definice: Je takovy pohyb, kde dvé mimobézné nebo piimky trvale zachovavaji sviij smér.
Tento pohyb ma az tfi stupné volnosti. Podobné jako u rovinného posuvného pohybu lze
odvodit kinematiku a dynamiku posuvného prostorového pohybu.

Kinematika
1) Trajektorie vSech bodil jsou shodné vzajemné posunuté prostorove kiivky.
2) Vsechny body télesa maji ve stejném okamziku shodné rychlosti a zrychleni.

Audio 1.1 Prostorovy pohyb.
%) =

Dynamika
Pro dynamiku posuvného pohybu v prostoru se zrychlenim a (ax; ay; az) plati:

Zszm-ax

ZFy:m-ay
ZFZII’)’['CIZ

ZszO
ZMyzO

ZMZZO
7
/ >

vvvvvvvv

momenty pocitat k libovolnému bodu.

Kinetickd energie posuvného pohybu télesa o hmotnosti m a rychlosti v prostoru ma
hodnotu:

2

Ek=—-m-v

N | —
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybi

1.1.2 Kinematika a dynamika Sroubového pohybu

Definice: Vznika slozenim otaceni kolem osy o a posunutim ve sméru osy o. Soufadny systém
1ze natocit tak, aby osa rotace byla totozna se soufadnici x kartézského souradného systému.

I )) Audio 1.2 Sroubovy pohyb.

Tento pohyb mé az dva stupné volnosti.

b, @, &
rotace

"

posuv

i

Kinematika je dana slozenim obou pohybti posuvu ve sméru osy a rotace.
Rotace:

R Je vzdalenost bodu od osy

s=R.¢ Slozka drahy na obvodu

v0=R.0 Slozka rychlosti kolma k posuvu

a,=- R.@® Slozka zrychleni, ktera je kolma k ose o a touto osou prochazi
a—=R.ge Slozka zrychleni, ktera je kolma k ose o a ke sloZce zrychleni a,,.

Posuv ma slozky
X
Vp =X
ap=vp=X

Celkova velikost rychlosti

V=’ +v0’
2 2
v=aqlap’ +a, +a,

Celkové velikost zrychleni:

Dynamika
Pro dynamiku Sroubového pohybu s osou otaCeni totoZznou s osou x plati Kombinace
pohybovych rovnic a D'Alambertova principu. Plati pro pravotoc¢ivou soufadnou soustavu.

2
Dy=m-@" -y, +m-&-z;

Dz=m-@ -z, —dm-¢-y,
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybti [

MDy =—@” - Dxz + & - Dxy
MDz = @’ - Dxy +-& - Dxz

Z Fx=m-ax
Z Fy+Dy=0
Z Fz+Dz=0
ZMx =¢-Jx
> My+MDy =0
> Mz+MDz=0
Kineticka energie
Je dana souctem kinetické energie rotace a posuvu (pro osu pohybu totoznou s osou x).

Ek:l-m-vp2 +1-Jx-a)2
2 2
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybi

1.1.3 Kinematika sférického pohybu
Definice: Jeden bod télesa je neustale v klidu.

Tomuto bodu se tika stfed sférického pohybu. Pohyb mlize mit az tfi stupné volnosti.

Zakladem kinematiky je znalost uhlové rychlosti, kterou je mozno vzdy rozlozit do slozek a
to bud’ v soufadném systému zakladniho prostoru (x; y; z). Nebo v soufadném systému
spojenym s télesem (x1; yl; z1). Vztahy mezi thly popisujicimi polohu a slozkami thlové
rychlosti 1ze vyjadtit pomoci Eulerovych kinematickych rovnic.

Audio 1.3 Sféricky pohyb.
‘) e

Eulerovy kinematické rovnice

\
24))
(osa vlastni rotace) 7z (0sa precese)
L Ly
& il B
Ny y13
& n
| \7{/
4
o >
- ¥ri0
W
¥
Lo x13

(osa nutace)

v

£

%o | Tk
' Kl gfimdakiber poahpdom

Arrrroace 52 shish o @
aeder] vatimerim

{reladani
i
¥ T
ke
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybti [

Pro popis polohy rotace tuhého pouzivime EULEROVY uhly:
v uhel precese, 3 uhel nutace ¢ thel rotace.

Stied sférického pohybu je 0 spolecny pocatek soustavy SO (0; x; y; z) spojené se zédkladnim
prostorem a soustavy S1(0,x1;y1;z1), pevné spojené s rotujicim tuhym télesem. Z SO do S1
muzeme piejit slozenim tFi elementarnich otoceni v nasledujicim potadi:

1) Natoceni okolo osy z o tihel y. Osa z10 ziistane na misté a osy x10 a y10 se piesunou
do novych poloh x11, y11. Poloze x11 se tik4 uzlova pfimka. Uhlova rychlost diky
tomuto natoceni je derivaci thlu y a ma jen slozku ve sméru osy z.

v, =0
v, =0
V. =y

2) Natoceni okolo uzlové ptimky i o uhel 3, osy z10 a yl1 se premisti do novych poloh
y12 a z13. Slozky uhlové rychlosti souvisejici s timto nato¢enim jsou:

3. =9-cos(y)
9, =9-cos(y)
4 =0

3) Pii dalsim natoCeni okolo nové osy z13 o tthel ¢ osy x11 a y11 se pfemisti do novych
poloh x13 a y13. Slozky uhlové rychlosti souvisejici s timto natocenim jsou:

¢, =¢-sin(9)-sin(y)
¢, =—¢-sin(9)-cos(y)
9. = ¢-cos(9)
Vysledné slozky uhlové rychlosti jsou pak dany ptislusnymi soucty. Témto rovnicim se fika
Eulerovy kinematické rovnice.
wx = 4- cos(t//)+ Q- sin(S)- sin(y/)

wy = 9-sin(y ) @-sin(3)-cos(y)
wz =y + ¢ -cos(9)

Podobné¢ Ize ziskat i slozky tthlové rychlosti v novém soufadném systému (x1; y1; z1)
axl =y -sin(9)-sin(@) + ¢ - cos(¢p)
wyl =y -sin($)- cos(p) - $ - sin(p)
wzl = ¢ + 1y - cos(9)

Pro thlové zrychleni plati:

Il
S

I
S

I
&

g
&x
&y
&Z=wz

Podobny vztah Ize pouZit i pro soufadny systém spojeny s télesem.
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Kinematika a dynamika prostorovych pohybti I

Pro rychlost bodu A s polohovym vektorem rA (xA, yA, zA) pak plati vztah:
i k
V=oxFA=|lox @y wy
x4 yA zA

Pro zrychleni bodu A s polohovym vektorem rA (xA, yA, zA) pak plati
i j k i j ok

V=axFA+oxv=|ax ay oy|+|lox @y oy
x4 yA zA] |vx v vz

Podobné vztahy Ize pouzit i pro souradny systém spojeny s t€lesem.
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Dynamika sférického pohybu

1 DYNAMIKA SFERICKEHO POHYBU

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

. Dynamika sférického pohybu.
Kinematika a dynamika obecného prostorového pohybu-O. P. P.

\

@ MOTIVACE:

S~ Nejobecnéjsi pohyb jaky muze téleso konat je obecny prostorovy pohyb.
Vsechny ptedchozi typy pohybti jsou jen urcitymi zvlastnimi piipady, ale i
tak maji samostatné vyznamy. V této Casti uz vztahy nejsou odvozovany,
ale jen vypsany. Porad se jedna o vztahy mezi kinematickymi veli¢inami a
druhy Newtontv zakon doplnéné o geometrii hmot. Porozuméni obecnému
prostorovému pohybu znamend porozuméni veskeré Newtonovské
dynamice tuhych téles.

CiL:
Dynamika sférického pohybu.

Kinematika a dynamika obecného prostorového pohybu.
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Dynamika sférického pohybu

1.1 DYNAMIKA SFERICKEHO POHYBU

Podobné jako u rotacniho pohybu lze vybrat element hmoty a integraci odvodit pohybové
rovnice pro téleso pomoci integralniho poctu. Zde je uveden jen vysledek pro soutadny
systém, ktery je totozny s hlavnimi osami setrvacnosti. Vzdy vSak lze soufadny systém
posunout do stfedu sférického pohybu a natocit tak, aby jeho osy byly hlavnimi osami
setrvacnosti (pozor obecné ne hlavnimi centralnimi osami setrvacnosti).

Audio 1.1 Dynamika sférického pohybu.
%) re

> Mx =JxH - ex+(JzH — JyH )- oy - oz
ZMszyH-5y+(JxH—JzH)~a)x-a)z

> Mz =JzH - &z +(JyH — JxH )- wy - xx

Aby bylo mozno ptedchozi rovnice pouzit, je tfeba najit polohy téchto os. Po pfepocteni
pomoci Steinerovy véty k poc¢atku sférického pohybu je nutno jesté najit uhly, které osy (xH;
yH; ZH) sviraji s piivodnimi osami x, y, z.

Kineticka energie k okamzité ose otaceni o a Jo je moment setrvacnosti k této ose.

Ek:l-Jo-a)2
2

Lze j rozepsat do sméru hlavnich os

Ekz%-JxH-a)x2 +%-JyH-a)y2 +%-J2H-a)z2

Obecn¢é maticovou rovnici, kde I je matice setrvacnosti a @ vektor tthlové rychlosti vyjadieny
ve slozkéch k ptislusnym osam.

1
Ek=—0"I -®
2
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Dynamika sférického pohybu

1.1.1 Natoceni souradného systému tak aby jeho osy byly hlavnimi osami setrvacnosti

Matice setrvacnosti k hlavnim osam setrvacnosti (xH; yH; zH) je znacena IH a obecnd k osdm
(x; y; z) je 1. Oba souradné systémy maji spolecny pocatek.

JH 0 0
IH=| 0 JH 0
0 0 JzH

Jx —=Dxy —Dxz
I=\-Dxy Jy —-Dyz
—-Dxz —-Dyz Jz
Pro smérové kosiny thll, které sviraji osy x, y, z s obecnou osou o zavedeme substituce
u=cos(a); v=cos(PB); w=cos(y) pfi¢emz musi platit u*+v*+w’=1.
Odvozeni pak vede na soustavu linearnich rovnic, kterd nemé mit trividlni feSeni (u; v; w

nemohou byt v§echny soucasné rovny nule).
(Jx-A)u-D,-v-D, -w=0
=D, -u+(Jy—-4)-v-D,, -w=0
-D.-u-D, -v+(Jz=2)- w=0
Z podminky netrividlnosti feSeni musi byt nasledujici determinant roven nule.
Jx—A —-Dxy —Dxz
-Dxy Jy-A —-Dyz|=0
—Dxz —-Dyz Jz—-A
Vyjadfeni determinantu vede na kubickou rovnici pro A.
A+a-l+b-A+c=0

kde:
a=—(Jx+Jy+Jz)
b=Jx-Jy+Jy-Jz+Jx-Jz—(Dxy) —(Dxz) —(Dyz)
c= —[Jx Jy-Jz—Jx- (Dyz)2 -Jy- (sz)2 -Jz- (ny)2 -2 (ny)2 . (sz)2 . (Dyz)z]
Tato rovnice ma tfi kofeny Al, A2, A3. Tyto kotfeny mohou byt bud’ realné rtizné¢ pak
JxH#JyH#JzH a existuji tii na sebe kolmé hlavni osy setrvacnosti. Je-li jeden koten
dvojnasobny a tfeti se lisi A1=A2#A3 (JxH=JyH#JzH), pak jednu osu lze urcit jednoznacné
a vSechny, které jsou na ni a vzajemné na sebe kolmé jsou hlavnimi osami setrvacnosti), nebo
M=A2=A3 (JxH=JyH=JzH) pak jakékoliv tfi na sebe kolmé osy hlavnimi osami setrvacnosti.
Je tedy mozna existence vice systému hlavnich os setrvacnosti. Napiiklad u homogenni koule
je kazdy ortogondlni systém os (osy jsou vzdjemné na sebe kolmé) s pocatkem ve stiedu
koule syst¢émem hlavnich centralnich os setrvac¢nosti.
Polohu os ur¢ime pomoci smérovych kosinti ze dvou rovnic z diive uvedené soustavy rovnic,
kde za A dosadime postupné pfisluSné kotfeny kubické rovnice Al, A2, A3 (rovnice jsou
linearng zavislé) a pouzijeme vtah v’ +v>+w’=1.
(Sx=A)u-D, ,-v-D_ -w=0

=D, -u+(Jy-A)v-D_ -w=0
-D.-u-D,-v+(Jz—2)- w=0

Ziskame smérové kosiny ul, vl, wl (pro A= Al1); u2, v2, w2 (pro A=A2); u3, v3, w3 (pro
A=A3)
Pak transformac¢ni matice TH ma tvar:
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Dynamika sférického pohybu [

ul u2 u3
vl v2 v3|=TH
wl w w3

Pro ziskani momentl setrvacnosti k hlavnim osam je tfeba provést transformaci a matice IH
musi byt diagonalni.

IH=TH"-1-TH
Rekapitulace dynamiky sférického pohybu, v syst¢tmu tvofeném hlavnimi osami
setrvacnosti X, y, z (v predchozich odstavcich jsou oznaceny indexy H stejné jako osové
momenty setrvacnosti) s pocatkem ve stfedu sférického pohybu.
(Pro pravotocivou soutadnou soustavu o0s):

ZszJx-ax+(Jz—Jy)-a)y-a)z
ZMy=Jy-éy+(Jx—Jz)~a)x-a)z
ZMz:Jz-gz+(Jy—Jx)-a)y-a)x

ZFx:O

ZFy:O

ZFZ=0

(osa vlastni rotace) z (osa precese)

]
A>v

v

osa nutace.
v ( )

g
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Dynamika sférického pohybu

1.2 KINEMATIKA A DYNAMIKA OBECNEHO PROSTOROVEHO
POHYBU-O. P. P.

O. P. P. je nejobecnéjsSim pohybem télesa v E3. Za ptfedpokladu, ze pohyb neni omezen
vazbami, pro popis polohy v daném case potiebujeme Sest nezavislych soutadnic, nejcasteji
tf1 délkové a tii tthlové. (x=x(t); y=y(t) z=z(t); oa=a(t); B=P(t); y=y(t).). Pii feSeni kinematiky
1ze provést zakladni rozklad pohybu k referenénimu bodu O na unasivy pohyb posuvny bodu
O a relativni sféricky pohyb bodu L vic¢i bodu O. ktery je stiedem relativniho sférického
pohybu. Pro rychlosti a zrychleni libovolného bodu L plati obdobné vztahy jako u zakladniho
rozkladu obecného rovinného pohybu.

Audio 1.2 Obecny prostorovy pohyb.
%) re

A
Z
Yy
X
Vi L=v,, O+v, LO
7h L=a,, O+a, LO

Tyto vektorové rovnice lze rozlozit do slozek ve tiech na sebe kolmych smérech Obdobné
jako do dvou kolmych smérti u zakladniho rozkladu v piipadé obecného rovinného pohybu.
Existuji jesté dalSi moznosti feSeni kinematiky O. P. P. (analytické feSeni; nahrazeni
okamzitym Sroubovym pohybem-jen pro feSeni rychlosti;...) zde ovSem nejsou uvedeny.

1.2.1 Dynamika obecného prostorového pohybu

Pro teSeni dynamiky O. P. P. provedeme zakladni rozklad k referenénimu bodu O, ktery je
rovnobézné s osami X; y; z. (vZdy lze soufadny systém zékladniho prostoru natocit tak, aby
jeho osy byly v daném okamziku rovnobézné s hlavnimi centrdlnimi osami télesa, viz
ptedchozi kapitola).

ZMme:Jxmv.5x+(szv—Jymv)-a)y‘a)z ZFx:m-ax
ZMymv:Jymv'(C’y—}_(‘]xrov_‘jzrov)'a)x'a)z ZFyZn’I'ay
ZMZW =Jz, &+ (Jymv —Jxmv)- @y - wx ZFZ =m-az
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Dynamika sférického pohybu [N

Kineticka energie je podobn¢ jako u obecného rovinného pohybu souctem kinetické energie

vvvvvvvv

ose otaceni pfi relativnim sférickém pohybu je Jo. I je matice setrvacnosti.

Ek:l-m~vT2+l-Jo-a)2 =l-m-vT2+lﬁ)T-I-a3
2 2 2 2
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Mechanismy

1 MECHANISMY

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
;
. Mechanismy.

Zékladni pojmy.

Kinematika mechanismi s konstantnim pievodem.

[ MOTIVACE:

g Ve strojich 1 pfistroji se lze setkat s mechanismy nejriznéjsiho charakteru.
Pres velkou raznorodost maji spolecné principy to je, ze slouzi k
transformaci pohybu ¢i pfenosu sil. Pro zédkladni domluvu je nejprve nutno
sezndmit se ze zakladnimi pojmy.

Urcité¢ jste se setkali s jizdnim kolem, ¢i klasickou pfevodovkou
automobilu. Tyto mechanismy patii k mechanismim s konstantnim
pfevodem. Pokud Vés zajima, jakou vzdalenost na kole ujedete, jestlize
naptiklad 10krat Slapnete do pedall, je nutno vyieSit kinematiku tohoto
mechanismu s konstantnim pfevodem

CiL:
Mechanismy-zékladni pojmy.

Kinematika mechanismil s konstantnim pfevodem.
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Mechanismy

1.1 ZAKLADNI POJMY

Mechanismus: je soustava (alespont dvou) téles spojenych vazbami, kterd ma alespon jeden
stupeni volnosti. Mechanismy slouZi k transformaci pohybu.

Clen mechanism: je jedno téleso, které neméni svij tvar.
Réam: je ¢len mechanismu pevné spojeny se Zemi (zakladnim prostorem).
Kinematicka dvojice: je dvojice ¢lentl, spojenych vazbou.

Souradnice vazby: je soufadnice, urcujici vzdjemnou polohu ¢lenli dvojice vici sobé
navzajem.

Vstupni a vystupni €len: jsou ¢leny na zacatku a konci fetézce ¢lentt mechanismu.

Pocet stupiii volnosti: je pocet moznych nezavislych pohybt, které mechanismus mize
vykonavat.

Souradnice mechanismu: je jedna nebo vice nezavislych soufadnic (podle poctu stupiii
volnosti), urcujicich polohu mechanismu.

Kinematické schéma: je v maximalni mozné mife zjednoduseny nacrtek mechanismu, kde
pro vazby se pouzivaji znacky znamé ze statiky. (kloubova vazba; posuvny kloub;...).

Mechanismy rovinné: vSechny c¢leny konaji rovinné pohyby v navzajem rovnobéznych
rovinach.

Mechanismy prostorové: alespont jeden ¢len kona prostorovy pohyb nebo c¢leny konaji
rovinné pohyby v riznobéznych rovinach.

OkamZzita poloha mechanism: je jednoznacné¢ urcena tolika nezavislymi soufadnicemi, kolik
stupniit volnosti mechanismus ma.

Rozdéleni mechanismi podle charakteru pievodu: mechanismy s konstantnim pfevodem;
mechanismy s proménnym pievodem.

1.2 PRIKLADY MECHANISMU S PROMENNYM PREVODEM

Excentricky klikovy mechanismus

Foaal

R ras

Excentricky klikovy mechanismus
Rovinny mechanismus,
s jednim stupném volnosti,
s proménnym pievodem,
se ¢tyfmi Cleny (prvni ¢len je ram spojeny se zakladnim prostorem).
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CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Mechanismy

Ctyi'kloubovy mechanismus

Mechanismus se dvéma stupni volnosti
Rovinny mechanismus,
se dvéma stupni volnosti,
s proménnym pievodem,
s péti Cleny (prvni €len je rdm spojeny se zakladnim prostorem).

Prostorovy klikovy mechanismus

Prostorovy klikovy mechanismus
Prostorovy mechanismus,
s jednim stupném volnosti,
s proménnym pievodem,
se ¢tyfmi Cleny (prvni €len je ram spojeny se zakladnim prostorem).

Vackovy mechanismus

Rovinny mechanismus,

s jednim stupném volnosti,

s proménnym pievodem,

se tfemi Cleny (prvni €len je rdm spojeny se zé}kladnim prostorem.
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Mechanismy [

1.3 KINEMATIKA MECHANISMU S KONSTANTNIM PREVODEM

Kinematiku mechanismt Ize feSit nékterym z ptredchozich zptsobli (polovou konstrukci,
rozklady, analyticky;...). Jednim z hlavnich kol kinematiky mechanismu je nalezeni vztahu
mezi zobecnénou soufadnici (délkovou nebo uhlovou) vstupniho ¢lenu a vystupniho Clenu.
Ptikladem takové zavislosti je zavislost mezi délkou, o kterou se posune pist a thlem o ktery
se oto¢i klika klikového mechanismu. Této zavislosti se fikd zdvihova zavislost. Dale lze
nalézt zavislost mezi zobecnénou rychlosti (rychlosti ¢i uthlovou rychlosti) vstupniho a
vystupniho ¢lenu, které se fika pfevod ¢i obdobnou zavislosti mezi zobecnénymi zrychlenimi
(zrychleni nebo tthlové zrychleni) vstupniho a vystupniho ¢lenu.

Pro mechanismy s konstantnim pievodem jsou pomeéry mezi piedchozimi vstupnimi
a vystupnimi soufadnicemi, rychlostmi a zrychlenim nezavislé na soufadnici vstupniho ¢lenu
a tyto poméry jsou stejné.

Audio 1.1 Kinematika mechanismu.
‘ )) e

1.3.1 Nékteré priklady mechanismi s konstantnim prevodem

Soukoli s ¢elnimi koly

rovinny mechanismus,

s jednim stupném volnosti,

s konstantnim pfevodem,

se tfemi Cleny (prvni ¢len je rdm spojeny se zakladnim prostorem).

Kinematika:

Obe¢ kola maji stejné obvodové drahy s1=s2 tedy ¢.r=y.R (o, y jsou uhlové drahy).

Ob¢ kola maji stejné obvodové rychlosti vi=v2 tedy ol.r=02.R.

Obe¢ kola maji stejné te€nd zrychleni atd. tedy €1.r=€2.R.

Ptevod P je v tomto ptipadé¢ dan pomérem poloméra. (ob¢ kola se otaceji opacnym smérem
proto je zaporny).

tedy:
y=P-¢
w2 =P-wl
g2=P-¢l
p"
R

Soukoli s kuZelovymi koly

Prostorovy mechanismus,
s jednim stupném volnosti,
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Mechanismy

s konstantnim pfevodem,
se tremi Cleny (prvni ¢len je rdm spojeny se zdkladnim prostorem).

Kinematika: Obé kola maji stejné obvodové drahy (tloustku kol zanedbame)
sl=s2 tedy ¢.r=y.R; kde r=z. sin(y) a R=z.sin(d).

Ptevod:
P_—_r_ —z-sin(y) _ —sin(y)
R z-sin(9) sin(0)
Pro nejcastéjsi piipad kdy y+6=90° je pievod P =-tg(y)

Pro poméry mezi tthlovymi drahami, rychlostmi a zrychlenimi plati (orientace je vidét na
obrazku).

w=P-¢
w2 =P -wl
g2=P-¢l

Planetové soukoli

Rovinny mechanismus.

s jednim (nebo dvéma) stupni volnosti podle usporadani.

s konstantnim pfevodem.

s poctem clenil podle uspotradani (je-li ¢i neni nektery ¢len blokovan-v nékrese je blokovano
korunové kolo).

planetové soukoli

korunové kolo

LI

i satelit
9n 3-unasec

5o,
5‘0
N2 ; 3
: | U‘%
o 1

centralni
kolo

0 e,
Fe

G305

e

A

&

&

&

&K

K,
LA

L
g

2525

Kinematika: Zde zalezi, co je vstupnim a vystupnim c¢lenem. V tomto ptipad¢ je uveden
vztah mezi thlovou rychlosti centralniho kola s polomérem r a unaseCe pii zablokovaném
korunovém kole. Zde se centralni kolo a unasec¢ dotykaji a v misté¢ vzajemného dotyku maji
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stejnou rychlost. Satelit o poloméru R v tomto piipadé vykonava obecny rovinny pohyb. Bod
na satelitu, ktery se dotykd korunového kola, ma v daném okamziku nulovou rychlost a je
polem jeho pohybu. Stfed satelitu spojeny s unaseCem ma tedy polovic¢ni rychlost nez bod
vzajemného dotyku satelitu a centralniho kola. Odtud 1ze ur¢it pievod P.

OLT (14 R) 03
r
= 1
PR
r
P=
2-(r+R)
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Kladkostroj:

Kinematika: Zde volna kladka vykonava O. R. P a feSeni pomoci polové konstrukce je vidét
z obréazku. Je-li vystupni rychlost v2 pak pfevod P=2.

- va=2-v1
¢

V ptipad¢ slozeného prevodu je vysledny ptevod roven soucinu jednotlivych pievoda. Pro n
ptevodu plati. P=P1.P2.P3.P4.....Pn.

V tomto ptipad¢ maji kola, ktera jsou na stejné htideli stejnou uhlovou rychlost a kola, ktera
zabiraji spolu stejnou obvodovou rychlost. Pfevod nemusi byt vzdy bezrozmérnou velicinou,
ale miZe mit ijednotku m nebo m™. Gasto se pii prevodech zapomini uvést orientace
vysledné veliCiny. Nezapominejte, Ze jak u rychlosti, tak u zrychleni se jedna o veliiny
vektorové.

Priklad sloZeného prevodu:

R1

8ZRm
Jm

P RZ-Rm.R;l_ R2-Rm
R3 R1 R3

pak
a=P-¢

-kde a je zrychleni bfemene a € tthlové zrychleni motoru s kotou¢em o poloméru Rm.
Orientace je vidét z obrazku.
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Dynamika rovinnych mechanismu s konstantnim pfevodem

1 DYNAMIKA ROVINNYCH MECHANISMU S KONSTANTNIM
PREVODEM

STRUCNY OBSAH PREDNASKY:

\

. Dynamika mechanismu s konstantnim pievodem.
Ptiklady k procviceni.

@ MOTIVACE:

S~ U mechanismt s konstantnimi pfevody (pievodovky, kladkostroje, jizdni
kola...) se nemusime zajimat jen, jak se pohybuji, ale i pro¢ se pohybuji.
UrCovani vztahi mezi silami, momenty sil a pohybem je hlavim ukolem
této Casti.

CiL:

Dynamika mechanismt s konstantnim pievodem (metoda redukce, metoda
uvoliovani).
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Dynamika rovinnych mechanismi s konstantnim pfevodem

1.1 DYNAMIKA ROVINNYCH MECHANISMU S KONSTANTNIM
PREVODEM

V tomto materidlu budou uvedeny dvé metody pro feseni dynamiky mechanismi a to metoda
redukce a metoda uvoliiovani. Metoda uvoliiovéani je znama ze statiky. Nejprve je tieba ovéfit,
ze dana soustav je mechanismus (pocet stupiili volnosti musi byt alespon 1).

Metoda uvoliovani spoc¢iva v uvolnéni vSech téles z vazeb a nahrazenim vazeb pfisluSnymi
silovymi ucinky (silami ¢i momenty sil).

Pak pro jednotliva télesa (¢leny mechanismu) napiSeme pohybové rovnice podle typu pohybu,
ktery dany clen vykonéava. Soustavu rovnic podle potifeby doplnime o vztahy z kinematiky,
statiky, geometrie,... atd. Zbytek je otdzkou matematiky.

Audio 1.1 Dynamika rovinnych mechanismi.
%) =

Obecné se muze jednat o soustavu nelinedrnich diferencidlnich rovnic druhého tadu, kterad
nemusi mit exaktni feSeni, ale Ize ji fesit jen numericky.

Priklad
Urcete, s jakym zrychlenim se budou pohybovat télesa, jsou-li na poc¢atku v klidu.

V tomto piipad¢ uvolnime lano mezi t€lesem mj a kladkou, které pienasi silu Sy, a lano mezi
kladkou a té€lesem my prenaSejici silu Sp. Vnéjsi sily jsou obé€ tihy G1; G2 normalova reakce
podlozky N a tieci sila T.

Druhym krokem je sestaveni pohybovych rovnic jednotlivych téles - ¢lenit mechanismu. V
pohybovych rovnicich jsou kromé¢ vnéjsich sil 1 vnitini - vazbové sily (nebo momenty).

a
G
v
Pohybové rovnice pro jednotlivé ¢leny:
Teéleso m;y:
m;-a=_S,—-G, ~(sina+f-cosa)
Kladka:

I-e=8,-r=S§r
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Dynamika rovinnych mechanismu s konstantnim prevodem

Teéleso my:
m,-a=G,-=S,

Doplnime o kinematické zavislosti
a=g-r

a vztah pro smykové tieni (znamy ze statiky)
T=N-f

Resenim soustavy rovnic pak ziskame pak nejen zrychleni, ale i sily S1; S2; Na T.
g G,-G,-(sina+ f-cosa)

m1+m2 +T
r

Princip je stejny pro vSechny mechanismy jen pohybové rovnice, ¢i pseudostatické rovnice
pomoci D'Alambertova principu budou odpovidat ptislusnym pohyblim. Podobné lze feSit i
mechanismy s proménnym pievodem.

1.1.1 Dynamika rovinnych mechanismii s konstantnim prevodem s jednim stupném
volnosti (metoda redukce)

Metoda redukce spociva v prevedeni soustavy téles na jediné redukované téleso pohybujici se
posuvnym nebo rotaénim pohybem, jehoz setrva¢né vlastnosti (hmotnost m nebo moment
setrvacnosti J) odpovidaji setrvacnym vlastnostem pivodni soustavy a v pievedeni sil
a momentl sil na jedinou odpovidajici silu ¢i moment sily. Pro snadny vypocet obojiho lze
jednomu z ¢lentl prifadit ur€itou virtudlni rychlost a pak urcit rychlosti vSech ostatnich Clend.

Audio 1.2 Dynamika rovinnych mechanismi.
%) =

Urceni setrvaénych vlastnosti vychazi z ivahy, Ze ndhradni téleso ma stejnou kinetickou
energii jako ptvodni soustava. Cilem je urcit redukovanou hmotnost m;,q nebo redukovany
moment setrvacnosti J..g. V pfipadé, Ze mechanismus obsahuje L c¢lend vykondvajicich
posuvny pohyb; M ¢lenti vykonévajicich rotacni pohyb a N ¢lenti vykonavajicich obecny
rovinny pohyb pak 1ze kinetikou energii vypocist ze vztahu:

1 L M N
Ek :E-(Zm[ VST 0+ VT 1, ~a),f)]
i=1 Jj=1 k=1

Redukovanou hmotnost ¢i moment setrvacnosti pak 1ze vypocist z nasledujicich rovnic, vyeq €i
Ored Jsou rychlosti ¢lenu, na ktery redukujeme.
1

Ek=—-m_, -V
2 red

Ek = l.']red 'a)zred
2

Rychlosti jsou virtualni a v rovnicich vystupuji vzdy ve formé pomeéri, takZe na zvolené
rychlosti nezélezi, ¢asto se v predchozich rovnicich pouzivaji pievody.

Obdobné 1ze urcit redukovanou silu z principu virtualnich vykont sil a momentt, které by
konaly stejnou praci pii virtudlni pohybu mechanismu. Zde je nutno brat ohled na to jaky thel
svira sila se smérem virtudlniho pohybu.
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Dynamika rovinnych mechanismi s konstantnim ptevodem [y

0 P
Frep *Vyed :ZF} v +2Mm o
=1 m=1

Jakmile byly urceny hodnoty redukovanych veli€in (Jyeq, Mieg N€bO myeq; Freq) plati pohybova
rovnice pro redukovany €len. Zrychleni je pak totozné se zrychlenim piislusného ¢lenu, na
ktery redukujeme.

Frep =M, -a

MRED :Jred'g

Tato metoda mé& vyhodu, Ze se pocitd jen s jedinou rovnici (pro mechanismy s jednim
stupném volnosti). Nevyhodou je, ze nelze zjistit sily a momenty ve vnitinich vazbach. Ob¢
metody je mozno kombinovat.

1.1.1.1 Priklad

Urcete potiebnou silu F, aby bylo bfemeno o hmotnosti mT vytahovano se zrychlenim a.
stiedu je J1 a jeji hmotnost je m1. Polomér pevné kladky je R2 jeji moment setrvacnosti J2 a
jeji hmotnost v ptipad¢ zanedbani pasivnich odport nehraje roli.

*

*
*
v222-v1=2.vT

/

Reseni: Jedna se o kladkostroj s jednim stupném volnosti. Téleso vykonava posuvny pohyb
rychlosti v, pevné kladka rotacni pohyb tthlovou rychlosti ®2 a volna kladka obecny rovinny
pohyb (v1, o1).

V pripadé redukce na téleso plati:
a) Redukce setrva¢nych tc¢inki:

1 2 1 L 2 N 2 = 2 2
E-mmd-v =5 E m; v+ E J -0+ E (mk-ka +J, -0, )
i=1 =1 k=1

My -VT? =mT VT* +J2-02° +(ml V1> + J1- 01*)

Z kinematiky plati
vl=vT
vl T
ol=—=—
Rl RI
vl-2 vT-2
w2 = =
R2 R2
v2 =2vl
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Dynamika rovinnych mechanismu s konstantnim pfevodem

po dosazeni

2 2
m,, - vI*=mT v’ +J2- VT2 +| ml-vT? + J1- Ve
R2 R

2 Y 1Y
m,,=ml+J2:| — | +| ml+JI- —)
R2 R

b) Redukce pracovnich sil. Sily, které¢ konaji praci, jsou sila F, tiha biemene a tiha volné
kladky. Zadny moment v zadaném piikladu nevykovava praci. Pii redukci pracovnich sil
je nutno davat pozor na vzajemné orientace sil a rychlosti, 1ze vyuzit pravidlo o velikosti
skaldrniho soucinu dvou vektort. Vysledek je roven soucinu velikosti obou vektori a
kosinu uhlu, ktery sviraji. Maji-li vektory F a v nebo M a o stejny smér a opacnou
orientaci je uhel roven 180° a sta¢i pfidat jen znaménko minus.

o _ P
FRED"—;zzF;"_;I—}_ZMm.‘_;m
=1 m=1
Fopp VT =—mT-g v —ml-g-vl-+F -v2

Fopp VT =—mT -g v —ml-g-vT -+F -2-vT
ﬁRED:—mT-g—ngJrF-Z

Dosadime do pohybové rovnice pro redukovany ¢len Frpp=m4.a, kde a je zrychleni

biemene nebot’ na "néj" redukujeme.

2 2
-ml-g—-ml-g+F-2=\m+J2- 2 +| ml+J1- 1 ‘a
R2 R

Z této rovnice lze velmi snadno vypocist silu F.
Podobné pfti redukcei na Clen, ktery se pohybuje rotanim pohybem se stejnym zrychlenim
jako pevna kladka (redukce na pevnou kladku) bychom dostali.

2 2 2
S, =mT'- k2 +J2-+ ml- k2 +J1- 1
2 2 2
M., =—mT'g-%—ml-g-%+F-R2

Pohybova rovnice pak ma tvar Mrgp=Jreq -€. Je ovSem zadano zrychleni bfemena pak je
nutno doplnit rovnice o vztah z kinematiky.
2-a
&E=——
R2

Vsimnéte si, Zze ve vyslednych vztazich u mechanismii s konstantnimi prevody se zadné
rychlosti nevystupuji. Je také mozno si urCitou velikost rychlosti kteréhokoliv ¢lenu zvolit
(napf. v=1 m.s™") a rychlosti & uhlové rychlosti ostatnich &lentl vypoé&ist. Na velikosti zvolené
rychlosti nezéleZi, nebot’ se vzdy zkrati.
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Dynamika rovinnych mechanismi s konstantnim ptevodem KRy

1.2 PRIKLADY K PROCVICENI
1.2.1 Priklad 1

Motor s kotouc¢em o poloméru Rm vytahuje bfemeno pies pievod tvofeny koly o polomérech
R2 a R3 a kladku o poloméru R1 viz obrazek. Urcete, jaké otacky musi mit motor, aby se
téleso o hmotnosti mz pohybovalo smérem vzhiiru rychlosti v. (ostatnich udajii v obrazku si
nevsimejte)

R1

8ZRm
Jm

Rm=50 mm
R2=100 mm
R3=300 mm
R1=100 mm
v=2m.s”

(vysledek n= 1146.min™).

Dynamika (pfedchozi obrazek)

Motor o poloméru Rm a momentu setrvaénosti Jm=0,5 kg.m* vytahuje bfemeno pies prevod
tvoreny koly o polomérech R2 a R3 a celkovém momentu setrvagnosti J2+J3=3 kg.m’ a
kladku o poloméru R1 a momentu setrvaénosti J1=1 kg.m? viz obrazek. Uréete, jaky moment
musi vyvinout motor, aby se téleso o hmotnosti m=500 kg pohybovalo smérem vzhiru se
zrychlenim a=2.m.s™. Pasivni odpory jsou zanedbatelné. (Vysledek M=171,7 N.m).
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Dynamika rovinnych mechanismi s konstantnim ptevodem [ENE

1.2.2 Priklad 2

Motor se otaci konstantnimi otackami n, urcete jakou rychlosti (pouze rychlost) bude zvedano
bfemeno pies prevody, viz obrazek. Polomér motoru je Rm; poloméry jednotlivych kol jsou
R1, R2, R3, R4.

Rm=60 mm
R1=50 mm
R2=100 mm
R3=60 mm
R4=100 mm
n=0,833 s
(n=50 min™)

Vysledek rychlost bifemene vB=0,094 m.s".
1.2.3 Piiklad 3

Unase¢ planetového soukoli se otaci uhlovou rychlosti w21 a kolo 4 rychlosti w41. Jakou
rychlosti a v jakém smyslu se otaci kolo 5 (w51). Jako napovédu vyuzijte obrazku bokorysu s
vykreslenymi rychlostmi. (neuvazujte popis v41 v A a S). Reste také se zablokovanym
korunovym kolem 5 a urcete w41 (thlova rychlost centralniho kola), kterou povazujte v tomto
pripadé za neznamou, kdy? ®2l zistane stejnd. w41=8rad.s™; ®21=2rad.s™; r4=0,2 m;
r5=0,5 m.

Vysledky: Uhlova rychlost kola 5 je ®51=-6.s". (tzn. opaén& neZ kolo 4); pfi
zablokovaném korunovém kole a stejné ithlové rychlosti unasece

021=2.s", je w41= 7.5
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Dynamika rovinnych mechanismu s konstantnim pfevodem

1.2.4 Priklad 4

T¢leso o hmotnosti mB je zvedano pomoci kladkostroje. Zrychleni télesa je aB. Hmotnost
volné kladky o poloméru R1 je ml a jeji moment setrvacnosti ke stiredu je J1. Moment
setrvacnosti pevné kladky o poloméru R2 je J2. Moment setrvacnosti motoru véetné kola o
poloméru Rm, na které je navijeno lano, je Jm.

Ui

R2

\
12 \T/

R1
n /
ﬁm T " ml, J1

.
Jm
/\ q\ aB
mB

1/

Urcete potfebny hnaci moment na motoru, ktery vyvodi toto zrychleni.

aB=2 m.s™
mB=500 kg
m1=20 kg
J1=0,4 kg.m’
R1=100 mm
J2=0,8 kg.m’
R2=150 mm
Jm=0,4 kg.m’
R2=50 mm

Vysledek Mh=194,60 N.m.
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Dynamika rovinnych mechanismi s konstantnim pfevodem

1.2.5 Priklad 5

Urcete moment, ktery musi pasobit na motoru ke kterému je piipojen kotou¢ o poloméru Rm
(celkovy moment setrvacnosti kotouce a motoru je Jm) pii zvedani biemene se zrychlenim at,
pies dvé kladky o polomérech R1 a R2 s momenty setrvacnosti J1 a J2. Hmotnost télesa je
mt.

YL

R2 R1

S
mt :=50-kg
at = 1.5msec °
Jm 1:O.5~kg-m2
J1:=2ke-m’
R1 =100-mm
Rm = 60-mm
2= 1~kg~m2
R2 :=80-mm

Vysledek Mh=78,48 N.m.
1.2.6 Priklad 6

Urcete zrychleni, s jakym se bude pohybovat téleso o hmotnostech m2 v dané soustavé (obr).
Piisobi-li na téleso s hmotnosti m2 tihova sila. Moment setrvacnosti kladky o poloméru R1 je
J1. Koeficient tfeni mezi télesem o hmotnosti m1 a podlozkou je f.

R1 :=100-mm
ml :=10-kg
m2 = 20-kg

Bl 1:0.1-kg-m2
f1:=0.2

Vysledek a2=4,413 m.s™.
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1.2.7 Priklad 7

Po dvou kotoucich se posouva téleso o hmotnosti mt se zrychlenim at (kotouc o poloméru Rm
je spojen s motorem). Urcete, jaky moment musi ptisobit na motoru. Moment setrvacnosti
motoru vcetné pripojen¢ho kotouce o poloméru Rm je Jm, moment setrvacnosti druhého
kotouce o poloméru R1 je J1. Mezi kotouci a télesem nenastava prokluz. (Predstavte si je jako
ozubena kola a ozubenou ty¢). Napiste, jaké pohyby vykonavaji kotouce a téleso.

(=

. m
[ |
2T (e
s le
= b= A1

R1 :=200-mm
J1 = 4-kg-m
at:= 1.5-msec 2
Rm = 100-mm
Jm = 1~kg~m2
mt .= 100-kg

Vysledek Mh=45 N.m.
1.2.8 Priklad 8

Vilec o hmotnosti mva a poloméru r se vali bez prokluzu po naklonéné roving€, sklonéné od
vodorovného sméru o uhel B. Valec je ve svém stiedu spojen s lankem s bfemenem o
hmotnosti mbr, které se rovnéz smyka po naklonéné rovin€. Koeficient tfeni mezi bfemenem
a podlozkou je f.

Urcete spolecné zrychleni stiedu vélce a biemene a. Lanko je rovnobézné s naklonénou
rovinou. Moment setrvacnosti vélce je Iv=1/2.m.r, valivé tieni je zanedbatelné.

mva :=23-kg
r.=12-cm
mbr :=30-kg
=02

p =25-deg

Vysledek a=2,579 m.s™.
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Kinematika mechanismil s proménnym prevodem

1 KINEMATIKA MECHANISMU S PROMENNYM PREVODEM

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—
—
. . Kinematika mechanismil s proménnym ptevodem.

Odvozeni zdvihové zavislosti vektorovou metodou.

Ptiklady k procviceni.

MOTIVACE:

(4
= Q™>  Pist klikového mechanismu se piemisti o ur¢itou délku, jak se pohne klika?
Nelze fici, Ze potocenim kliky o thel 20 se pist posune o urcitou délku,
protoze tento pomér konstantni, ale zalezi na okamzité poloze. Podobné
problémy je mozno feSit riznymi zpusoby, v tomto materidlu je zvoleno
analytické feSeni.

CiL:

Kinematika mechanismil s proménnym prevodem.
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Kinematika mechanismi s proménnym pievodem

1.1 KINEMATIKA MECHANISMU S PROMENNYM PREVODEM

Pro teSeni kinematiky mechanismt s proménnym pievodem bude v tomto materialu uvedena
jen analyticka metoda. Reeni jinymi metodami pro rovinné mechanismy bylo probrano v
kapitole o obecném rovinném pohybu na piikladu feseni pohybu ojnice. Vyhoda analytického
feSeni je jeho univerzalni pouzitelnost i pro prostorové mechanismy s vice stupni volnosti.

V kinematice i dynamice téchto mechanismt hraji vyznamnou roli tfi pfevodové funkce, které
se nazyvaji zdvihova zavislost, pfevod a derivace pievodu.

Zdvihova zavislost je vztah mezi vstupni soufadnici qyswpni @ Vystupni soufadnici qyystupni
mechanismu (kazdd z nich mize byt thlova nebo délkovéa soufadnice). Jejimi Casovymi
derivacemi lze vytesit rychlosti a zrychleni jednotlivych ¢lent.

qu’stupnl' = f (qutupm')

Prevod P lze ziskat derivaci zdvihové zavislosti podle vstupni soufadnice a je to pomér
zobecnéné vystupni a vstupni rychlosti %4 (rychlosti mohou byt Ghlové nebo klasické), zde
jsou znaceny jako ¢asové derivace souradnic q.

df (qutupm' )
dq vstupni

pP=

qustupm' = P ’ QVstupnz'

Derivace prevodu derP je derivaci ptevodu podle vstupni souradnice.

Audio 1.1 Kinematika mechanismia s PP.
%) re

derP =

dP

qutupni

Pak vystupni zobecnéné zrychleni 1ze vypocist jako:

qW}stupm’ = del’P‘ q.vsz‘upm'2 +P- qutupm’

Odvozeni zdvihové zavislosti.

Odvodit zdvihovou zavislost je mozno podobné jako u analytického feSeni obecného
rovinného pohybu pomoci vektorové & trigonometrické metody. Cleny mechanismu
nahradime vektory, které tvoii uzaviené fetézce (v ptipad¢ roviny mnohouhelniky) a mizeme
sestavit ulohu polohy.

Audio 1.2 Zdvihova zavislost.
‘ )) |‘&J

Jednoduché mechanismy (do ¢tyt ¢lent) 1ze popsat jednim mnohouhelnikem. U slozenych
mechanismt je mnohothelnikl vice. Pro zjiStovani rychlosti, ¢i zrychleni jednotlivych Clena
neni vzdy nutno vyjadfit prevodové funkce explicitng. Staci i jejich ¢asové derivace.
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Kinematika mechanismil s proménnym prevodem

Priklad:
Excentricky klikovy mechanismus (kinematika):

Excentricky klikovy mechanismus

d

B |r B
h b /] N

Prakticka rada: Pii kresleni vektori mechanismu v obecné poloze se snazte o to, aby tuhly,
které se v prubéhu pohybu méni, nebyly rovny piesné 0°, 90°, 180°, 270° ¢asto se pak na to,
ze se meni a jejich derivace nejsou nulové zapomene, viz thel v predchozim obrazku.

1.1.1 Vektorova metoda

Sy
+
~|
+
QU
+
ol
+
>
Il
o

Ve slozkach:
b—r-cos(B)-d-cos(5)-c=0
r-sin(fB)—d -sin(5)+h =0

S ¢asem se zde méni thly B a & a vzdalenost b. Uhel B nartista ve sméru hodinovych ru¢icek,
uhel 6 proti sméru hodinovych ruci¢ek a soutadnice b nariistd vlevo, coz nam dava kladné
sméry 1 pro ¢asové derivace. Casové derivace thli jsou uhlové rychlosti a ¢asova derivace
soutadnice b je rychlost pistu vp. Druhé derivace podle Casu jsou pak thlova zrychleni a
zrychleni pistu ap.
b=vwp
b= vp =ap
,B = w4
ﬁ =w4=¢c4
5= w3
S=d3=¢3

Z téchto rovnic je mozno vyjadfit napiiklad vzdalenost b jako funkci uhlu B b=f(p).
Povazujeme-li soufadnici  za vstupni a b za vystupni pak se jedna o zdvihovou zavislost.
Derivaci zdvihové zavislosti podle B ziskame kinematicky pievod P a druhou derivaci
zdvihové zavislosti podle B pak derivaci pfevodu.

dr(B)

dap

derP = d—P
ap
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Kinematika mechanismi s proménnym pievodem [y

Rychlost a zrychleni vystupniho ¢lenu (pistu) 1ze vypocist jako:
vp =P-w4
P . )
vp :d—~ﬂ-a)4+P-a)4
dap
ap = derP-w4* + P- &4

Casto se pouzivaji pfimo Casové derivace ulohy polohy.

Pro rychlosti ve slozkach plati:
vp +r-sin(B)- w4 +d -sin(5)- 03 =0
r-cos(f)- w4 —d-cos(5) @3=0
Pro zrychleni ve slozkéach plati:
ap+r- (cos(ﬂ)- w4* +sin(p)- g4)+ d- (005(5)- w3’ +sin(5)- 83)2 0
r- (— sin(,[)’)~ w4’ +cos(B)- 6‘4)+ d- (sin(&)- w3* —cos(5)- 53) =0
Rovnice jsou pro nezndmé rychlosti a zrychleni soustavou linedrnich rovnic a pro jejich feseni

lze pouzit nékterou ze zndmych metod (dosazovaci, Gaussovu eliminaci, Cramerovo
pravidlo.....).

Ctyi'kloubovy mechanismus (kinematika)

Mechanismus se dvéma stupni volnosti

Rovinny mechanismus,

se dvéma stupni volnosti,

s proménnym pievodem,

s péti Cleny (prvni ¢len je rdm spojeny se zadkladnim prostorem).

Uloha polohy:
b+75+74+73+72=0
Ve slozkach
r5-cos(y )+ r4-cos(a)+r3-cos(B)+r2-cos(¢)+b=0
rS- sin(t//)+ r4- sin(a)+ r3- sin(ﬁ)— r2- sin(¢) =0
NG MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
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Kinematika mechanismil s proménnym prevodem

S ¢asem se méni jen vSechny thly, jejich prvni derivace podle Casu jsou uhlové rychlosti o a
druhé pak thlova zrychleni €. Kladné orientace 1ze vidét na obrazku.
v =m5
W =w5=¢&5
a = w4
ad=wd=¢c4
B=w3
B=d3=¢3
¢=w2
d=i2=¢2

Pro rychlosti po derivaci slozkovych rovnic podle ¢asu tedy plati:
—r5- sin(l//)- w5-r4- sin(a)- w4—r3- sin(ﬁ)- w3—-r2- sin(¢)- w2=0
r5-cos(y ) @5+ r4- cos(a)a)4 +73-cos(B) @3 —r2-cos(p) @2 =0

Podobné¢ pro zrychleni:
—-r5- (COS(l//)- w5 + sin(z//)-ES)— r4- (cos(a)~ w4” +sin(a)- 54)— r3- (cos(ﬁ’)- w3’ +sin(p)- 53)— r2- (cos(¢)~ w2? +sin(g)- 52) =0

rs- (— sin(y)- w5 + cos(y )- 55)+ rd- (— sin(a)- w4? + cos(a)- 54)+ r3- (— sin(8)- w3* + cos(f)- 53)— r2. (— sin(g)- @2* + cos(g)- 52) =0

Pti znalostech rychlosti a zrychleni dvou ze Ctyt €lenti 1ze zbyvajici rychlosti a zrychleni
snadno vypocist. Pro neznamé rychlosti a zrychleni se jedna o dvé linearni rovnice o dvou
neznamych.

MODERNIZACE VYUKOVYCH MATERIALU A DIDAKTICKYCH METOD
CZ.1.07/2.2.00/15.0463



Kinematika mechanismi s proménnym pievodem KIS

1.1.2 Priklad

Prostorovy klikovy mechanismus

prostorovy mechanismus,

s jednim stupném volnosti,

s proménnym pievodem,

se Ctyfmi Cleny (prvni ¢len je ram spojeny se zakladnim prostorem).

Prostorovy klikovy mechanismus

Stejny postup lze pouzit i pro mechanismy v prostoru jen tlohu polohy je vhodné rozlozit do
ti1 k sobé navzajem kolmych slozek. Je nutno davat si mnohem vétsi pozor na to které thly a
vzdalenosti se v ¢ase méni, ¢len 2 je tvofen lomenou klikou a uhel zlomu oznac¢im B. V
ptudorysu je pak vidét r2.sin(0), coz je vidét v ptidorysu.

13.cos(a)

Uhly, které svira Clen 3 o délce r3 se soufadnicovymi osami X, y a z oznacime a, B a y. Je
nutno si uvédomit, Ze se jedna o prostorové uhly a na obrazcich jsou vidét jen jejich praméty.
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Kinematika mechanismii s proménnym pievodem [EI

Uloha polohy
b+h+72+73=0

Se slozkami je to trochu slozitéjsi, protoze je zapotiebi slozkové rovnice doplnit jesté o
geometricky vztah mezi thly. Znaménka jsou zahrnuta v uhlech.
—b+7r2-sin(5)-cos(y )+ r3-cos(a)=0
h—r2-cos(8)+r3-cos(f)=0
r2-sin(8)-sin(y )+ r3-cos(y)=0

Dopliikkova rovnice:
cos’(a)+cos?(B)+cos’(y)=1

Existuji 1 jiné moznosti sestaveni tlohy polohy, ale vzdy budeme hledat vztah mezi b a y. V
téchto rovnicich se s ¢asem méni uhly a, B, v a v a vzdalenost b, thel 6 je konstantni.
Uvedeny jsou jen rovnice pro vypocet rychlosti, které jsou opét pii znalosti geometrie a bud’
rychlosti pistu, nebo thlové rychlosti ¢lenu 2, soustavou linedrnich rovnic.
W =w2
W=w2=¢2
a = oo
a=wa=sa

p=op
p=op=eB

y =y
y=wy=¢y

Bzvp

b=vp=ap

Rychlosti+ derivovany vztah mezi thly:
—vp—r2- sin(5)- sin(l//)- @02—7r3- sin(a)~ wo =0
—r3-sin(f) - 0f =0
r2-sin(5)- cos(y)- w2 —r3-sin(y)-wy =0
2 cos(a)- sin(a) - wa +2 cos(ﬁ)~ sin(f)-wf +2 cos(7)~ sin(y)-wy =0

Pro urceni zrychleni jsou nutné dalsi derivace podle Casu, kde je nutno davat si pozor na
derivaci slozenych funkci. I tak je vidét, ze uhel B je konstantni a @p=0. Pro zjednodusSeni 1ze
posledni rovnici upravit pii znalostech pravidel o pocCitdni s goniometrickymi funkcemi
2.sin(a).cos(a)= sin(2.a).
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Kinematika mechanismil s proménnym prevodem

1.1.3 Priklad

Vackovy mechanismus (kinematika)

rovinny mechanismus,

s jednim stupném volnosti,

s proménnym pievodem,

se tremi Cleny (prvni ¢len je rdm spojeny se zéklladnim prostorem).

U vacky je zdvihova zavislost dana zavislosti mezi soufadnici y a thlem ¢. Rychlost a
zrychleni lze vypocist pfimou derivaci. Piedpokldda se, ze vacka a vystupni Clen jsou v
trvalém dotyku.

y=1r(p)
do
v="Plp) @

P(p)

a=—.0 +P((p)-g
de
a=derP(p)-o” + P(p) &

Pozn. Pokuste se vypocist tyto hodnoty, jedna-li se o kruhovy excentr s excentricitou e.
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Kinematika mechanismi s proménnym pievodem

1.2 PRIKLADY K PROCVICENI
1.2.1 Priklad 1
U mechanismu na obrazku se z valce konstantni rychlosti v vysunuje pist.

\"

N

?/////////(/////////////////////////////////////////(////////fﬁ
b

el

Uréete: Uhlovou rychlost mk a zrychleni gk kliky o poloméru r v okamziku, kdy uhel ¢ méa
hodnotu ¢0.

b=3 m
r=1m
$0=60"°
v=2 m.s!

Vysledky:
©k=2,037s"!
£k=-0,855.s2.

1.2.2 Priklad 2

Klikovy mechanismus je tvofen klikou o délce r a ojnici o délce 1. Uhel, ktery svira klika s

osou pistu je ¢. Klika se otaci konstantnimi otackami n. Urcete rychlost a zrychleni pistu vA a
aA.

T

VA s
«—0|

G

r=120 mm

1=300 mm

o =60"

n=1480 otacek za minutu

Vysledky:

vA=-19,54 m.s™
aA=-868,6 m.s”
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Kinematika mechanismi s proménnym pievodem

1.2.3 Priklad 3

Vilec o poloméru R se vali (bez prokluzu) po vodorovné podlozce tak, ze jeho stied A se
pohybuje rovnomérné zrychlenym pohybem s konstantnim zrychlenim a,. V bodé B je k
valci kloubové uchyceno tahlo délky L, na jehoz konci (bod C) je kladicka o poloméru r.
Tato se rovnéz vali po podloZce. Rozte¢ stiedu valce A a kloubu tahla B je e. V pocatecni

Urcete rychlost vy stiedu valce A, rychlost v¢ a zrychleni ac bodu C na konci tahla po otoceni
valce o 90° (kloub B vlevo od stiedu valce A, viz obrazek), o 180° (kloub B svisle nad
sttedem valce A), 0 270° (kloub B vpravo od stiedu valce A) a konecné o 360° (kloub B opét
svisle pod stfedem valce A).

R=15cm
e=10cm
L=45cm
r=2cm
ay =2 m/s’
Vysledky:
$ = 0,%0-deg.. 360-deg
b wle) vAlp)  vClp)  aclp)
deg deg m-sec_l m-sec m-sec_:
0 3.823 0 0 0.667
90 16.791 0.971 1.166 7.652
180 30738 1.373 2.288 -1.648
270 16.791 1.681 1.343 -7.786
360 3.823 1.942 0.647 1. 786
2302, 3 ' ' '
vA(p) 2 : ; 7]
vC(b) . .
_____ 1 —
IS | | |
90 180 270 360
) 360
deg
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Dynamika mechanismt s proménnym pievodem a s jednim stupném volnosti

1 DYNAMIKA MEVCHANISMfJ S PROMENNYM PREVODEM A S
JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
—_
-
. . Dynamika mechanismi s proménnym pievodem.

Odvozeni pohybové rovnice metodou redukce.

Ukézka na ptikladech.

@ MOTIVACE:

=N~ Klikovy mechanismus, ktery je soucasti téméf vSech automobilovych
motoril je mechanismus s proménnym pievodem. Existuje mnoho dalSich
mechanismi s podobnym prevodem. Pokud nas zajimé pro¢ a jak se tyto
mechanismy pohybuji, je zapotiebi najit pohybovou rovnici. V této ¢asti je
uvedena jedna metoda pro ziskani pohybové rovnice a jeji pouziti na dvou
prikladech.

CiL:

Dynamika mechanismt s proménnym pievodem.
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Dynamika mechanismt s proménnym pievodem a s jednim stupném volnosti

1.1 DYNAMIKA MECHANISMU S PROMENNYM PREVODEM A §
JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

Dynamiku mechanismi s proménnym pievodem, lze feSit stejné¢ jako u mechanismi
s konstantnim pfevodem metodou uvoliiovani nebo redukce. Principy metody uvoliiovani jsou
stejné jako u metody uvolflovéni mechanismﬁ s konstantnim pfevodem jen kinematické

vvvvvv

mechanismi pohybujicich se obecnym rovinnym ¢i obecnym prostorovym pohybem.

I )) Audio 1.1 Dynamika mechanismi.

V tomto materialu bude probrana jen metoda redukce.
Redukce sil (momentd sil) konajicich praci je stejnd jako v ptfipadé mechanismi s
konstantnim pfevodem.

!

RED

P=YF e L,
=1 m=1
[ P
6=3F 7+ 32 M
=1 m=1
Redukce setrva¢nych ucinka je také formalné shodna.
Zde je uvedena varianta urceni virtualni kinetické energie pro rovinny mechanismus s L ¢leny

konajicimi posuvny pohyb, M ¢leny konajicimi rotacni pohyb a N ¢leny konajicim obecny
rovinny pohyb.

L M N
2-Ek :[Zmi v +2Jj -a)j2 +Z(mk -ka2 +J, -a)kz)]
i=1 j=1 k=l
Obecné
Ek =Y Ek,

Pak pro redukovanou hmotnost, ¢i redukovany moment setrvac¢nosti plati:
2-Ek = m..: Vzred
2 Ek = Jred 'a)zred

Pozor v téchto ptipadech vsak redukovand hmotnost, ¢i redukovany moment setrvacnosti
nejsou konstantni, ale méni v zavislosti na zobecnéné soufadnici vstupniho ¢lenu (thlu nebo
vzdélenosti). Zméni se tedy i tvar pohybovych rovnic pro redukované ¢leny:

Derivace kinetické energie podle Casu je rovna vykonu. Vykon P= F,4.v pro redukci
na posuvny ¢len. Pro redukci na ¢len s posuvnym pohybem se smérem rychlosti a Frgp
ve sméru osy X, lze odvodit pohybovou rovnici pomoci rovnosti okamzit¢ho vykonu
(derivace kinetické energie) a soucinu sily a rychlosti:

dEk _
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Dynamika mechanismt s proménnym pievodem a s jednim stupném volnosti

dEk _ 1 dmpgy dx o 1., .4V
dt 2 dx dt 2 P dt

dEK 1 dm,,, ;

=— +m v-a

dt 2 dx RED

1 dm

5 dfCEDv3+mRED-v-a:FRED-v

1 dm

> d;ED Vz"‘mRED'a:FRED

Podobné pro redukci na ¢len s rota¢nim pohybem:
1 dJ
— R p? +Jpip €=M gy
2 do
Obecné oznacime-li m* jako zobecnénou redukovanou hmotnost ( mggp nebo Jrep) q jako
zobecnénou soufadnici ¢lenu na ktery redukujeme a Qrep (Frep, Mrep) jako zobecnénou silu
pusobici na tento ¢len. Pak plati pohybova rovnice:
1 dm*

2 dq

“§*+m*G= Oy
1.1.1 Priklad
Dynamika klikového hiidele:

Oznacime kinematické veli¢iny potfebné pro redukci. Pro redukci néas zajimaji vztahy mezi
nimi, které jsou funkci polohy dané bud’ polohou pistu ¢i uhlem ojnice. V daném piikladé
budeme redukovat na kliku.

Oznaceni

Geometrie:

rg  délka kliky

lo délka ojnice

¢ uhel kliky (kladna orientace proti sméru hodinovych rucicek)
v uhel ojnice (kladn4 orientace ve sméru hodinovych rucicek)
X Vzdalenost mezi osou rotace kliky a pistem

Vv v

It Vzdalenost mezi kloubem kliky a ojnice a t€Zi§t€ém ojnice.
Pomoci analytické metody Ize odvodit:

Uloha polohy:
7 -cos(@)+1, -cos(y)—x=0
7 -sin(@)—1, -sin(y)=0
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Dynamika mechanismil s proménnym pfevodem a s jednim stupném volnosti [

Vvoev

Xp =1y -cos(¢)+lT -cos(t//)
yr =1y sin(g)-1; -cos(y)

Uhel vy jako funkce thlu ¢.

V= arcsin(
o
Kinematické veliciny si vyjadiime jako funkci ihlu natoceni kliky ¢ a thlové rychlosti
ojnice:
1) Uhlova rychlost kliky .
2) Rychlost pistu VP

2%

4) Uhlova rychlost ojnice ®,.

Po upravéch a pii znalostech goniometrickych a cyklometrickych funkci:

B
’ \/l —r,” -sin’(g)
Ty sm(¢)

VP =—Fy Wy - sin(

2- \/l —r.” -sin’(g)
Slozky rychlosti tézisté ojnice:

L. -r, sin(gp)
2-1-4J17 =1 -sin’(g)

Vo = g - O -(1 —ITT) . cos(¢)

ofx = _rl( 'a)l( ’ Sln(¢)+

Znamé setrvacné vlastnosti:

1) Moment setrvacnost kliky k ose rotace Jx

2) Hmotnost pistu mP
3) Moment setrvacnosti ojnice k jejimu tézisti Jor
4) Hmotnost ojnice m,

Redukovany moment setrvacnosti:
2 2 2 2 2
Jpep @k =J @k +mP-vP +J @, +m,-Vor

2 2

Ty s1n(¢) . cos(¢)
2. \/l —r,’-sin’(9) Jor \/l —r,” -sin’(¢)

2

oo ()

Jgp =J +mP-| —r, -| sin(¢)+ +

Redukovany moment plsobici na kliku

M-y =My @0y +Fp-v,

<
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Dynamika mechanismt s proménnym pievodem a s jednim stupném volnosti

Mgep Redukovany moment je kladny proti sméru hodinovych rucicek.
Mgk  Moment piisobici na kliku kladny proti sméru hodinovych rucicek.
Fp Sila ptisobici na pist, kladna ve sméru zvétSujici se soufadnice x.

My =M —Fp-re- sm Tk sm(¢)
2 \/l —r” -sin’(g)

Prvni derivace ma po dosazeni velmi dlouhy tvar i po upravach:

2 2 .o 1 5 .,
dJRED —_Sin(2'¢)'([“2_er)'VK2+2'V,\,Z-[sin(¢)+ VK'Sin(2'¢) . COS(¢)+ rK.COS(2.¢).(lO “leosm (¢))+Z.FK s (2¢) +
(¢

- 3

d¢ (102 -’ .sin2(¢))z (lnz —r2sin(g)f

2 2 -
2.4\l =r¢ " -sin

2
+2-r

| sin(g)+
‘ ) 24,17 =52 sin?

3 o 'K

2 2 .2 1 2 .
re 1 -sin(2-¢) ] COS(¢)+IT'r,<~cos(2~¢)~(l" —r,’ -sin (¢))+Z.r,< -sin*(2-¢) il 2»sin(2-¢)~[l—l—7]
) 11 = sin?(p)f Lo

Pohybovéa rovnice pak ma tvar:

1 dJ -
5 dR;D ¢ JRED'¢:MRED

Po dosazeni ji lze v tomto piipadé fesSit jen numericky. Vzdy je vhodné vyuzit néjaky
matematicky program.

Pozn. Ziskat derivace je mozno i jinym jednodus$im zptsobem.

1.1.2 Priklad
Napiste pohybové rovnice pro dany mechanismus.

Kinematické vztahy:

Redukce momentu:

M- 0=M-00—F-v
M ypp =M —F -r-cos(g)

Redukce setrvaénych vlastnosti:
Jpep @ =1-0" +m-v*
Jpep =1 +m- (r-cos(¢))2
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Dynamika mechanismil s proménnym pfevodem a s jednim stupném volnosti [

Pohybova rovnice ma tvar:
1 dJg)

E'd—¢'¢2+JRED'¢.=MRED

(I+m-r2 -cos2(¢))~(,35—m~r2 -cos(¢)-sin(¢)-#*> = M — F - -cos(¢)

Hledame-li feseni ulohy druhého druhu (jsou dany sily a momenty a hleddme pohyb) pak lze
rovnici fesit jen numericky. Jak moment, tak sila mohou byt funkeci ¢asu.
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Vybrané kapitoly

1 VYBRANE KAPITOLY

7~—=] STRUCNY OBSAH PREDNASKY:
/
.

Vybrané kapitoly.

Raz téles. (zjednodusena teorie).

Pohyb téles s proménnou hmotnosti.

Lineéarni kmitani s jednim stupném volnosti.

Volné netlumené kmitani.

Volné tlumené kmitani.

Kmitani buzené harmonickou silou a odsttedivou silou.

Ptiklady k procviceni.

@ MOTIVACE:

Q™  Jak sc odrazi kulecnikové koule, jestlize se do ni trefi jina kulecnikova
koule. Tuto ptredpovéd umozni teorie rdzu. Je pravda, Ze znalost teorie z
Vés neudéla mistra kulecniku, ale 1 tak Vam mtze pomoci. Toto se netyka
jen kule¢nikovych kouli, ale jinych téles (Casti strojt, aut atd.).

Podobné¢ pokud Vas bude zajimat, jak se pohybuje raketa ztracejici
hmotnost se spotiebovanym palivem, vénujte se druhé casti této kapitoly.
Hmotnost v pohybové rovnici je Casto povazovana za konstantu, ale neni
tomu vzdy tak i kdyz zlstaneme v ramci Newtonovské mechaniky.

Mechanické kmitani doprovazi chod kazdého stroje. S nartistem vykonu se
Casto zvetSuji nezddouci kmity a pomoci jejich méfeni Ize usoudit na druh
poruchy stroje. Kmitani muze plnit i uzitecné funkce u zhutnovact,
vibra¢nich dopravnikl, vibrac¢nich pil a podobné. Znalosti kmitani lze
vyuzit jak pti konstrukei stroji, tak pii jejich diagnostice.

CiL:

Raz téles.

Pohyb téles s promeénnou hmotnosti.
Volné linearni kmitani s jednim stupném volnosti.

Buzené linearni kmiténi s jednim stupném volnosti (fazovd a amplitudova
charakteristika).
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1.1 RAZ TELES- ZJEDNODUSENA NEWTONOVA TEORIE RAZU

Kromé zjednoduéené teorie rézu existuji jeété jiné teorie razu jako Hertzova teorie ¢i vlnova

vvvvvv

Newtonova teorie vychazi z téchto predpokladii
1) Télesa jsou tuha.
2) Doba razu je kratka (méné nez 0,001 s) a poloha télesa se v této dobé neméni.
3) Pro opravu nedokonalé pruznosti razu se zavadi koeficient restituce.
4) Predpoklada se, ze jde o koule (nebo télesa, jejichz rozméry se ve sméru razu pftilis
nelisi).

I )) Audio 1.1 Pfedpoklady Newtonovy teorie.

A%

rychlosti pfed razem lze ur01t rychlosti po razu. Nelze urcit sily pii rdzu ani dobu trvam razu.

Soucdinitel restituce € je zaporné vzaty podil rozdilu rychlosti téles po razu a pred razem.

l )) Audio 1.2 Soucinitel restituce.

V10, V11 jsou rychlosti prvniho télesa pted razem a po razu
V20, V21 jsou rychlosti druhého télesa pied razem a po razu.

Soucinitel restituce zavisi na materialu, rozdilu rychlosti, tvaru i velikosti téles. Jeho hodnoty
klesaji se vzrustajici vzajemnou rychlosti pred razem k urcité limitni hodnoté.

Pro tenisovy micek a raketu je mozno vyjadfit zavislost mezi vzdjemnou rychlosti micku
arakety (impact speed) a koeficientem restituce (Coefficient of restitution) nasledujicim
grafem:

080 075 __ ITF approval test requirements

g 075
E .70
'ét 065
5 060
= 0,55
3 0.50
=
Q 045 -
D pa0 -
0.35

5 f0 15 20 25 3¢ 35 40 45 50
Impact speed {m/s)
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Vybrané kapitoly

Zde neni uvedena tvrdost vypletu ani znacka micku, proto je dany graf jen orientacni.

Dilezitym zdkonem pii vypoctu razu je zakon zachovani hybnosti zédkon zachovani momentu
hybnosti.

Audio 1.3 Zakon zachovani hybnosti.
*) e

my-Vig+1m, - Vyy =My -V +m, vy,

L on+1, -0 =1-0,+1, @,
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1.2 PRIKLADY K PROCVICENI

1.2.1 Priklad 1

Dvé koule o hmotnostech m1 a m2 se pohybuji rychlostmi v1 a v2 thel ktery svird rychlost
v2 s vodorovnou rovinou je a a jejich relativni rychlost leZi na spojnici stfedl. Koeficient
restituce je €.

vi

v2

m2

Urdete:
1) Rychlosti po razu (jedna se o vektory, to znamena i smer).
2) Celkovou energii pfeménénou na jiné formy energie (oznaCovano jako ztratova
energie).

m1=10 kg
m2=5 kg
v10=1 m.s™
v20=1 m.s
a=50°
£=0,75

1.2.2 Priklad 2

v v

Urcete obecné:
1) Rychlost dopadu.
2) Rychlost bodu A na ty¢i po odrazu.

A%

4) Ubytek kinetické energie soustavy bdhem razu.

(feste obecn¢)
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1.2.3 Priklad 3

U zubové spojky urcete:
1) Uhlové rychlosti po razu ol11, m21.
Nejprve vypoctéte w10 hnaci strany pied razem pomoci momentu setrvacnosti J1 a
momentu sily Mh a kinematickych vztahit)
2) Dobu mezi prvnim a druhym rdzem. t; ».
3) Ztratovou energii Wz (pfeménénou na jiné formy energie nez na pohybovou energii)

pfi razu.

P |

Jestlize hnaci strana spojky je hndna momentem Mh a ma moment setrvacnosti J1. Hnana
strana spojky méa moment setrvacnosti J2 a je na pocatku v klidu. Uhel rozevieni zubové
mezery je ¢. Na pocatku je spojka oteviend, to znamend, ze nez dojde k razu, oto¢i se hnaci
strana vuc¢i hnané o thel rozevieni zubové mezery spojky ¢. Soucinitel restituce je €. Pouzijte
zjednodusenou teorii razu. Hnand strana je na pocatku v klidu.

»=70°
J1=0,8.kg.m’
J2=1,4.kg.m’
Mh=500 N.m
e=0,8

1.3 POHYB TELES S PROMENNOU HMOTNOSTI.

Proménnou hmotnost nemusi mit jen télesa pohybujici se rychlosti blizkou rychlost svétla, ale
1 télesa mnohem pomalej$i. Piikladem mutize byt horkovzdusny balon, kde pii stoupani se k
nému postupné pfibira lano, raketa, jejiz hmotnost klesa v disledku spalovani paliva atd. Je
nutno pouzit piislusSnou pohybovou rovnici. Zde jsou uvedeny jen ptiklady pro pohyb
hmotného bodu, rovnice pro pohyb téles jsou obdobné. Po odvozeni dostaneme rovnici.

Audio 1.4 Pohyb téles.
%) =

Zﬁ:%:m-ﬁm+m-fz

kde vy je relativni rychlost pohybu piibyvajicich Castic vaci télesu. Je nutno dasledné
dodrzovat znaménka a uvédomit si, Ze vétSinou hmotnost ubyva a relativni rychlost byva
zéaporna, ale nemusi to tak byt vzdy.
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1.3.1 Priklad 1

Napiste pohybovou rovnici raketoplanu, ktery ma s ptidavnymi naddrzemi hmotnost m=2 052
443 kg. Pii startu vylétaji spaliny relativni rychlosti v,=4500 m.s"'. Reaktivni sila je tm&ma
velikosti okamzité hmoty raketoplanu F=k.m(t) (k=40 m.s?). Urcete, kdy v jaké vyice a kdy
dosahne prvni kosmické rychlosti.

Reseni:
Hmotnost rakety v Case t je:
k-t
m(t)=m0-e "
0,002¢

m(f) = 2052443 ¢ 4500

Na raketoplan pisobi jen pfitazliva sila Zemckoule. Kladné znaménko uvazujeme smérem
vzhlru a vy ma orientaci dold, proto ma druhy ¢len zéporné znaménko. Mz je hmotnost
Zemé& a x je Newtonova gravitacni konstanta, Rz polomér Zem¢. Pohybova rovnice ma
nasledujici tvar.

m(r>~v'<r>=m(¢).k_,<._&(f)+'f);
v(t).dv:k_K. M. 2
dy (R.+y)

Po zkraceni a zavedeni kinematického vztahu pro zrychleni a Mz.K=g.RZ2; ymax je oznacena
maximalni vySka a pocatecni vyska je nulova. ReSeni rychlosti ma tvar.

V= 2. k.ymax+g'Rzz. ;_L
Rz+ymax RZ

Z této rovnice je moZno vypo&ist Ymx @ pro v je rovno prvni kosmické rychlosti (7,91 km.s™)
vyjde Ymax=993 km.

Uzitim diferencidlnich rovnic pro ¢as pak vyjde:
R+ Yrmax
dy

)

Reseni podobnych rovnic je vhodné provést numericky t=254,5 s.
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1.3.2  P¥iklad 2

Horkovzdusny balén ma po hmotnost m=400 kg piisobi na néj vztlakova sila Fv=5400 N,
jakmile balon stoupa, ptibird i dlouhé lano, které zvysuje jeho hmotnost. Jeden metr lana vazi
0,5 kg. Urcete, jakd bude maximalni rychlost stoupani balénu a v jaké vysce bude v tomto
okamziku.

(Hmotnost lana + balonu se zvysuje).
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1.4 LINEARNI KMITANI S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

Kmitéani je takovy pohyb, pfi némz bud’ vychylka nebo rychlost ¢i zrychleni osciluje kolem
stiedni polohy. Volné kmitani je takové Ze béhem kmitani neplisobi na bod (téleso, soustavu
téles), krom¢ sily "pruziny" zadna dalsi sila ¢i moment sily jako v pfipadé¢ vynuceného
kmitani.

Modelem kmitajici soustavy je téleso na pruziné s tlumi¢em. V pfipad¢ linearniho kmitani je
sila v pruziné linearn¢ imérna vychylce a sila v tlumici je linearné imérna rychlosti. Je tieba
zvazit, s jakou presnosti model vystihuje vlastnosti skute¢né soustavy a zda neni nutno pouzit
presnéjsi model (nelinedrni kmitani, vice stupniti volnosti, kontinuum...).

Audio 1.5 Kmitani.
%) =

Nejjednodussim piipadem je volné netlumené linearni kmitani s jednim stupném volnosti.
Sila v pruzin¢ je umérnd vychylce, kde konstanté imérnosti fikame tuhost pruziny k.
F=-k-y

Je-li téleso v klidu v rovnovazné poloze, plisobi na n¢j jeho tiha a sila piedpéti pruziny, které
se vzdjemné vyrusi. Po vychyleni télesa z rovnovazné polohy se pak zvétsi sila v pruziné a po
uvolnéni télesa se téleso zacne pohybovat.

Po odecteni tihy a pfedpéti pruziny méa pohybova rovnice tvar:
F=m-a

Zrychleni je druhou derivaci vychylky podle ¢asu pak ziskame linearni diferencidlni rovnici
druhého tadu s konstantnimi koeficienty bez pravé strany (homogenni):

a=y
m-y+k-y=0

m

Pro jeji feSeni pouzijeme substituci:
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kde Qy nazyvame vlastni kruhovou frekvenci netlumeného kmitani. ReSeni této rovnice lze

zapsat n¢kolika ekvivalentnimi rovnicemi.

0yt —iQ t

y=C-e™ +C,-e
y=A4-sin(Q, 1)+ B-cos(Q, -t)
y=C-sin(Q,-1+4,)

Kde C; a Cy; A a B ¢i C a ¢ jsou integracni konstanty, které lze urcit, zndme-li v né¢jakém
znamém cCase vychylku a rychlost, tomu se fikd pocate¢ni podminky. Posledni rovnice ma i
urcity fyzikalni vyznam pfi rozvinuti vychylky v ¢ase, kde konstanté C fikdme amplituda a ¢0
fikame pocatecni faze. Nejkratsi nenulovy ¢as mezi tim, kdy téleso prochazi stejnym mistem
ve stejném sméru, se nazyva perioda. Frekvence je pfevracenou hodnotou periody.

| T |
y o
| C
/
/
t
9 /
f=
2.7
T_1_27
fQ

V tomto piipadé by amplituda zlistavala neustale stejna.

V realnych dé&jich se vzdy vyskytuji pasivni odpory, diky nimz se amplituda postupem casu
zmenSuje. Nejpouzivanéj§i model je takovy, kdy je kmitani tlumeno silou F, tmérnou
rychlosti kmitani. Tato sila plisobi proti rychlosti s koeficientem umérnosti b, kterému se tika
koeficient visk6zniho tlumeni.

F,=-b-v==b-y

Pohybova rovnice pak ma tvar:
m-y+b-y+k-y=0

Toto je opét linedrni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty bez pravé
strany (homogenni).

Jeji fesent je:

—5-~82-Q% |1 —5+y82-0% |t
y=C1-e( ) +C2-e( J
Kde je pouzita substituce 9, které fikame konstanta doznivani.
b
d0=——
2-m

Pro podkritické tlumeni (6 je mensi nez €Q), které je obvyklé u stroji Ize feSeni upravit na
néktery z tvart:
y=e""[4-cos(Q-1)+ B-sin(Q-1)]
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y=C-e*" -sin(Q-1+4¢,)

Kde vlastni kruhova frekvence Q je o néco nizsi nez € a perioda o néco delsi podle vztahu:
Q=40 -6
/4

T=

1_2=
f Q

V grafickém znazornéni pak:

y . T C.e-S' t

Pro ptepocet integracnich konstant plati:

A =C-sind,
B=C-cos¢,
C=+A’+B’
) B>0 B=0 B<0
A>0 A A o
d, = arctang 9, =90°= 17 d, = arctanEJr 180
A=0 ¢, =0° trivialni feSeni d,=180°=m
A<0 A o
b, = arctang d, = -90°= —Ln d, = arctan§—180

Tlumeni je mozno téz definovat logaritmem poméru dvou po sobé nasledujicich amplitud.
Tento pomér se nazyva logaritmicky dekrement tlumeni 9. Ptiblizné ptedstava logaritmického
dekrementu tlumeni je takova jako kdyby se mi¢ spustény z urcité vysky odrazil do mensi
vysky, a pomér puvodni a nésledujici vysky zlogaritmujeme, pak dostaneme 8. Napfi. pro mi¢
spustény z vysky 2,718 m, ktery se odrazi do vySky cca 1 m je logaritmicky dekrement
tlumeni 3 ptiblizné€ roven jedné.

g=n20 _s.7

Yie+r)

a odtud:

Q _0 9

-0 P
/lJr4-7r2 ’ NS +4-7°
'92

V piipadé buzeného kmitani na téleso, kromée sily v pruzin€ a v tlumici jesté piisobi dalsi sila,
ktera se v ¢ase méni. Pohybova rovnice pak ma tvar:
m-y+b-y+k-y=F(t)

5:

Pro teSeni pak lze pouzit bud’ metodu variace konstant, nebo znamé feSeni pii specidlnim
tvaru pravé strany. NejcastéjSimi piipady sily je buzeni rotujici hmotou a buzeni silou
harmonického prubéhu.
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Buzeni silou harmonického pribéhu (velikost sily se méni podle sinusovky) a pohybova
rovnice ma nasledujici tvar:

m~j}+b-)'/+k~y:FA-sin(a)-t+¢5z)

Reseni se pak sklada ze souctu homogenniho feSeni a partikularniho feSeni. Homogenni
feSeni je stejné, jako kdyby na pravé stran¢ rovnice byla nula a bylo popsano diive. Zde l1ze
pro urceni partikularniho feSeni pouzit metodu specidlni pravé strany, po odvozeni vyjde:

v, =y, sin(o-t+¢, - §)

kde:
b= F, 1
m o) -wf +2 o-5)
pro: Qo>m ¢ = arctan 22L52
-
pro ®>Qp ¢ = arctanz'zL'é‘2 +7

0

Podobné pro buzeni rotujici hmotou, coz je dosti Casty pfipad u stroju s rotacnim pohybem,
které nejsou dokonale vyvazené. Redlné neni zadny stroj dokonale vyvazen. V tomto piipadé
je hmotnost nevyvazku m, a jeho excentricita je e, stroj rotuje thlovou rychlosti ®.

®

m\e Fod
(2 e
o

T
m-y+b-y+k-y=e-m, @

R

sin(w-t+4,)

ReSeni partikularni ¢asti této linearni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi
koeficienty a s pravou stranou ma nasledujici tvar.

y=y,sin(w-1+¢—4.)

Pozor zde y, a uhel ¢ nejsou integraCnimi konstantami, ale Ize je vypocist. VEtSinou nas
zajima hlavné amplituda vynuceného kmitani y,,

m,-e - 1
Va = : 5 5
m oy o) +(2-5-0)
Zavislosti amplitudy na budici frekvenci o se fikd amplitudova charakteristika a zévislosti

uhlu ® na o se fika fazova charakteristika. Jevu, kdy amplituda dosahuje maximalni hodnoty,
se fika rezonance. Urc€it rezonan¢ni frekvenci je mozno jako lokalni extrém dané funkce.

Pro buzeni harmonickou silou lze rezonan¢ni frekvenci urcit z nésledujiciho vztahu.
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a)res = V Q()z _2 ’ 52

Pro buzeni rotujici hmotou vyjde rezonanc¢ni tthlova frekvence:

Qr
Wpes = W

Uhel @, Ize vypodist stejné jako u kmitani buzeného harmonickou silou.

Ya amplitudova charakteristika

res

fazova charakteristika

© o=0
180°
K
90°
0° |

wrez ®

Jakoukoliv periodickou silu 1ze pomoci Fourierova rozkladu rozlozit na soucet harmonickych
slozek. Navod na rozklad naleznete napi. v technickém pravodci 66 MECHANIKA II. dil
Dynamika [1].

S kmitanim souvisi rovnéz s¢itani tuhosti. Neni dobré si pamatovat, Ze se jednd o obdobu
vysledné kapacity kondenzatorti, protoze "zapojeni" mlze vypadat rizné a pfitom se vysledna
tuhost urcuje stejné. VEtSinou se nejednd o pruziny, pruziny predstavuji jen model.
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Paralelni spojeni je takové, kdy deformace obou pruZzin je stejnd, vysledna direk¢ni sila je
dana souctem direk¢nich sil obou pruzin. Vysledna tuhost je dana souctem dil€ich tuhosti.

k =k, +k,

K4

Sériové spojeni je takové, kdy se deformace obou pruzin séitaji, direkéni sily v obou
pruzinach jsou stejné. Prevracend hodnota vysledné tuhosti je ddna souctem pievracenych
hodnot dil¢ich tuhosti:

111
_ = — 4+ —
k kK,

Slozit€jsi modely kmitani Ize najit naptiklad v technickém privodci 66 MECHANIKA II. dil
Dynamika [1].

1.4.1 Priklad

Zavazi o hmotnosti mT je zavéSeno na tfech pruzindch dle obrazku. Pruziny o tuhostech k1 a
k2 jsou spojeny deskou ke které je ptipojena pruzina o tuhosti k3.

k1 := 1000-N-mm | mT = 20-kg

K2 = 2000-Nemm © k3 = 1000-Nemm_ |

Urcete:
1) Celkovou tuhost pruzin
2) Periodu kmitani (pfedpokladejte netlumené kmitani)

Odpovéd’:

Celkova tuhost soustavy je:

ke=750 N.mm™ coZ je ke=750000 N.m™ coZ je ke=750000 kg.s™
Perioda kmiténi je T=0,0324 s
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1.4.2 Priklady k procviceni
1.4.2.1 Priklad 1

Téleso o hmotnosti m kmita na pruziné o tuhosti k. Soustava je tlumena silou F umérnou
rychlosti v tak, Ze tlumici sila ma velikost F=b.v. Urcete periodu kmitani a dobu t1 za jakou se
klesne amplituda na p&tinu piivodni hodnoty. k=1 N.mm™ b=20 kg.s™'; m=10 kg.

i

[
b LI

RN

/,
Vysledky:perioda T1=0,631 s; doba poklesu tp=1,609 s.
1.4.2.2 Priklad 2

Urcete amplitudu (ustalenou) se kterou kmita téleso o hmotnosti m1. Na téleso plisobi budici
harmonicka budici sila F(t) s amplitudou A a budici frekvenci ®. Pfi zavéSeni bifemene
hmotnosti m1 se pruzina natdhla o délku 1. Tlumeni je mozno zanedbat. Urcete pfi jaké budici
frekvenci (se stejnou budici amplitudou) bude amplituda dvojnésobna.

WPl

F =2 et

m1=2 kg

I=2 mm
A=10 N
0=50s"
F=A.sin(®.t)

Vysledky:
amplituda Amp=1,457 mm; existuji dvé budici frekvence, pri kterych bude amplituda
dvojnasobna ®1=65,59 s'; ©2=74,19 s).
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1.4.2.3 Priklad 3

Urcete periodu vlastniho netlumeného kmitani kotou¢e o hmotnosti mVa, poloméru RVa,

moment setrvacnosti kotouce je (m.r2)/2. Kotouc¢ je zavéSeny na osoveé symetrickém tenkém,
Stihlém prutu, kruhového priifezu praiméru d délky 1. Zavislost thlu zkrouceni na zatézujicim
momentu je 6=Mk.l/(G.Jp), z této zavislosti urcete torzni tuhost. Jp je kvadraticky plosny je
moment setrvacnosti prutu. Urcete, jak se tato perioda zméni, zvysi-li se délka zavéSeni 1 na
dvojnasobek. Zde tihel zkrouceni odpovida vychylce, moment sily sile a moment setrvacnosti
hmotnosti.

P e A S N

4 I

Ll

£

1I=100 mm

d=5 mm
G=0,8.10""MPa
RVa=100 mm
mVa=10 kg

Vysledky: perioda T0=0,201 s; p¥i dvojnasobné délce T2=T0.12=0,284 s)

1.4.2.4 Priklad 4

Uprostied nosniku o momentu setrvacnosti plochy J a modulu pruznosti E je umistén motor o
hmotnosti mS (v€etné nevyvazku). Hmotnost nevyvazku je me a je umistén ve vzdalenosti e
od stfedu otaceni. Logaritmicky dekrement tlumeni je v. Motor se ota¢i otackami n,,.

Urcete:
1) Tuhost nosniku (vysledek k=2625 kN.m™).
2) Konstantu doznivéani (vysledek 6=30,39 s™).
3) Amplitudu vynucené¢ho kmitani pfi pracovnich otackach (vysledek yA=0,023 mm).
4) Jaka bude amplituda, budou-li otdcky nekoneéné¢ (velmi vysoké) (vysledek
Y»=0,2 mm).

A A

n,=500 otacek za minutu
v=1,2 logaritmicky dekrement tlumeni
E =2,1.105 MPa modul pruznosti v tahu
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mS= 100 kg hmotnost motoru vcetné nevyvazku
me= 2 kg hmotnost nevyvazku

J=40.cm* 0sovy moment setrvacnosti

11 =400 mm délka od podpory ke stiedu motoru
L = 800 mm celkova délka nosniku

e0 = 10 mm excentricita nevyvazku

np= 500 ot/min, otacky motoru

Napovéda:-priithyb nosniku l1ze vypocist z nasledujiciho vztahu:
_FP-(-11y?
E-J-l

1.4.2.5 Priklad 5

Na nosniku délky 1, momentu setrvacnosti priifezu J, z materidlu o modulu pruznosti E je
uprostied poloZeno bifemeno o tize mT. Na toto téleso plisobi harmonicky se ménici sila o
amplitudé Fo a kruhové frekvenci ®. Nosnik ma vic¢i télesu zanedbatelnou hmotnost.
Logaritmicky dekrement v tlumeni byl uréen experimentalné.

1=2000.mm
J=40.cm*
E=2,1.105.MPa
mT=100. Kg
Fo=100.N
®=50.s"

v=0,8

Urcete:
1) Tuhost soustavy k.
2) Vlastni kruhovou frekvenci tlumeného kmitani Q.
3) Amplitudu vybuzeného kmitani yA.
4) Rezonanc¢ni kruhovou frekvenci ., a amplitudu v rezonanci pfi stejné amplitudé Fo
budici sily yArez.

mT

/2

Y

F = Fo-sin(e-t)
v |

A 4

&
<

napovéda prihyb y lze vyjadrit:

_F.P
YT U8 E-T
Vysledky:
k=504000 N.s™
0=69,93 s

yA=0,3800 mm
yArez=0,584 mm.
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1.5 ZAVER

Pro teSeni probléml dynamiky je nutna nejen znalost vztahti dynamiky, ale také vzdy
zapojeni logickych ivah o moznosti zjednoduSeni v rdmci pozadované piesnosti. Pro
porozuméni dynamiky fesit co nejvice problémil a béhem nich ziskavat zkusSenosti.
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